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Vorwort. 


Die deutsche Ausgabe des „Treatise öir (he higher plane 
curves“ von George Salmon ; die ich hiermit dem mathema- 
tischen Publikum übergebe, »st eine Uebersetzung nach der 
2. Ausg. des Originals, welche vor Kurzem veröffentlicht worden 
ist, deren allmähligem Fortschreiten ich aber durch die Zu- 
sendung der Probebogen genau folgen konnte. Sie weicht 
von der Originalausgabe wesentlich nur ab durch die Weg- 
lassung eines Abschnittes von Kapitel VIII über die linearen 
Transformationen, welche Theorie ihren Platz in der Analy- 
tischen Geometrie der Kegelschnitte (Kap. XXII, Art. 37 f> f.) 
behalten soll, durch vermehrte Literaturnachweisungen und 
einige mit denselben verbundene Zusätze. Im Text ist ausser 
Art. 22, 23 nur wenig hinzugefügt worden. 

Einige Mittheilungen über die Entstehung der Original- 
ausgabe gebe ich mit den Worten des Verfassers wieder. 
„Die erste Ausgabe dieses Buches ist seit mehreren Jahren 
vergriffen und ich hatte ehedem selbst die Idee einer Neu- 
ausgabe desselben aufgegeben. Als zu einer Zeit geschrieben, 
wo die neuere Algebra noch in ihrer Kindheit war, forderte 
das Buch ausgedehnte Veränderungen, um auf den gegen- 
wärtigen Standpunkt der Wissenschaft gebracht zu werden, 
und da ich die Vollendung einer neuen Ausgabe vor meiner 
Ernennung zu dem Amte, welches ich jetzt bekleide, versäumt 
hatte, so hielt ich für unmöglich sie nunmehr zu erzielen, 
wo andere Verpflichtungen mir nicht Muse dazu liessen, mich 
mit den neuen mathematischen Entdeckungen bekannt zu 
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machen oder auch nur im Gedächtniss zu bewahren, was ich 
früher gewusst hatte. Als aber Jahre vergingen und das 
meinige noch immer das einzige englische Werk blieb, welches 
einen systematischen Abriss der neueren Curventheorie zu 
geben versucht, begann ich zu erwägen , ob ein Wiederab- 
druck nicht möglich wäre mit Unterstützung eines jungen 
Mathematikers, der competent wäre zur Bearbeitung zusätz- 
licher Abschnitte, die die späteren Fortschritte der Wissen- 
schaft darstellen würden; indem ich Professor Cayley’s Rath 
hierüber suchte, ward ich ebenso hoch als angenehm durch 
sein Anerbieten überrascht, mir selbst die gewünschte Hilfe 
zu gewähren. Es ist unnöthig zu sagen mit welcher Freude 
ich einen Vorschlag ergriff, der den Werth meines Buches so 
sehr zu erhöhen versprach und bei dem ich nur das Bedenken 
fühlte, dass die Zeit und Arbeit, welche Professor Cayley 
dem . Werke eines Andern widme, für einige Zeit wenigstens 
die mathematische Welt eines bessern Werkes von ihm selbst 
über den nämlichen Gegenstand berauben werde.“ Das war 
gegen Ende des Jahres 1809. 

„Mein ursprünglicher Plan für die Theilung der Arbeit 
ging dahin, dass Professor Cayley gewisse neue Abschnitte 
oder Kapitel beitragen möge, für welche die ganze Verant- 
wortlichkeit ihm zufiele, während ich mich mit der Revision 
der älteren Theile des Buches begnügen wollte. Aber ich 
sah ein, dass es nicht möglich sein würde, dem Buche in 
diesem Wege die Einheit zu geben, die es haben sollte; und 
in Folge dessen ist unsere beiderseitige Arbeit in einer Weise 
verschmolzen worden, die es schwer macht unsere respectiven 
Antheile zu trennen. Professor Cayley hat sorgfältig das 
Ganze durchgegangen und es giebt kaum eine Seite in dem- 
selben, welche nicht in irgend einer Weise durch seine Be- 
merkungen beeinflusst worden ist; andererseits habe ich von 
seinen Beiträgen viele ganz neu geschrieben, entweder um 
sie dem Ganzen besser einzufügen oder weil ich glaubte, 
irgend eine Vereinfachung in seinen Methoden oder eine 
Hiuzufügung zu seinen Resultaten machen zu können.“ 


Digitized by Google 



y 


In den Literaturnachweisungen der deutschen Ausgabe 
sind genau nach den Angaben des Verfassers die Abschnitte 
resp. Artikel bezeichnet, welche ohne Veränderung oder doch 
mit nur unbedeutenden Abweichungen von Professor Cayley 
entnommen sind. Seine treue Mitarbeit wird sicher überall 
dankbar gewürdigt werden , sie ist ein neues Zeugniss jener 
ächten Gelehrten- Freundschaft, die seit so vielen Jahren schon 
so oft bei wichtigen Anlässen der Wissenschaft zu Gute kam. 

Das Kapitel über die Anwendungen der Integralrechnung 
auf die Theorie der Curven, welches die erste Ausgabe ent- 
hielt, ist weggefallen, weil es einerseits unumgänglich ge- 
wesen wäre, dasselbe durch einen Abriss der Anwendungen 
zu erweitern, welche der allzu früh dahingeschiedene Glebsch 
in Fortsetzung der Untersuchungen von ßiemann von den 
elliptischen und Abel'schen Integralen auf die Curventheorie 
gemacht hat; während es anderseits doch unmöglich erschien, 
diese Gegenstände anders als im Zusammenhänge eines 
eigenen Werkes über den Integral - Calcul entsprechend zu 
behandeln. 

Dagegen stellt mein verehrter Freund ein Kapitel Uber 
die Anwendung der symbolischen Methoden auf die ternären 
Formen, welches man vermissen kann , für eine neue Aus- 
gabe seiner Lessons on the modern higher algebra in Aussicht. 

Indem ich das Buch ohne wesentliche Veränderungen 
dem deutschen Publikum darbiete, folge ich der Ueberzeugung, 
dass es in seiner gegenwärtigen Gestalt vorzüglich geeignet 
ist, der mathematischen Arbeit auf seinem Gebiete frische 
Kräfte zu gewinnen durch Verbreitung der Kenntniss ihrer 
bisherigen Hauptresultate und ihrer wahrhaft fruchtbaren 
Methoden. Ich verhehle auch nicht die lebhafte Genugthuuug, 
die ich selbst über die so glücklich gelungene Vervollständi- 
gung des Werkes über die Analytische Geometrie empfinde, 
welches die Salmon’schen Lehrbücher bilden und an dessen 
deutsche Bearbeitung ich so lange zumeist die Arbeit meiner 
Musestunden gewendet habe; ich hoffe noch immer damit ein 
nützliches Werk zu thun und werde nicht darin ermüden. 
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Diese deutsche Ausgabe der Theorie der höheren ebenen 
Curven schliesst sieh der soeben auch zur Veröffentlichung 
gelangenden 3. Auflage der „Kegelschnitte“ an und die neue 
Auflage der Geometrie des Raumes wird ihr bald nachfolgen. 

Schliesslich ist es mir Bedürfuiss, Herrn Dr. Noether auch 
an diesem Orte für die Freundlichkeit zu danken, mit der er 
meinem Wunsche nach einer übersichtlichen Darstellung der 
Resultate entsprach , welche er in Gemeinschaft mit Herrn 
Dr. Brill in selbständiger Entwickelung und Vcrwerthung 
einer Theorie gewonnen hat, die als von Herrn Sylvester her- 
riihrend einen wichtigen ßestandtheil dieses Buches bildet; 
man findet diese Uebersicht am Ende der Zusätze. 

Hirslanden bei Zürich, August 1873. 


l)r. Wilh. Fiedler. 
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Erstes Kapitel. 

Von den Coordinaten. 

1. Es giebt in der Ebene eine besondere gerade Linie, 
die Linie im Unendlichen oder die unendlich ferne Gerade 
derselben und in dieser Linie zwei besondere nicht reelle 
Punkte, die Kreispunkte im Unendlichen der Ebene. Ein 
geometrischer Satz hat entweder keine Beziehung auf diese 
Linie und zu diesen Punkten und ist dann descriptiv oder 
projectivisch, oder er steht in Beziehung zu ihnen und 
ist dann metrisch. (Vergl. „Kegelschnitte“, Kap. XXII.) 

2. Die zur Bestimmung der Lage eines Punktes in der 
Ebene dienenden Coordinaten sind rechtwinklige oder schiefe 
Parallel -Coordinaten (Cartesisehe) oder trimetrische (projecti- 
vische) Coordinaten; die letztem umfassen als einen Special- 
fall die erstem. („Kegelschnitte“ Art. 68.) Im Allgemeinen 
kann man sagen, dass die Cartesischen und insbesondere die 
rechtwinkligen Coordinaten vorzugsweise geeignet sind für 
die Untersuchung der metrischen Eigenschaften, die trime- 
triselien Coordinaten dagegen ebenso für die der descriptiven 
oder projectivischen Eigenschaften. Es ist aber auch für die 
Untersuchungen der ersten Art oft von Vortheil, die Bezeich- 
nung der trimetrischen Coordinaten zu gebrauchen, da dann 
die Gleichung der Curve homogen in X, y , z erscheint, wo 
x, y die gewöhnlichen rechtwinkligen Coordinaten sind und 
s die Einheit vertritt. 

3. Die trimetrischen Coordinaten eines Punktes sind als 
die senkrechten Entfernungen p , q, r desselben von drei 

Salm on , Höhere Curven. 1 
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gegebenen Geraden definiert worden (,,Kegelschnitte“Art,62.), 
die ein Dreieck bilden; sie genügen daher, wenn a, b, c die 
Längenzahlen der Seiten desselben und A seine Flächenzahl 
bedeuten und wenn p, q, r für jeden im Innern des Dreiecks 
gelegenen Punkt als positiv angesehen werden, der Relation 

ap + bq -(- er — 2 A. („Kegelschnitte“ Art. 63.) 

Mittelst derselben kann eine ursprünglich nicht homogene 
Gleichung homogen gemacht werden und es wird vorausge- 
setzt, dass dies geschehen sei und also die benutzten Glei- 
chungen immer homogen sind. 

4. Es ist von Vortheil, eine etwas allgemeinere Definition 
der trimetrischen Coordinaten x, y, z oder x if x.,, x 3 zu be- 
nutzen, indem man ohne ihre absolute Grösse zu fixieren 
sie als proportional zu gegebenen Vielfachen ap, ß q, yr der 
ursprünglichen trimetrischen Coordinaten aunimmt. Auf 
Grund der Bemerkung, dass die in einer gegebenen Richtung 
gemessene Entfernung eines Punktes von einer Geraden ein 
bestimmtes Vielfaches ihrer senkrechten Entfernung ist, kann 
diese Definition mit gleicher Allgemeinheit in folgenden 
Formen gegeben werden. 

Die trimetrischen Coordinaten eines Punktes in der Ebene 
sind proportional 

zu gegebenen Vielfachen der senkrechten Entfernungen — 
zu gegebenen Vielfachen der in gegebenen Richtungen 
gemessenen Entfernungen — 
zu gegebenen Vielfachen der in einer und derselben 
Richtung gemessenen Entfernungen — 
zu den in gegebenen Richtungen gemessenen Entfernungen 
des Punktes von drei festen geraden Linien. 

Die drei gegebenen Geraden , die Geraden x t = 0, x. 2 — 0, 
x 3 = 0 sollen die Coordinatenaxen oder einfach die Axen 
und das von ihnen gebildete Dreieck das Fundamentaldrcieck 
oder einfach das Dreieck heissen. Und es ist zu bemerken, 
dass zwischen den Grössen x x , x 2 , x s , insofern ihre absoluten 
Werthe unbestimmt bleiben, keine identische Relation statt- 
finden kann, so wie dass die von uns zu benutzenden Glei- 
chungen als wesentlich homogen Relationen zwischen den 
gegenseitigen Verhältnissen der Coordinaten ausdrilcken. 
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5. Wenn es auch im Allgemeinen nicht von Vortheil 
ist, so können wir Joch die absoluten Grössen der Coordi- 
naten fixieren, indem wir x t , x 2 , a :l respective gleich ap, 
ß q, yr setzen; dann sind die Coordinaten eines Punktes durch 
die Relation verbunden 


ax, 

« 


+ b -f + ‘f = 2A, 


die daher dienen kann, die absoluten Grössen der Coordinaten 
x x , x.,, x 3 eines Punktes zu bestimmen, nachdem ihre Ver- 
hältnisse bekannt sind. 

6. Von der Entfernung eines Punktes von einer Geraden 
gilt natürlich, dass sie das Zeichen wechselt, wenn der Punkt 
von der einen Seite der Linie auf die andere geht. Die Fest- 
setzung der positiven und negativen Seite ist für jede der 
drei Linien willkürlich, aber es ist im Allgemeinen zweck- ' 
massig, sie so zu wählen, dass für jeden Punkt im Innern 
des Dreiecks die Verhältnisse x x : x. 2 : x 3 oder falls sie in ab- 
soluter Grösse bestimmt wären die Coordinaten x u x 2 , x 3 
selbst positiv sind. 

7. Wenn wir annehmen, dass die Geraden x x =0, x 2 =0, 
x 3 = 0 gegebene Linien sind, so hängen die Werthe der Ver- 
hältnisse x x : x 2 ;. x 3 von denen der impliciten Constanten er, 
ß, y ab und sind somit nicht vollständig bestimmt; sie können 
vielmehr so bestimmt werden , dass x x : x 2 : x 3 für einen ge- 
gebenen Punkt gegebene Werthe erhalten. So vollendet z. B. 
die Annahme, dass für den gegebenen Punkt von den senk- 
rechten Abständen p, , q t , r, jene Verhältnisse die gegebenen 
Werthe : x. 2 ' : x 3 haben, die Bestimmung der Coordinaten, 
weil 


x x : x 2 : x 3 



r, 


ist. Ebenso können wir unsere Coordinaten so wählen , dass 
eine gegebene lineare Gleichung Ax x -f- Bx 2 -f- Cx 3 = 0 
eine gegebene Gerade darstellt; denn wenn ap -f- bq -j- er = 0 
die Gleichung der gegebenen Linie in Function der Coordi- 
naten p, q, r ist, so haben wir 

a b c 

x t : X 2 : x 3 — jl* ’j ® ’ ü **• 

1 * 


Digitized by Google 



4 


Von den eben geschriebenen Gleichungen wird jedoch selten 
in ihrer allgemeinen Form Gebrauch gemacht, man denkt 
vielmehr insbesondere vortheilhaft die Coordinaten so fixiert, 
dass der Punkt (1:1:1) ein gegebener Punkt der Figur 
oder die gerade Linie x, -f- x. } -j- x 3 = 0 eine gegebene Linie 
der Figur ist. 

8. Wir können von dem Punkte »/, sprechen in der Mei- 
nung, dass es derjenige Punkt sei, für dessen Coordinaten 
die Verhältnisse x, : x 2 : x 3 gleich seien den Verhältnissen 
?/i : 2/j : 1h i wenn wir von den Coordinaten eines Punktes sagen, 
sie seien gleich «/,, y 2 , y 3 oder es seien x,, x 3 , x 3 respective 
gleich y lt y 2 , y 3 , so hat das denselben Sinn; die absoluten 
Grössen sind unbestimmt. So hätten wir in (7) statt vom 
Punkte (1:1: 1) sprechen können von dem Punkte (1, 1, 1). 

9. Der Punkt (1, 1, 1) und die Gerade x i -f- x 2 -J- x 3 = 0 
oder allgemeiner der Punkt (y t , y . 2 , y 3 ) und die Gerade 

+ x> -f- - = 0 stehen in einer einfachen geometrischen 

Beziehung zum Fundamentaldreieck: Wenn E der bezeichnete 

Punkt ist, so ist die Ge- 
rade die Linie E, E 2 E s , 
welche die Durchschnitts- 
punkte der Seiten des 
Fundameutaldreiecks 
A 2 A 3 mit den ent- 
sprechenden Seiten des- 
jenigenDreiecks E y E 2 E 3 
verbindet, welches die 
Schnittpunkte der Ver- 
bindungslinien von E mit den Ecken des Fundamentaldreiecks 
mit den Gegenseiten desselben bilden; oder umgekehrt, wenn 
E, Ej E 3 die bezeichnete Gerade ist, so erhalten wir den 
Punkt E, indem wir ihre Schnittpunkte E, E, E., in den Seiten 
des Fundamentaldreiecks mit den respectiven Gegenecken 
desselben verbinden und von den Ecken D,, D 2 , U t des so 
entstehenden neuen Dreiecks nach den entsprechenden Ecken 
des Fundamentaldreiecks die geraden Linien ziehen. Die 
Gerade E, E, E, und der Punkt E sind durch die Ecken und 
Seiten des Dreiecks harmonisch getrennt, die erste ist die 


Kg. 1. 
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harmonisch zugeordnete Gerade oder Harmonikale des Letzteren 
oder sie sind in einem später erst zu erläuternden Sinne 
Pole und Polare in Bezug auf das Dreieck, welches als eine 
Curve dritter Ordnung angesehen werden darf. Wenn von 
beiden eines gegeben ist, der Punkt E oder die Gerade E, E._, E 3 , 
so ist das andere bestimmt und es ist gleichbedeutend ob man 
annimmt, der Punkt (1, 1, 1) sei ein gegebener Punkt oder 
die Linie x t -|- x. t -f- X 3 = 0 sei eine gegebene Gerade. 

10. Wenn wir die Gerade -j- x. t -f- x 3 — 0 als eine 
gegebene Linie betrachten, so sind vier gerade Linien gegeben 
und wenn man setzt x t x 2 x 3 x 4 = 0 d. h. wenn man 
x 4 als Zeichen für ' — x, — x., — x 3 wählt, so sind die Coor- 
dinaten so bestimmt, dass x t =0, x 2 — 0, x 3 =0, x 4 = 0 
gegebene Gerade repräsentieren. 

11. Die Coordinaten können so gewählt werden, dass 
der Punkt (1 , 1 , 1) der Schwerpunkt des Fundamentaldrei- 
ecks oder dass die Gerade x { -f- x 2 -f- x 4 — 0 die imendlich 
ferne Gerade seiner Ebene ist. In Rücksicht auf die Glei- 
chung ap bq er = 2 A kommt diess auf die Annahme 
hinaus, dass 

x 4 : x 2 : x 3 = ap : bq : er 

sei, d. h. wenn wir den Punkt mit den drei Ecken des Drei- 
ecks verbinden, so dass dasselbe dadurch in drei Dreiecke 
zerfällt, so sind die Coordinaten x t , x 2 , x 3 den Flächen- 
zahlen dieser es zusammensetzenden Dreiecke gleich oder in 
andern Worten, sie sind proportional den durch die bezüg- 
lichen Höhen des Dreiecks dividierten Abständen des Punktes 
von seinen Seiten. Und wenn wir annehmen , dass 

ap bq er 
Xj , x 2) x 3 respective 2A’ ’ 2 A 

seien, d. h. gleich den Quotienten der Flächenzahlen der 
componirenden Dreiecke mul des Fundamentaldreiecks, so 
wird die identische Relation der Coordinaten, durch welche 
ihre absolute Grösse bestimmt wird, x x + x 2 -j- x 3 = 1. 

12. Wenn insbesondere das Fundamentaldreieck gleich- 
seitig ist und die x-, als proportional zu den normalen Ab- 
ständen von den Seiten , gelten , so ist der Punkt (1, 1, 1) 
der Mittelpunkt des Dreiecks und x, -f- x -> + x i = ö - die un- 
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endlich ferne Gerade seiner Ebene, und wenn man in Fest- 
setzung der absoluten Grösse die x i} x it X 3 den normalen 
Entfernungen gleich und die Höhe des Dreiecks als Einheit 
nimmt, so sind die Coordinaten des Mittelpunktes (J, -J) 

und die identische Relation zwischen den Coordinaten ist wie 
in (11) X, -f- x } -f- a; 3 = 1 . 

13. In dem eben bezeichnten Falle des gleichseitigen 
Fundamentaldreiecks und der unendlich fernen Geraden als 
x, -f- x 2 -f- x 3 = 0 sind die Coordinaten der Kreispunkte 
im Unendlichen 

x t : x 3 : x 3 = 1 : a : co' 1 und = 1 : « 2 : g> 

für « als eine imaginäre Cubicwurzel der Einheit. Denn 
für X, Y als rechtwinklige Cartesische Coordinaten mit dem 
Anfangspunkt in der Ecke (x = 0, y = 0) des Fundamental- 
dreiecks und der Axe der x in der Seite x, = 0 desselben ist 

,. v xVä-Y 2 -XVi—Y 
x, , x 2 , x 3 respective = Y, ^ — -, 


und da für die Kreispunkte im Unendlichen X und Y unend- 
lich gross sind mit X+t3f=0 (j = j/— 1 wie üblich), so 
erhält mau 


x | : x 2 : x 3 = 1 




-l±» K3 . 
•2 ’ 


• also für o = — 1 und somit w 2 = - - 1 - ^‘ 

x t : x. t : x.j — 1 : tu : oder = 1 : ca 2 : <a. 


14. Wenn eine der Axen, sagen wir die der x 3 , die un- 
endlich ferne Gerade der Ebene ist, so ist die Entfernung 
r 41s eine unendlich grosse Constante zu betrachten, und 
yr ist daher eine Constante, welche endlich gemacht und ohne 
Verlust der Allgemeinheit gleich Eins gesetzt werden kann; 
wir haben also x, : x t : x 3 = ap : ßq : 1 und die Coefficienten 
a, ß können so bestimmt werden, dass ccp, ßq die in der 
Richtung der jedesmaligen andern Geraden gemessenen Ab- 
stände des Punktes von der Geraden = 0 und x. t = 0 
darstellen, so dass man für X, Y als die Cartesischen Coor- 
dinateu des Punktes die Relation hat 

x, : x 2 ; x 3 = Y : X : 1. 
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Mit andern Worten und indem mau zugleich die absoluten 
Grössen fixiert, x x , x 2 und x 3 — 1 sind die Cartesischeu Coor- 
dinaten des Punktes in Bezug auf zwei beliebige Axen der 
Coordinaten. 

15. Im Vorhergehenden haben wir nur die unendlich 
ferne Gerade, nicht aber die imaginären Kreispunkte der 
Ebene zum Fundamentaldreieck in Beziehung gesetzt; in 
Folge dessen sind die resultierenden Cartesischen Coordinaten 
im Allgemeinen schiefwinklig. Sie werden aber rectangulär, 
indem man die Linien x — 0, y = 0 als zwei zu den Kreis- 
punkten harmonische Gerade oder als rechtwinklig zu einan- 
der annimmt. Die Schnittpunkte der Geraden x — 0, y = 0 
mit der unendlich fernen Geraden oder ihre Richtungen bilden 
mit den Kreispunkteu oder die nach den letzteren gehenden 
»Strahlen mit jenen Geraden eine harmonische Gruppe. 

16. Zuweilen ist es zweckmässig, die imaginären Co- 
ordinaten | = x + iy, rj = x — iy, z — 1 zu gebrauchen, 
die wir Kreis - Coordinaten nennen wollen. 

17. Die vorher betrachteten Coordinaten sind Punkt- 

Coordinaten, jede Gruppe der x t bestimmt einen Punkt in 
der Ebene des Dreiecks. Zur Bestimmung der Lage einer 
geraden Linie dienen in analoger Weise die Linien -Coordi- 
nateu oder Tangential -Coordinaten. Wenn in einem System 
trimetrischer Punkt -Coordinaten x, , x 2 , x 3 die gerade Linie 
durch die Gleichung ij, x 2 -f- x 2 -j- x 3 = 0 dargestellt ist, 
so giebt es ein entsprechendes System von Linien-Coordinatcn, 
in welchem £,, | 2 , die Coordinaten der fraglichen Linie 
sind. Wir bemerken, dass nach dieser Definition nur die 
Verhältnisse der £,, , | 3 bestimmt sind, während ihre ab- 

soluten Grössen unbestimmt bleiben, ganz ebenso wie für die 
Punkt- Coordinaten nach ihrer allgemeinsten Auffassung. 

18. Eine lineare Gleichung a§, + c| 3 = 0 zwischen 

den Coordinaten % 3 , welche eine gerade Linie bestim- 

men, verbindet die ganze Schaar der Geraden, deren Coor- 
dinaten dieser Gleichung genügen. Dieselben gehen alle 
durch den Punkt, dessen Coordinaten im entsprechenden System 
der Punkt -Coordinaten (x,) durch («, b, c) bezeichnet sind; 
denn die lineare Gleichung a§, -f- b% 2 -f- c§ 3 = 0 drückt aus, 
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dass die Gleichung in Punkt- Coordina teil £, a;, — |— a: 2 — j— =0 

befriedigt wird, indem man darin für x u x 2 , x 3 respective 

а, b, c substituiert. In den Linien - Coordinaten £, , £,, g 3 
repräsentiert also die Gleichung a £, -(-&§, -f- c| 3 == 0 einen 
Punkt, und zwar denjenigen Punkt, dessen Coordinaten in 
dem entsprechenden System von Punkt - Coordinaten a, b, c 
sind. Und allgemein stellt eine homogene Gleichung in den 
Liniep- Coordinaten §,, | 2 , | 3 diejenige Curve dar, welche 
die Enveloppe aller der geraden Linien x t -f- | 2 x 7 i, 3 x 3 — 0 
ist, für welche die Coefficienten £ 2 , | 3 der fraglichen 
Gleichimg genügen. Man sagt, diese Gleichung sei die Tan- 
gentialgleichung der Enveloppe oder ihre Gleichung in Linien- 
Coordinaten. Mit anderen Worten, die Gleichung einer Curve 
in Linien- Coordinaten ist die Gleichung zwischen £,, £, , 
welche ausdrückt, dass die gerade Linie 

£i*i + + Sj z 3 — 0, 

eine Tangente der Curve ist. 

19. Im Vorhergehenden sind die Linien - Coordinaten §, 
definiert worden mittelst des entsprechenden Systems von 
Punkt -Coordinaten Xi und es ist die Bedeutung der Verhält- 
nisse £, , | 2 , £., dadurch allerdings vollständig bestimmt. Nur 
um die Analogie zwischen beiden Arten von Coordinaten voll- 
ständiger zu begründen, ist es wünschenswerth, eine unab- 
hängige quantitative Definition der Linien -Coordinaten zu 
geben. Man kann sagen, dass die trimetrischen Coordinaten 
, | 2 , £., einer Linie gegebenen Vielfachen der Entfernungen 
proportional sind, welche von drei festen Punkten aus (die 
ein Dreieck bilden) in vorgeschriebenen Richtungen bis zur 
gedachten Linie gemessen werden. Denken wir nämlich sie 
beispielsweise den senkrechten Entfernungen der Linie von 
den drei festen Punkten gleich und beziehen wir die Figur 
l auf Cartesische Coordinaten, so dass die Coordinaten der drei 
l Punkte respective sind! (a, ß), («', ß'), («", ß") und die Glei- 
chung der Geraden A X -f- li Y -f- C = 0, so gelten die 
Relationen 

б, : 6, : | 3 =Aa + liß + C: Aa'+Bß‘+C: Aa+Bß"+C 
oder die Gleichung der Linie ist 
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X, 

X, 

1 

= 0, 

§1» 

« > 

ß, 

1 


%2) 

f 

ß‘, 

1 


§ 3 ; 

a\ 

ß", 

1 



und die Coefficienten von § 2 , | 3 in derselben sind somit 
gegebene lineare Functionen von X, Y, 1; indem wir die- 
selben durch x lf x 2 , x 3 respective bezeichnen, haben wir ein 
System trimetrischer Coordinaten gebildet, die Gleichung wird 
in £, x { -j- x 2 -f- | 3 x 3 = 0 übergeführt und die neue Defi- 
nition stimmt mit der vorher gegebenen überein. 

Ebenso wie in § 7. können wir die Linien - Coordinaten 
so bestimmen, dass die gerade Linie (1, 1, 1) eine gegebene 
Linie der Figur ist oder der Punkt £| + !j + £3 = 0 ein ge- 
gebener Punkt derselben. 


20. Einige specielle Fälle sind bemerkenswert!} : 1) Wenn 
a , ß, y die in gegebener Richtung gemessenen Entfernungen 
der veränderlichen Geraden von den Punkten A lt 
sind , nämlich a = A x R, ', ß = A., B.,', 
y = A 3 B 3 , so können die Coordinaten 
| 2 , £3 diesen Entfernungen propor- 
tional angenommen werden, d. h. 


£, : | 2 : £ 3 = a : ß : y. Setzen wir dann 
den Punkt A 3 in der gegebenen Rich- 
tung, d. h. in Bj A 3 unendlich fern 
voraus, so hat y einen unendlichen 
als Constante zu betrachtenden Werth 

| 

r 


Fig. *. 


/ / 


•^■3 ) -^3 


A 3 


/ 

% 




Bi 


Ei : U : V = 


und indem man 
1 schreibt , kann man statt der ursprüug- 


liehen Coordinaten £„ £.„ £ 3 dieGrössen £„£, als Coordinaten 

nehmen, d. h. «, ß, 1. . Man hat so ein System von zwei 
Coordinaten a, ß gebildet, welche den in einer gegebenen 
Richtung gemessenen Entfernungen der Linie von zwei festen 
Punkten respective gleich sind. 


( 2) In der umstehenden Figur ist: 

« A x A t ' ß A t A, 

V A, A,' ’ y A, A! ’ 
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oder was dasselbe ist 

i is- s. « . ß , _ 1 . l , 

At AfA t A s A t ^ A t A t A 3 A, 

00 \ /(O % 

\\ /f Denken wir also die Punkte A, A 2 als 

die Richtungen der Geraden A 2 A 2 , A/A :l 
respective, so dass A, A.,', A 2 A( unend- 
lich grosse als Constauten zu betrach- 
tende VVerthe haben, so können wir statt 
der zu a, ß, y proportionalen Coordi- 

naten die zu -r *. , , , y proportionalen nehmen und So- 

zi,./!., ’ A,A, 

mit auch die Grössen ~i-.> TT 1 » 1 i w i r haben so ein Sy- 

stein von zwei Coordinaten , welche die Reciproken der in 
zwei gegebenen Richtungen gemessenen Entfernungen der 
Linie von einem festen Punkte sind. 

21. Die Theorie der Linien - Coordinaten ist, ganz abge- 

sehen von der Ausdehnung ihres Gebrauchs von der höchsten 
Wichtigkeit; denn sie zeigt, dass mit dem in Punkt-Coor- 
dinaten geführten Beweis irgend eines descriptiven Theorems 
durch die einfache Anwendung der Theorie der reciproken 
Polaren oder auf Grund der die Geometrie beherrschenden 
Dualität das correlative Theorem bewiesen wird, oder viel- 
mehr, dass durch die nämliche Entwickelung gleichzeitig 
und gleichmässig zwei Theoreme bewiesen werden, wenn 
wir die x, als Punkt -Coordinaten und wenn wir sie als Linien - 
Coordinaten interpretieren. Jeder Schritt des Beweises hat 
in diesem Sinne zwei Bedeutungen, den beiden Interpretationen 
und Sätzen entsprechend. Und ganz ebenso ist der Beweis 
eines Theorems in Linien -Coordinaten zugleich der Beweis 
des correlativen Theorems; mit dem einzigen Unterschiede, 
dass der Uebergarig dabei von der weniger bekannten Theorie 
der Linien -Coordinaten zu der vertrauteren der Punkt -Co- 
ordinaten geschieht. Wenn man die ursprünglichen Linien- 
Coordinaten £, als die Punkt -Coordinaten des Pols der be- 
trachteten Linie in Bezug auf den Kegelschnitt x, 2 -)-.r 2 2 =0 

ansieht, so liegt darin ein Mittel, den Uebergang zu er- 
läutern. 

22. Die allgemeinen projcctivischen Coordinaten x, und £,• 
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der Art. 4. u. 19. lassen eine modificierte Auffassung zu, welche 
ihre constructivc Verwendung sehr einfach gestaltet, ihre 
Specialfälle erhellt und ihre Reciprocität in allgemeinster 
Weise darlegt. Die x { geben die Bestimmung aller Punkte 
P der Ebene durch vier feste Punkte A, , A 2 , A 3 , E, von 
denen keine drei in einer Geraden liegen; die g,- die Bestim- 
mung aller Geraden p der Ebene durch vier feste Gerade 
«, , a 2 , a 3 , e, von denen keine drei durch einen Punkt gehen. 
Bezeichnen wir dann durch e t und p, die in gleichen Rich- 
tungen gemessenen Ab- 
stände von E respective 
P bis zu den Funda- 
mentallinien Aj At und 
durch £„ jii die in zwei 
bestimmten Richtungen 
gemessenen Längen von 
den Fundamentalpunk- 
ten ajaic bis zu den Gera- 
den e und p, so gelten 
nach Art. 4., 19. die Beziehungen 


fig. i. 



Pi : e i 
Pk ■ e k 


Pk 

Pi 


= (Aj.Ai Ak E P) , 


= T :-=(«/ ■ «. «* ep), 


L 

I* n k '• t k *i 
wo (vergl. „Kegelschnitte“ Art. 293 Beisp. 2) mit ( Aj.AjA t E P) 
das Doppelverhältniss des Büschels der vier Geraden Aj Ai, 
Aj Ak, Aj E, Aj P und mit (aj • a< fl* cp) das der Reihe der 
vier Punkte aj a,, etc. bezeichnet sind. Die Verhältnisse 
x , : Xj : x 3 oder g ( : g 2 : führen bei gegebenen Fundamental- 

Elementen zur Construction des zugehörigen Punktes P re- 
spective der zugehörigen Geraden p durch die zweimalige 
Construction des vierten Strahls respective Punktes zu drei 
gegebenen Strahlen eines Büschels oder Punkten einer Gera- 
den -bei gegebenem Doppelverhältniss, oder die Construction 
eines Strahls oder Punktes nach gegebenem Theilungsverhält- 
•niss. (Art. 294. a. a. 0.) Für ein anderes System vonFundamental- 
Elementeu liefern dieselben Coordiuatenverhältnisse andre 
Punkte und Gerade, die ein zum ersten projectivisclies (coL 
lineares) System bilden. 
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Verbindet man die Fundamentalpunkte Ai mit den Fun- 
damentallinien o,- als ihren Gegenseiten zu einem Dreieck, 
und nimmt man überdiess die Gerade e als Polare des Punktes 

E in Bezug auf das Drei- 
eck (Art. 9.) an , so dass 
die {Ai A k Ej E } ) — -1 
sind, so wird immer, 
. wenn die Gerade p den 
Punkt P enthält, zwi- 
■P sehen ihren Coordinaten 
und seinen Coordi- 
naten Xi die Relation 
£i a: ! + + ÜA = 11 > 

erfüllt, weil z. B. — j= 2 x 2 : £ 3 = (-4 2 A 3 P, P, ) und 

— x i : jj 3 x 3 — (A 3 A, P 2 Pj) = (A 3 P, P, A 2 ) sind*). Diess 
ist für die £,■ als Constanten, nämlich als Coordinaten einer 
Geraden, die Gleichung derselben und für die Xi als Con- 
stanteu, nämlich als die Coordinaten eines Punktes, die 
Gleichung dieses Punktes ’). Die vorher bezeichnete Con- 
struction ist also auch die Construction des Punktes und der 
Geraden aus ihren respectiven Gleichungen. 

Wird eine der Seiten a, des Fundamentaldreiecks als un- 
endlich ferne Gerade gedacht und zugleich A { Ej = A,- E k 
gemacht, also auch A t E ) — A,- E k = — A, E j} so erhält man 
die Cartesischen Punkt- und die Plücker'schen Linien -Co- 
ordinaten für schiefwinklige Axen. 

23. Es erscheint von Werth, die allgemeinen Gesetze der 
Transformation der Coordinaten so zu geben, dass sie für 
alle Fälle eine leichte Anwendung gestattem Dieselben lassen 
sich , als bezüglich auf congruente Systeme in sich deckender 
Lage, an die Betrachtung projectivisch collinearer Systeme 
also an die lineare Substitution (vergl. „Kegelschnitte" Art. 
375 f., 83): 

px! =a i \X l -\-aitx 2 -\- a i3 "i" ö *A§2 “P 0 »*^ 
anschliessen , die nach dem Vorigen ihre vollständige geo- 
metrische Deutung erhalten ■). Sei das eine der beiden Sy- * 

*) Ist e unabhängig von E, so erhält jene Relation die Form 

&t Si x l "P ^2 St x i "P ^3 £] x i = 0. 
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steine auf die Fundamental -Elemente A t A,, A 3 Ec bezogen, 
denen im andern die Elemente A t ' A.,' A 3 ' E’ e entsprechen 
und das andere auf die Elemente A*’Ä 2 *'Ä 3 *' E*' e*' bezogen, 
denen im ersten die A*A 2 *A 3 * E* e* entsprechen; dann er- 
hält man für die entsprechenden At der Fundamental -Punkte 
At des ersten im zweiten oder Bildsystem die Gleichungen 

t- */= ciik für c* und h k als die gleichgerichteten 

h k 

Abstände von E und A t von der Seite 
und für den dem Einheitspunkt E des ersten Systems entspre- 
chenden Punkt E‘ des zweiten 

0,1 + «i2 -f- «13 = f LXi • 

Und umgekehrt für die entsprechenden a* der Fundamental- 
linien a*‘ des zweiten im ersten Systeme 

St = dik und a lk + atk + a 3 * = 9?* 

Il k 

für die der Einheitgeraden e*' des zweiten Systems entspre- 
chende Gerade e* im ersten System. 

Da nun im Falle der Transformation die A i} E, e mit 
den Al, E\ e und die A*', E*', e*' mit den Af, E*, e* re- 
spective zusammen fallen, so erhalten die Coefficienten o,* 
der die Coordinatentransformation ausdrückenden linearen 
Substitution, durch welche die neuen Puuktcoordinaten als 
Functionen der alten und die alten Liniencoordinaten als 
Functionen der neuen ausgedrückt werden (oder umgekehrt 
mit Wechsel der Worte alt und neu) die folgenden Bedeu- 

tungen: Es ist «,* = xi = -jy die Substitutionscoef- 

n k n i 

ficienten derselben Vertikalreihe sind den drei neuen Coordi- 
naten der Fundamentalpunkte des alten Systems und die Sub- 
stitutionscoefficienten derselben Horizontalreihe den drei alten 
Coordinaten der Fundamentallinien des neuen Systems pro- 
portional. Es ist auch 

0,'Jfc • O/jfc Xi I Xj , Xik I du Hi. • b. , 

unmittelbar an die Construction anschliessend. Und es ist 

na -f- da -f- Oi3 = fi x/ , dik -f- di k -f- d3k — pS* i 

die Coefficientensummen nach horizontalen Reihen sind pro- 
portional den neuen Coordinaten des Einheitpunktes im alten 
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und die nach verticaleu Reihen den alten Coordinaten der 
Einheitlinie im neuen System. 

Sind z. B. die Coordinaten .r/ Cartesische Punkteoordi- 
naten mit x { ' — 1 , x.,' = x, xj — y, und haken die Funda- 
mentalpunkte Ai eines Systems projectivischer Coordinaten 
die Cartesischen Coordinaten x ( " und y (f > , ferner der Einheits- 
punkt E desselben die Coordinaten x' e) und so hat man 
die Gleichungen 

flu : «a,- : a-a — 1 : rf , ~> : a& für i — l, 2, 3 
und dazu 

^=« 11 +«u+« l 3 > = +««+«•«, f‘^ w = rt 3i+«32+«: 1 3- 

Daraus ergiebt sich die Gruppe der allgemeinen Losungen 
für diesen Uebergang 



i , 

1 1 

1 


1 - 

i , 

1 



f», 

y*) 


y (,) , 

y‘* ) , 

y ,3) 

II 

, 

x< 2 >, 

X 0) 

, = fi 

* 0 ', 

X«), 

X< 3 > 

r 

1 , 

1 , 

T 

i , 

1 , 

l 



?/ 2) , 

?/<•'*) 


y [1) i 

3/ <2) 

2,(3) 


x 1 -'), 

x™, 

x< 3 ) 



x< 2 », 

at 3 * 


1 , 

1 , 

1 1 


y m > 

y <'• 

*<», 

X&, 


1 i 

i , 

l 

.v™, 

y™, 

y <3) 


aß), 

x< 3 > 


«21 = «n • U w , an = a n • iß), a n = • y ™ ; 

«31 = «11 ' ® ll) ; «32 ~ «12 ' «33 — «13 • aß>. 

Man erkennt die Gleichungen der Transformationen recht- 
winkliger Cartesiscker Coordinaten in andere rechtwinklige 
Cartesische leicht als den spcciellsten Fall der Anwendung 
dieser allgemeinen Gesetze. 

Die blosse Veränderung des Einheitpunktes bei festge- 
haltenen Fundamentalpunkten ergiebt sich so oder auch un- 
mittelbar nach den Definitionen des Art. 22. als äquivalent 
der Multiplication der ursprünglichen Coordinaten mit (kon- 
stanten von leicht angebbarent geometrischem Sinn. 
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Zweites Kapitel. 

Von den allgemeinen Eigenschaften der Curven vom n 1 '’" Grade. 

I. Abschnitt. 

lieber die Anzahl der Glieder ln der allgemeinen Gleichung. 

24. Der erste Schritt zur Kenntniss der allgemeinen 
Eigenschaften der Curve n le " Grades wird mit der Unter- 
suchung der Anzahl der Glieder in ihrer Gleichung gethan. 
Sie setzt in den Stand durch einfache Zählung der Anzahl 
unabhängiger Constanten in einer vorgelegteu Gleichung w ,en 
Grades zu erkennen, ob dieselbe eine der Formen ist, in 
welche jede Gleichung » ,cn Grades übergeführt werden kann 
oder nicht. 

Beispielsweise enthält die allgemeine Gleichung zweiten 
Grades fünf unabhängige Constanten; wenn daher eine an- 
dere Gleichung vom zweiten Grade gegeben ist, welche fünf 
Constanten enthält, so wie 

(x — «) 2 -f {y — ßy = (a x -f b y -f c) 1 , 

so können wir dieselbe entwickeln und wie in Art. 90. der „Ke- 
gelschn.“ mit der allgemeinen Gleichung zweiten Grades identi- 
ficiereu, um dadurch eine hinreichende Anzahl von Glei- 
chungen zur Bestimmung von a, ß, . . . in Function der 
Coefficienten der allgemeinen Gleichung zu erhalten. Damit 
ist dann bewiesen, dass eine Gleichung zweiten Grades im 
Allgemeinen auf jede der beiden obigen Formen gebracht 
werden kann und ein Beweis für die Eigenschaften der Brenn- 
punkte und Directrixen wäre dadurch gewonnen. Die 
Gleichung 

(«£-{- ij/-f-c) 5 = (a x-\-b'y-\-c) («" x-\-b"y-\-c") 

enthält sieben unabhängige Constanten und das Problem, die- 
selben in Function der Coefficienten der allgemeinen Glei- 
chung zweiten Grades auszudrücken, ist somit unbestimmt, 
wie diess geometrisch evident ist, weil die Gleichung in diese 
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Form gebracht werden kann, indem man irgend zwei Tan- 
genten des Kegelschnitts durch 

a' x b' y -f- c — 0 und a" x -(- b"y -j- c" = 0 
und ihre Berührungssehne durch 

ax -\- by c — 0 

repräsentiert denkt. 

Die Gleichungen 

{ax+by) 2 =cx+dy+e, (ax+by+1) (ax+b'y- f-l)=0 
enthalten nur je vier unabhängige Constanten und müssen 
daher eine andere Bedingung einschliessen, d. h. die allge- 
meine Gleichung kann nicht in eine dieser Formen über- 
geführt werden, wenn nicht eine weitere Bedingung erfüllt 
ist; wie es geometrisch daraus erhellt, dass die erste Glei- 
chung eine Parabel und die zweite ein Paar von geraden 
Linien darstellt. Die allgemeine Gleichung des Kreises 
(x — «) 2 + (y — ß) 2 = r 2 

die nur drei ersichtliche Constanten enthält, muss zwei Be- 
dingungen einschliessen oder die allgemeine Gleichung kann 
nur bei Erfüllung von zwei Bedingungen auf diese Form ge- 
bracht werden. Die Gleichung 

— kS' = 0, 

die nur eine Constante zeigt und in welchen S und S' zwei 
gegebenen Functionen vom zweiten Grade in den Coordina- 
ten darstellen , muss vier Bedingungen einschliessen , wie be- 
kannt ist, weil der durch diese Gleichung dargestellte Kegel- 
schnitt durch vier feste Punkte geht oder vier feste Tangenten 
besitzt, je nachdem wir die Veränderlichen als Coordinaten 
eines Punktes oder als solche einer Geraden voraussetzen. 

25. Einige Vorsicht ist bei Anwendung dieser Principien 
unentbehrlich. So scheint die Gleichung 

(x— a) 2 + ( 1 / — ß) 2 = ax + by + c 

fünf Constanten zu enthalten und daher zu den Formen zu 
gehören , in welche die allgemeine Gleichung zweiten Grades 
übergeführt werden kann; da aber die Entwicklung zeigt, 
das3 die Constanten nicht in die höchsten Glieder der Glei- 
chung eintreten, und dass also nur drei Gleichungen zur Be- 
stimmung derselben entstehen, so müssen wir schliessen, 
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dass die Gleichung eines Kegelschnitts nur dann in diese 
Form gebracht werden kann, wenn derselbe zweien bestimm- 
ten Bedingungen genügt. Ebenso ist die Gleichung 
aS l -f- 1>S 2 -f- cS 3 + (lS t + i e<S , !l -f- fS a = 0, 
wo <S, = 0, S 2 = 0 etc. sechs Kegelschnitte darstellen, eine 
Form, in welche die Gleichung jedes Kegelschnitts gebracht 
werden kann. Setzen wir aber voraus, dass drei der Glei- 
chungen dieser Kegelschnitte durch eine Relation von der 
Form S 3 = kS i -\-lS i verbunden sind, so zeigt die Sub- 
stitution dieses Werthes, dass die Gleichung nur vier unab- 
hängige Constanten enthält und dass also die Gleichung 
eines beliebigen Kegelschnitts nicht ohne Erfüllung einer Be- 
dingung in diese Form gebracht werden kann. 

26. Nach diesem Versuch, dem Leser eine Idee von der 
Art des Vortheils zu geben, welchen die Kenntniss der Zahl 
der Glieder in der allgemeinen Gleichung n {ta Grades ge- 
währen kann , schreiten wir zur Untersuchung dieses Problems 
vor. Die allgemeine Gleichung n lcn Grades zwischen zwei 
Variabein kann geschrieben werden 

A 

-f- Bx + Gy 
-\- Dx 2 Exy Fif 

+ -••• 


-f- Px" -f- Qx n ~ l y + • • • -J- llxy n ~ l -f- Sy H — 0. 

Die Zahl ihrer Glieder ist offenbar die Summe der Reihe 
1 -{-2 + 3 + • • • — |— (w — f- 1) und ist daher = -J- (« + l)(n + 2), 
wie früher „Kegelsch.“ Art. 91. bewiesen wurde. 

Wir werden die allgemeine Gleichung oft in der abge- 
kürzten Form 

M (o> _|_ M <i) u m _| tt w = 0 

auwenden, wo «<*'’ die Vereinigung der Glieder darstellt, 
welche in x und y vom Grade p sind, also «<“> das absolute 
Glied, «W die Glieder vom höchsten Grade. 

Die Gleichung in projectivischen Goordinaten kann ganz 
analog in der Form 

x t n -j- -j- • • ■ -J-tt** — -f- )t w = 0 

geschrieben werden, wenn wir unter ide) eine vollständige 

Salm oii, Höhere Curvun. *- 


Digitized by Google 



18 


homogene Function p 11 '" Grades in a; 3 , x 3 verstehen, deren 
Glieder in der Gleichung sämmtlich den Factor a :,"— p ent- 
halten, nach Aussonderung desselben. Man kann sie daher 
auch in der symbolischen Form einer n le " Potenz des linearen 
Trinoms schreiben, nämlich (a, x i -)- a 2 x 2 -j- o :j x 3 ) n = 0 , in- 
dem man bei den Gliedern der Entwickelung wie a t n ~ p afx”— p x. l p 
das Coefficientenproduct nicht als solches, sondern als einen 
neuen Coefficienten fasst, den mau durch be- 

zeichnen kann, wenn hier die Anzahl der Indices'l und 2 
respective ( n — j>) und p ist. Die Zahl der Glieder ist 
offenbar in jedem Falle dieselbe wie im vorhergehend Er- 
örterten. 

27. Die Zahl der zur Bestimmung einer Curve » lcr Ord- 
nung nothwendigen Bedingungen ist offenbar um Eins kleiner 
als die Zahl der Glieder in der allgemeinen Gleichung; sie 
ist also gleich £ n (n -f- 3). Denn die Gleichung repräsentiert 
noch dieselbe Curve, wenn wir sie mit irgend einer Con- 
s tauten multiplicieren oder dividieren; wir können sie also 
durch A dividieren und die Curve wird bestimmt sein , wenn 
die ^ n (n -)- 3) Grössen B : A, C :A, etc. bestimmt worden sind. 
So ist eine Curve w ler Ordnung im Allgemeinen bestimmt, 
wenn n (n -f- 3) ihrer Punkte bestimmt sind ; denn die Co- 
ordinaten jedes Punktes, durch welchen die Curve geht, lie- 
fern durch Substitution in die allgemeine Gleichung eine 
lineare Relation zwischen den Coefficienten , wir erhalten also 
^ n (n -j- 3) Gleichungen ersten Grades zur Bestimmung der- 
selben Zahl unbekannter Grössen; diese Bestimmung ist ein 
Problem, welches im Allgemeinen nur eine Lösung zulässt. 
So lernen wir, dass eine Curve dritter Ordnung im Allge- 
meinen durch neun, eine der vierten durch vierzehn Punkte, 
und dass im Allgemeinen durch j n (n 3) Punkte eine und 
nur eine Curve « lor Ordnung beschrieben werden kann. 

28. Wenn wir sagen, dass £»(w-f-3) Punkte eine Curve n lcr 
Ordnung bestimmen, so darf diess nicht dahin verstanden wer- 
den, dass stets eine eigentliche Curve n lcr Ordnung durch diese 
Punkte gehe. Denn wir haben nur bewiesen, dass eine Glei- 
chung w k '° Grades existiert, die durch die gegebenen Punkte 
befriedigt wird; aber diese Gleichung kann das Product von 
zwei oder mehreren Gleichungen geringerer Grade sein. So 
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bestimmen fünf Punkte im Allgemeinen einen Kegelschnitt; 
wenn aber drei von ihnen in einer geraden Linie liegen, so 
ist der Kegelschnitt eine uneigentliche Curve zweiter Ord- 
nung, aus dieser geraden Linie und der Verbindungslinie der 
beiden andern Punkte gebildet. Und allgemein ist klar, dass 
durch ^ n (»-f-3) Punkte eine eigentliche Curve n leT Ordnung 
nicht beschrieben werden kann, wenn mehr als np von ihnen 
auf einer Curve p ,cr Ordnung liegen, — natürlich für p < m; 
denn wir würden sonst die Absurdität haben, dass zwei 
Curven von den Ordnungen n und p sich in mehr als np 
Punkten schneiden könnten. (Vergl. „Kegelsch.“ Art. 246.) 
Das durch eine solche Gruppe von Punkten gehende 
System n u ' r Ordnung besteht vielmehr aus der Curve p’" Ord- 
nung in Verbindung mit einer Curve von der Ordnung (n — p) 
durch die übrigen Punkte. Wir können auch eine obere 
Grenze feststellen für die Zahl der Punkte, welche unter den 
bestimmenden Punkten einer Curve n ,er Ordnung auf einer 
Curve von der Ordnung p liegen können. Diese Zahl kann 
nicht grösser sein als np — £ (p — 1) (p — 2). Denn 
wenn wir annehmen, dass ein weiterer Punkt, d. h. dass 
np — i (p — 1) (p — 2)-f- 1 Punkte auf einer Cnrve p ler 
Ordnung lägen, so ergiebt die Subtraction dieser Zahl von 
{ n (n -f- 3) für die Zahl der übrigen Punkte \ (n — p) {n — p-j-3), 
und es kann daher durch dieselben eine Curve der Ordnung 
(« — p) beschrieben werden. Sie bildet mit der Curve p ,cr 
Ordnung zusammen ein System von der Ordnuug n, das durch 
die gegebenen Punkte geht; und es ergiebt sich aus dem 
letzten Artikel, dass es im Allgemeinen unmöglich ist, ein 
anderes System derselben Ordnung durch sie zu bestimmen. 

29. Es giebt jedoch Fälle, in denen die Lösung des 
Art. 27. hinfällig wird, wie wir an einem einfachen Beispiel 
zeigen wollen. Die Zahl der zur Bestimmung einer Curve 
dritter Ordnung erforderlichen Punkte ist neun, aber neun 
Punkte bestimmen nicht in jedem Falle eine einzige Curve 
dritter Ordnung, weil ja zwei Curven dritter Ordnung sich 
auch in neun Pimkten durchschneiden , so dass durch diese 
neun Punkte sicherlich zwei und wie wir gleich sehen werden 
unendlich viele Curven dritter Ordnung gehen. Die Erklä- 
rung ist folgende: Wenn wir m lineare Gleichungen zwischen 
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m Unbekannten Hilflosen , so erhalten wir die Losung im All- 
gemeinen in der Form eines Bruches; wir erhalten z. B. 
B:A—B X :A U C:A—C t :A U etc. Nun kann es geschehen, dass 
die gegebenen Wertlie der Coordinaten der ^ w (w -f- 3) Punkte 
das gleichzeitige Verschwinden von Zähler und Nenner eines 
jeden dieser Brüche herbeiführen ; in diesem Falle sind die 
gegebenen Punkte offenbar unzureichend zur Bestimmung der 
Curve und es kann durch sie eine unendliche Menge von 
Curven n ,l ' T Ordnung gelegt werden. Der geometrische Grund 
des Vorkommens solcher Fälle fordert weitere Erläuterung. 
Beginnen wir der Einfachheit wegen mit dem Beispiel der 
Curven dritter Ordnung. Seien U = 0, V — 0 die Glei- 
chungen von zwei solchen Curven, beide durch acht gegebene 
Punkte gehend; so ist die Gleichung jeder Curve dritter 
Ordnung, die durch diese Punkte geht, von der Form 
U — kV = 0. Denn diese Gleichung bezeichnet nach ihrer 
Form eine Curve dritter Ordnung durch die acht gegebenen 
Punkte und sie enthält eine willkürliche Constante k, welche 
so bestimmt werden kann , dass die Curve durch irgend einen 
neunten Punkt geht; man erhält nämlich k — U’ : V, wenn 
IT und V' die Resultate der Substitution der Coordinaten 
des neunten Punktes in U und V sind. Diess giebt in jedem 
Falle einen bestimmten Werth für k, den einen ausgenommen, 
wo der fragliche neunte Punkt gleichzeitig den beiden Curven 
U—0 und V — 0 angehört, die sich ja wirklich in noch 
einem neunten Punkte schneiden müssen. Für die Coordi- 
naten dieses Punktes nimmt k den Werth 0 : 0 an : auch zeigt 
ja die Form der Gleichung U — kV — 0 das Nämliche, dass 
in der That jede Curve, welche sie darstellt, durch alle 
Durchschnittspunkte der Curven U — 0 und V — 0 hindurch 
gehen muss. Wir erhalten also den wichtigen Satz: Alle 
Curven dritter Ordnung, welche durch acht feste 
Punkte gehen, enthalten noch einen neunten festen 
Punkt. Und wir erkennen, dass neun Punkte nicht immer 
hinreichend sind , um eine Curve dritter Ordnung zu bestim- 
men; denn wir können durch die neun Durchsclinittspmikte 
von zwei solchen Curven und durch einen beliebigen zehnten 
Punkt eine solche Curve beschreiben. 

30. Dasselbe Raisonnement bleibt auf Curven jeder Ord- 
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nung anwendbar. Wenn die Zahl gegebener Punkte um Eins 
kleiner ist als die zur Bestimmung der Curven Ordnung 
nothwendige Zahl, also {^-»(n-f-3) — 1 J. , so ist U — k V— 0 
für U = 0 und V = 0 als zwei bestimmte durch diese Punkte 
gehende Curven n ler Ordnung die allgemeinste Gleichung 
einer Curve n ,cr Ordnung, welche durch diese Punkte geht; 
denn die Gleichung enthält eine willkürliche Constante, der 
wir einen solchen Werth beilegen können, dass die besagte 
Curve durch einen beliebigen ausserdem gegebenen Punkt 
geht und somit vollständig bestimmt ist. Die Form der Glei- 
chung zeigt aber, dass die Curve durch alle die ii* Punkte 
hindurch geht, welche den Curven U — 0, V — 0 gemein- 
schaftlich sind und daher nicht nur durch £ n (« + 3) — 1 
gegebene feste Punkte, sondern noch durch n‘ — (n-f-3)-f- 1 

andere feste Punkte. Also: Alle Curven n !M Ordnung, 
welche durch ^ n (n -f- 3) — 1 feste Punkte gehen, 
enthalten ausser diesen noch ^ (m — 1) (w — 2) andere 
feste Punkte. Man nennt das System ein Büschel von 
Curven « u,r Ordnung und die gemeinschaftlichen n‘ Punkte 
seine Grundpunkte. 

31. Eine nützliche Folgerung aus dem vorhergehenden 
Satze lautet: Wenn von den n J Schnittpunkten von 
zwei Curven n Ur Ordnung np auf einer Curve p ,cr Ord- 
nung liegen (j> < »), so liegen die übrigen n (n — p) 
auf einer Curve der Ordnung (n — p). Wenn wir eine 
Curve (« — p) ,cr Ordnung durch \ (n — p) (n — p -f- 3) dieser 
übrigen Punkte legen, so bildet diese mit der Curve p Wt Ord- 
nung zusammen eine Curve der Ordnung «, welche durch 
i {n — p) (n — p -f- 3) -f- np Punkte geht ; und weil diese 
Zahl {= ^ n (» -j- 3) — 1 -f- J ( p — 1) (p — 2)} , nicht klei- 
ner sein kann als ^ n (w -(- 3) — 1 , so muss diese Curve alle 
die übrigen Punkte enthalten ; weil endlich von denselben 
keiner auf der Curve p 1 " Ordnung liegen kann, so liegen sie 
nothwendig alle auf der Curve (n — p) u ' r Ordnung, der Be- 
hauptung entsprechend. 

Es ist hier Vortheil gezogen von dem Umstände, dass 
die die Schnittpunkte von Curven » ,er Ordnung betreffenden 
Sätze keineswegs blos von eigentlichen Curven dieser Ord- 
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nung gelten , nach der Natur des Beweises in Art. 30, der 
auch dann bestehen bleibt, wenn V oder V in Factoren zer- 
legbar sind. Als ein Beispiel zu dem Satze dieses Artikels 
fügen wir den Satz bei: Wenn ein Polygon von 2n Sei- 
ten einem Kegelschnitt eingeschrieben ist, so 
liegen die n (n — 2) Punkte, in denen die ungerad- 
zahligen Seiten die nicht anstossenden gerad- 
zahligen Seiten desselben durchschneiden, in einer 
Curve von der Ordnung (« — 2). Denn das Product 
aller ungeradzahligen Seiten bildet ein System n 11 ' 1 Ordnung 
und das Product der geradzahligen Seiten ein anderes System 
w lcr Ordnung; beide Systeme schneiden sich in n 2 Punkten, 
nämlich, weil jede ungeradzahlige Seite zwei anliegende 
und ( n — 2) nicht anliegende geradzahlige Seiten schneidet, 
in den 2 n Ecken des Polygons und den n (n — 2) Punkten, 
von welchen unser Satz spricht. Weil aber nach der Voraus- 
setzung die 2 n Ecken in einem Kegelschnitt liegen, so sind 
nach dem Hauptsatz dieses Artikels die übrigen n (n — 2) 
Punkte in einer Curve (n — 2)' cr Ordnung enthalten. 

32. Der Pascal’sche Satz ist ein specieller Fall (» = 3) 
des oben gegebenen ; es mag aber zur Klarstellung des 
Princips der vorigen Entwickelungen von Vortheil sein , seinen 
Beweis in der hier einschlagenden Form auszudrücken. Be- 
zeichnen wir die Gleichungen der Seiten des Sechsecks in 
ihrer natürlichen Folge mittelst der sechs ersten Buchstaben 
des Alphabets, A — 0, B = 0, . . ., F = 0, so ist 
ACE — k BI)F=0 die Gleichung eines Systems von Cur- 
ven dritter Ordnung, welche durch die Punkte A— 0, B = 0 ; 
7 = 0, 0=0; 0=0, 71=0; 71=0, 7?=0; 7=0, F= 0; 
F=0, A= 0 und überdiess durch A— 0, 71=0; 71=0, 7?=0; 
0=0, F- fO hindurch gehen. Wenn die ersten sechs Punkte 
auf einem Kegelschnitt S — 0 liegen , so gilt für diejenige 
Curve des Systems, welche durch die Bedingung bestimmt 
ist, dass sie noch einen siebenten Punkt des Kegelschnitts 
N = 0 enthalte, die Bedingung 

ACE — k' BDF — SL 

für 7 = 0 als eine in den Coordinaten lineare Gleichung. 
Sie kann keine eigentliche Curve dritter Ordnung sein, weil 
eine solche Curve nicht mehr als sechs Punkte mit einem 
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Kegelschnitt S = 0 gemeinsam haben kann, die gerade Linie 
S = 0 wird daher die übrigen drei Punkte A = 1) = 0, 
Ii ==■ E — 0, (J — F = 0 enthalten müssen. Wir fügen hin- 
zu, dass gerade dieser Beweis des Pascal’schen Satzes am 
leichtesten zu den Sätzen von Steiner und Kirkmann über die 
vollständige Figur desselben führt. (Vergl. „Kegelschn.“ 
Art. 286.). Sei / 

12. 34^56 — 45. OL 23 = SL , 

d. h. mit 12 die linke Seite der Gleichung der Verbindungs- 
linie der ersten und zweiten Ecke, etc. und mit L — 0 die 
Gleichung der Verbindungslinie der Schnittpunkte der Gegen- 
seiten 12, 45 ; 23, 56; 34, 61 bezeichnet, und sei ebenso 
12. 34. 56 — 36. 25. 14 = S 71/, so ist offenbar 

45. 61. 23 — 36. 25. 14 = S (M - L), 
d. h. die Pascal’sche Linie der letzteren Gleichung geht durch 
den Durchschnittspunkt der Pascarschen Linien, welche den 
beiden vorigen Gleichungen entsprechen. 

Wir wollen aber bemerken, dass der Satz des Art. 31. in 
dem fraglichen Falle n — 3 ein specieller Fall des Satzes von 
Art. 30. ist, weil das System der drei ungeradzahligen Seiten 
eine der Curven dritter Ordnung, und das der geradzahligen 
die andere von den Curven dritter Ordnung 17=0, F=0 des 
Art. 30. ist; daher können wir den Pascarschen Satz direct 
aus diesem herleiten: Wir betrachten den Kegelschnitt durch 
die sechs Ecken und die gerade Verbindungslinie von zweien 
der drei Gegenseitenpaare als eine Curve dritter Ordnung 
durch acht von jenen neun Punkten und sehen damit, dass 
sie auch durch den neunten Punkt gehen muss, d. h. die 
gerade Linie geht auch durch den Durehsclmittspunkt des 
dritten Paares der Gegenseiten. 

33. Es ist bewiesen worden, dass obwohl zwei Curven 
ij lcr Ordnung sich in n i Punkten durchschneideu, doch ri l 
willkürlich gewählte Punkte nicht die gemeinschaftlichen 
Punkte von zwei solchen Curven sein können, dass vielmehr 
aus ri l — £(» — 1 ) (n — 2) gegebenen unter ihnen die übrigen 
bestimmt sind. Ein ähnlicher Fall gilt in Bezug auf die 
np Durchschnittspunkte' von zwei Curven von der n u ‘" und p 10 " 
Ordnung. Obgleich z. B. eine Curve dritter Ordnung eine 
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von der vierten in zwölf Punkten schneidet, so ist es doch 
im Allgemeinen unmöglich, durch zwölf auf einer Curve 
dritter Ordnung willkürlich gewählte Punkte eine eigentliche 
Curve vierter Ordnung zu legen. Das System vierter Ordnung 
durch diese zwölf und durch zwei willkürlich angenommene 
andere Punkte ist im Allgemeinen nichts anderes als die 
Curve dritter Ordnung und die diese zwei letztem Punkte 
verbindende Gerade. Und allgemein, jede Curve w 1 " Ord- 
nung, welche durch np — (p — 1) (p — 2) Punkte 
einer Curve p ur Ordnung (p.< ») geht, schneidet 
diese Curve in ^ (p — 1) (j> — 2) andern festen Punk- 
ten. Denn wir sahen in Art. 31., dass 

Mjp-i(p-l) (p — 2) + f (n— p) (» — p + 3) = i«(n-f 3)— 1 

ist; daher geht nach Art. 30. jedes System « ,ir Ordnung, das 
durch die gegebenen Punkte und ^ (n — p) (n — p -f- 3) andere 
beschrieben wird, durch j (n — 1) (n — 2) andere feste Punkte 
Punkte. Bin System der n u " Ordnung, welches durch diese 
Punkte geht, bildet aber die gegebene Curve p ltT Ordnung 
zusammen mit einer Curve der Ordnung (« — p) durch die 
hinzugefügten andern Punkte; die | (n — 1) (« — 2) neuen 
Punkte müssen daher theils auf der einen, theils auf der 
andern von diesen Cürven liegen. Und es ist olfenbar, dass 
diese Punkte so zwischen ihnen vertheilt sein müssen, dass 
dadurch die Totalzahl der Punkte im ersten Falle zu np, im 
zweiten zu n (n — p) gemacht wird. Damit ist die Wahrheit 
des angezeigten Satzes bewiesen. 

/ 34. Eine fernere Erweiterung dieses Satzes ist durch 
Cayley gegeben worden: Jede Curve von der Ordnung 
r (für r > >n oder r > n, r <C m -f- n — 3), welche durch 
alle bis auf } (in -| - n — r — 1) (m -\- n — r — 2) von den 
mn Durehschnittspunkten zweier Curven von den 
Ordnungen m und n hindurchgeht, enthält auch alle 
diese übrigen Schnittpunkte. Damit der Geist des all- 
gemeinen Beweises deutlicher werde, schicken wir ein beson- 
deres Beispiel voraus. Jede Curve fünfter Ordnung, welche 
durch fünfzehn von den Durchschnittspunkten zweier Curven 
vierter Ordnung geht , enthält auch den letzten Durchschnitts- 
punkt derselben. Denn wenn wir zwei willkürliche Punkte 
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auf jeder der Curven vierter Ordnung annehmen , so machen 
diese vier mit den fünfzehn gegebenen Punkten zusammen 
neunzehn Punkte, und wenn verschiedene Curven fünfter 
Ordnung durch dieselben gehen , so haben dieselben alle nach 
Art. 30. sechs andere feste Punkte gemein. Aber jede der 
beiden Curven vierter Ordnung bildet zusammen mit der 
geraden Linie durch die beiden willkürlich gewählten Punkte 
der andern Curve ein durch die neunzehn Punkte gehendes 
System fünfter Ordnung. Daher liegen alle Durehsehnitts- 
punkte der gegebenen Curven vierter Ordnung in jeder Curve 
fünfter Ordnung durch die Punkte. Im allgemeinen Falle 
nehmen wir | (r — m) ( r — m -f- 3) willkürliche Punkte in 
der Curve n {cr Ordnung an, und legen durch dieselben eine 
Curve von der Ordnung (r — m)\ wir nehmen ferner 
^ (r — n) ( r — n -j- 3) Punkte in der Curve wi ,, r Ordnung an 
und legen durch sie eine Curve von der Ordnung ( r — n ) ; 
wir nehmen endlich so viele der mn Durehschnittspunkte I 
beider Curven als mit den willkürlichen Punkten zusammen 
r (r -(- 3) — 1 ausmacheu. Dann sind, weil die Curven 
(r — m)" r und m lcr Ordnung ein und die Curven (r — ») l, ' r 
und n lcr Ordnung ein anderes System r' 1T Ordnung durch, die 
Punkte bilden, die Durchschnitte dieser beiden Systeme allen 
Curven r u ' T Ordnung gemein, welche durch die Punkte gehen. 
Aber es ist 

\ r (r -j- 3) — 1 — | (r — m ) (r — m -f- 3) — ^ (r — w) (r — n-\- 3) 
= mn — | — r — I) (»»-(- n — r — 2), 

wie man leicht bestätigt. Daraus ergiebt sich die Wahrheit 
des Satzes. 

Damit der Beweis aber anwendbar bleibe, muss r wenig- 
stens gleich der grössesten der beiden Zahlen m oder n und 
(r — ♦») < n sein, .weil es sonst nicht möglich sein würde, 
durch die angenommenen Punkte der Curve n lor Ordnung 
eine von der (r — m) len Ordnung zu beschreiben, die die Curve 
n Ur Ordnung selbst nicht als einen Theil enthielte ; und weil 
der Satz für r — m -f- n — 1 oder r — m -f- n — 2 inhalts- 
los ist, so gilt er unter der Bedingung r < m -f- n — 3. 2 ) 
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II. Abschnitt. 

Uelter die Natur der vielfachen Punkte und Tangenten der C'urven. 

35. Um auf dem einfachsten Wege in die Lehre von den 
mit den Curven verbundenen singulären Punkten und Geraden 
einzudringen, wollen wir zuerst durch Beispiele die Natur 
dieser Punkte und Linien erläutern, und alsdann allgemeine 
Gesetze begründen, nach welchen ihre Existenz im Allge- 
meinen entdeckt werden kann. 

Wir wenden die in Art. 26. gegebene Cartesische Glei- 
chung an. Wenn wir dieselbe durch die Substitution von 
p cos 0, p sin 0 respective für x und y — oder für 
schiefwinklige Axen event. >n p und «p wie in „Kegelschn.“ 
Art. 95. — zu Polarcoordiuaten transformieren, erhalten 
wir eine Gleichung w ltn Grades in p, deren Wurzeln die - 
vom Coordinatenanfang aus gemessenen Entfernungen der 
«Punkte sind, wo die Curve durch eine denselben enthaltende 
Gerade geschnitten wird, die den Winkel 0 mit der Axe der 
x macht. 

36. Wenn in der allgemeinen Gleichung das absolute 
Glied A gleich Null ist, so ist der Coordinatenanfang ein 
Punkt der Curve, weil die Werthe x = 0, y = 0 die Glei- 
chung befriedigen. Dasselbe ergiebt sich aus der in Polar- 
coordinaten geschriebenen Gleichung 

( B cos 0 G'sin0) p -f- (1) cos -0 -j- A'cosösinO 
-f- JPsin 2 ©) g- -f- • • • — 0; 

weil sie durch p theilbar ist, so ist p = 0 eine der AVurzeln, 
unabhängig von dem Werthe von 0 und es fällt also einer 
der n Punkte, in denen eine beliebige Gerade aus dem An- 
fangspunkt die Curve schneidet, mit diesem selbst zusammen. 
Die andern (« — l) Punkte sind im Allgemeinen vom An- 
fangspunkt verschieden; es giebt aber einen Werth von 0, 
für welchen ein* zweiter von diesen Punkten mit ihm zu- 
sammenfällt, nämlich derjenige, für welchen B cos 0-|-Csin0 =0 
ist. Dann ist die Gleichung 

(D cos J 0 -f- E sin 0 cos 0 -f- F sin J 0) p s -{-•••== 0 
durch p J theilbar und es sind daher zwei ihrer W urzeln p = 0. 
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Die diesem Werthe von 0 entsprechende Gerade schneidet 
die Gurve in zwei im Anfangspunkt zusammenfallenden Punk- 
ten oder ist die Tangente der Curve im Anfangspunkt. 
Weil eine lineare Gleichung zur Bestimmung von tan 0 
dient, so existiert für einen gegebenen Punkt der Curve im 
Allgemeinen nur eine Tangente; ihre Gleichung ist 

p (2?cos0 -j- G'sin0) = 0 oder Bx -f- Cy — 0. 

Wenn also für den Anfangspunkt als einen Punkt 
der Curve ihre Gleichung durch w (1) + -(-.•• = 0 

dargestellt ist, so repräsentiert « (l > = 0 die Tangente 
derselben im Anfangspunkt. 

Für B — 0 ist die Axe der x diese Tangente, für C — 0 
die Axe der y. 

37. Wenn wir aber voraussetzen, dass die Coefficienteu 
A , B, C sämmtlich gleich Null sind, so verschwindet der 
Coefficient von p unabhängig von 0 und also für jedes 0. 
Dann schneidet j ede gerade Linie durch den Anfangspunkt 
die Curve in zwei mit ihm zusammen fallenden Punkten; 
derselbe wird dann ein Doppelpunkt der Curve genannt. 
Genau wie im letzten Artikel erkennen wir dann weiter, 
dass es in diesem Falle zwei durch den Anfangspunkt gehende 
Gerade giebt, welche die Curve in drei zusammen fallenden 
Punkten schneiden. Denn für die Werthe von 0, die den 
Coefficienten von p 2 gleich Null machen, d. h. der 
Gleichung 2>cos 2 0 Fsjn 6 cos0 -f- 2’sin 2 0 = 0 genügen, 
wird die Polargleichung der Curve durch p 3 theilbar und ent- 
hält also die Wurzel p = 0 dreifach. Und da tan 0 durch 
eine quadratische Gleichung bestimmt wird , so schliessen 
wir, dass durch einen Doppelpunkt zwei gerade Linien gehen, 
von denen jede die Curve in drei zusammen fallenden Punk- 
ten schneidet, und deren Gleichung ist 

p 2 (1) cos 2 0 -f- 2? sin 0 cos 0 -f- F sin 2 0) = 0 

oder 

l)x 2 -f- Exy -j- Fy~ = 0. 

Obwohl also in gewissem Sinne jede durch einen Doppel- 
punkt gehende Grade als Tangente der Curve in ihm zu be- 
trachten ist, nämlich als eine Gerade, die in ihm mit der 
Curve zwei zusammen fallende Punkte gemein hat, so giebt 
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es doch unter allen diesen Geraden zwei, deren Berührung 
mit der Curve eine innigere ist, als die aller übrigen; es ist 
daher gebräuchlich zu sagen , dass in einem Doppelpunkt an 
die Curve zwei Tangenten gezogen werden können. Wenn 
die Gleichung der Curve für den Anfangspunkt der Coordi- 
naten als Doppelpunkt in der Form m (2) -f- w ,:,) -|- . • • = 0 
geschrieben wird, so ist u <s> —0 die Gleichung dieses Tan- 
gentenpaares. 

38. Es ist nothwendig, drei Arten von Doppelpunkten 
zu unterscheiden , je nachdem nämlich die durch u (i) = 0 reprä- 
sentierten geraden Linien reell und verschieden, nicht reell 
oder zusammenfallend sind. 

T. Im ersten Falle sind die Tangenten beide reell, der 
i-i«. e. Doppelpunkt erscheint so, wie die Figur 

ihn zeigt; er gehört zwei Aesteu der 
Curve an, von denen jeder in ihm seine 
eigene Tangente hat. Die quadratische 
Gleichung = 0 bestimmt die Rich- 
tungen dieser beiden Tangenten. Einen 
solchen Doppelpunkt nennen wir einen Knotenpunkt. Wir 
erhalten eine einfache Erläuterung eines solchen Doppelpunkts, 
wenn die gegebene Gleichung das Product zweier Gleichungen 
von geringeren Graden ist; U = PQ. Daun repräsentiert 
V — 0 die beiden durch P = 0 und Q — 0 dargestellten 
Curveu von den Ordnungen p und q. Wenn wir aber die- 
selben in ihrer Vereinigung als ein System von der Ordnung 
u = p -f- q betrachten, so haben wir diese Curve als mit pq 
Doppelpunkten in • den gemeinsamen Punkten der Curveu 
P = 0 und Q = 0 zu betrachten und in jedem reellen unter 
diesen Schnittpunkten hat die Curve PQ — 0 zwei reelle 
Tangenten , nämlich die Tangenten von P = 0 und Q = 0. 

II. Die Gleichung u 1 - 1 = 0 habe ihre beiden Wurzeln 
nicht reell. In diesem Falle ist dem Anfangspunkt der Co- 
ordinaten kein reeller Punkt benachbart; wir nennen den- 
selben dann einen conjugierteu oder isolierten Punkt. 
Seine Coordinaten genügen der Gleichung der Curve, aber 
er erscheint nicht als in der Curve liegend. Und die 
Existenz solcher Punkte kann in , der That nur dadurch 
evident gemacht werden, dass mau zeigt, es gebe Punkte, 
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für welche keine der durch sie gehenden Geraden die Curve 
in mehr als (w — 2) Punkten schneiden kann. 

III. Die Gleichung «< 2) = 0 kann ein vollständiges Qua- 
drat t),* = 0 sein. Dann fallen die Tangenten im Doppel- 
punkt zusammen und die Curve hat die in der 
Figur angezeigte Form . Solche Punkte werden 
Spitzen genannt; oft auch Rückkehr- 


Kig. 7. 


A 
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punkte oder stationäre Punkte, weil die 
Vorstellung der Curve als einer durch die Bewegung eines 
Punktes entstandenen Bahn für jede Spitze die Annahme 
fordert, dass die Bewegung in dem einen Sinne der bezüg- 
lichen Tangente zum Stillstand komme, um dann im ent- 
gegengesetzten Sinne derselben wieder zu beginnen. Punkte 
dieser Art können nicht, wie etwa nach dem 
Beispiel unter I. erwartet werden möchte, durch 
die Vorstellung einer in zwei sich berührende 
Theile P= 0, <^=0 zerfallenden Curve U=Q 
erläutert w.erden ; obwohl jeder solche Berührungs- 
punkt ein Doppelpunkt mit zusammen fallenden 
Tangenten ist, so muss doch ein solcher Punkt zu den Singu- 
laritäten einer höheren Ordnung als die jetzt zu betrachten- 
den gerechnet werden , weil die ihm entsprechende Tangente 
die zusammengesetzte Curve in vier aufeinander folgenden 
Punkten, jede der beiden Theilcurven nämlich in zweien, 
durchschneidet, während in einer Spitze, wie wir sahen, die 
Tangente im Allgemeinen die Curve nur in drei aufeinander 
folgenden Punkten trifft. Damit die Tangente in einer Spitze 
die Curve in vier aufeinander folgenden Punkten treffe, ist 
nicht nur erforderlich, dass m ; 2) ein vollständiges Quadrat u, 2 
sei, sondern auch, dass die Wurzel desselben ein Factor in 
u (3: ist, so dass die Gleichung nothwendig von der Form 
t7, 2 -f— w, v w -f- -f- • • • = 0 sein muss. Solche Punkte 

entspringen aus der Vereinigung von zwei Doppelpunkten, 
was auch mit dem vorher erwähnten Beispiel zusammen 
stimmt; wenn die Curven P = 0, Q—Q sich berühren, so 
vertritt der Berührungspunkt die Stelle von zwei Durch- 
schnittspunkten derselben, d. li. von zwei Doppelpunkten von 
U = 0. Es ist gut, zu bemerken, dass der Knotenpunkt und ! 
der isolierte Punkt Formen des Doppelpunktes von gleichem 
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Grade der Allgemeinheit sind, nur unterschieden durch die 
Realität und Nichtrealität ihrer Tangenten; dass dagegen in 
der Untersuchung selbst die Spitze sich als ein besonderer 
Fall des Doppelpunktes dargeboten hat; sie ist in Wahrheit 
eine andere Singularität, wie wir weiterhin erkennen werden. 

39. Wir wollen die Sache durch das folgende Beispiel 
erläutern. Es sei die Curve y 1 — (x — «) (x — b) (x — c), 
mit « < b < c zu betrachten. Sie ist offenbar zu beiden 
Seiten der Axe der x symmetrisch, weil jedem Werthe von 
x gleiche und entgegengesetzte Werthe von y entsprechen; 
und sie schneidet die Axe der x in drei Punkten A, B, C 
oder respective x=a, x=b, x=c. Für alle x, welche kleiner sind 
als «, ist y- negativ und somit y nicht reell; für Werthe 
von x zwischen a und b wird iß positiv und für solche zwi- 
schen b und c negativ, endlich positiv für alle r, überschrei- 
tenden Werthe von x. Die Curve be- 
steht daher aus einem zwischen A und 
B liegenden Oval und einem bei ' C 
beginnenden und sich unendlich nach 
der positiven Seite der x fortsetzendeu 
Aste. Setzen wir insbesondere b = c, 
so dass die Gleichung wird 

iß = (x — «) (x — bß, mit b > fl, 

so erscheint der Punkt B mit dem Punkte C vereinigt; mit 
der Annäherung von B an C schärfen sich das Oval und 
Pi g . 10 . der unendliche Ast gegen einander zu 

und bei ihrer endlichen Vereinigung wird 
B ein Doppelpunkt mit zwei sich in ihm 
unter einem Winkel schneidenden Theilen, 
das Oval zur Schleife, die durch den 
Doppelpunkt hindurch in die beiden 
Zweige des unendlichen Astes stetig übergeht. Ist aber 
anderseits b = a, so' wird die Gleichung 
iß — (x — aß (x — ' b ) mit a < b. Das Oval 
hat sich in einen Punkt A zusammengezogen 
und die Curve zeigt die beistehende Form. 
Diess Beispiel reicht aus, um die Analogie zwi- 
. sehen conjugierten Punkten und Knotenpunkten 
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„ zu zeigen. Setzen wir endlich a = b — c, so dass die Glei- 
chung j/ 2 = (x — a) 3 ist, so wird der Punkt } , ig J2 
A zur Spitze (Art. 38., III.) und die ent- 
sprechende Tangente schneidet die Curve 
in drei auf- einander folgenden Punkten 
A, B, C. 

40. Wenn in der allgemeinen Gleichung U — 0 die 
Coefficienten A, B, C, B, E, F sämmtlich gleich Null sind, 
so ist der Anfangspunkt der Coordinaten ein dreifacher 
Punkt, weil jede durch ihn gehende Gerade die Curve in drei 
zusammen fallenden Punkten schneidet; und man erkennt 
leicht, wie vorher, dass es in einem dreifachen Punkt drei 
Tangentefl giebt, welche mit der Curve in ihm vier zusammen 
fallende Punkte gemein haben und dass diese drei Geraden 
durch die Gleichung = 0 ausgedrückt werden. 

Wir können auch wie vorher vier Arten oder Formen 
des dreifachen Punktes unterscheiden, je nachdem die drei 
Tangenten a) alle reell und 1) alle drei verschieden sind, 
oder 2) zwei zusammen fallend, oder 3) alle drei zusammen 
fallend; oder b) eine reell und die beiden andern nicht reell 
sind. Wir können den dreifachen Punkt als aus der Vereinigung 
von drei Doppelpunkten ent- 
springend betrachten, und 
zwar sind diese in den Fäl- 
len a) 1. drei Knotenpunkte, 

2. zwei Knotenpunkte und 
eine Spitze, 3. ein Knoten- 
punkt und zwei Spitzen — wie es die beistehenden Figuren 
erläutern, wo wir nur die drei Doppelpunkte in einen drei- 
fachen Punkt vereinigt denken müssen. Der Fall 3) weicht 
kaum merklich sichtbar von einem gewöhnlichen Punkte der 
Curve ab; bei gutgezeichneter Figur ist nur eine gewisse 
Schärfe der Biegung im singulären Punkte zu bemerken. Im 
Falle b) haben wir ebenso einen reellen Theil, der durch 
einen conjugierten Punkt hindurchgeht und dem Auge er- 
scheint dieser singuläre Punkt nicht verschieden von irgend 
einem andern Punkte der Curve. 

Wir können in gleicher Art die Bedingungen Unter- 
suchen, unter welchen der Anfangspunkt der Coordinaten 
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ein vielfacher Punkt von irgend einem hohem Grade k ist. . 
Die Coefficienten aller Glieder aller Grade unter k werden 
verschwinden und die Gleichung ist von der Form 
u u > -|- -j- . . . = 0. Im vielfachen Punkte gehen k 

Tangenten an die Curve, welche sämmtlich durch die 
Gleichung w (< > = 0 dargestellt werden und die Form, 
welche die Curve im vielfachen Punkte darbietet, wech- 
selt je nachdem die Wurzeln dieser Gleichung alle reell 
und ungleich oder zwei oder mehrere von ihnen gleich oder 
nicht reell sind. Ein vielfacher Punkt von der Ordnung k 
kann angesehen werden als aus der Vereinigung von k (k — 1) 
Doppelpunkten hervorgegangen, wie wir an dem Fall von k 
geraden Linien am einfachsten erläutern, die als ein System 
mit k (k — 1) Doppelpunkten in ihren Schnittpunkten zu 
betrachten sind, und die, wenn sie alle durch denselben Punkt 
gehen, ein System mit Machern Punkt bilden, der die Stelle 
aller der Doppelpunkte vertritt. Das Princip bleibt dasselbe, 

wenn die sich durchschneidenden Linien krumme Linien sind. 

* 

Eine Curve kann durch den Schnitt von k Zweigen mit einan- 
der ± k (7c — 1) Doppelpunkte haben und hat, wenn alle 
Zweige durch denselben Punkt gehen, an deren Stelle einen 
k fachen Punkt oder einen vielfachen Punkt von der Ord- 
nung k. 

4L Wenn ein gegebener Punkt ein Doppelpunkt für eine 
Curve sein soll, so ist diese Bestimmung drei Bedingungen 
äquivalent. Denn wenn wir ihn zum Anfangspunkt der Co- 
ordinaten wählen, so verschwinden drei Glieder in der Glei- 
chung der Curve (Art. 37.) und die Zahl der verfügbaren 
Constanten ist um drei geringer als im allgemeinen Fall. 
Wenn dazu auch die Tangenten der Curve im Doppelpunkt 
gegeben wären — gleichviel ob als zwei reelle Gerade oder 
als zwei nicht reelle, wenn sie im letztem Falle als die 
Doppelstrahlen eines involutorischen Strahlenbüschels mit 
sich trennenden Paaren gegeben sind (vergl. „Kegelsch.“ 
Art. 301.) — so ist diess zwei weitern Bedingungen äqui- 
valent, da nun zu A = 0, B — 0, G — 0 auch die Ver- 
hältnisse D : E , D : F gegeben sind. Die Angabe eines drei- 
fachen Punktes ist sechs Bedingungen äquivalent, weil die 
sechs niedrigsten Glieder der Gleichung verschwinden, wenn 
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man ihn zum Anfangspunkt der C'oordinaten macht. Und 
allgemein ist die Festsetzung eines bestimmten Punktes als 
eines vielfachen Punktes von der Ordnung k äquivalent mit 
^ k (k -f- 1) Bedingungen. 

42. Es giebt eine Grenze für die Zahl von Doppelpunk- 
ten, welche eine Curve w ,er Ordnung enthalten kann, ohne 
dass sie in Ourven von niederen Ordnungen zerfällt. Bei- 
spielsweise kann eine Curve dritter Ordnung nicht zwei 
Doppelpunkte haben, weil die gerade Verbindungslinie von 
zwei Doppelpunkten die Curve in vier paarweis zusammen- 
fallenden Punkten schneiden würde und nicht mehr als drei 
Punkte der Curve dritter Ordnung in gerader Linie liegen 
können , ohne dass dieselbe in eine gerade Linie und einen 
Kegelschnitt zerfällt. Eine Curve vierter Ordnung ferner 
kann nicht vier Doppelpunkte haben ; weil , wenn sie so viele 
Doppelpunkte hätte, ein durch dieselben und einen beliebigen 
andern Punkt der Curve gelegter Kegelschnitt mit ihr neun *) 

*) Wenn ein Durchschnittspunkt zweier Curven ein Doppelpunkt 
in einer derselben ist, so muss er für zwei gezählt werden und die 
Curven können sich ausser ihm nur noch ip ( np — 2) Punkten schnei- 
den; ist ein Schnittpunkt ein Doppelpunkt für beide Curven, so zählt 
er für vier unter den Durchschnittspunkten. Und allgemein , wenn er 
in der einen Curve vielfach vom Grade k und in der andern vielfach 
vom Grade l ist, so zählt er für kl Schnittpunkte. So schneidet z. B. 
ein System von k geraden Linien ein anderes von l geraden Linien in 
kl Punkten, wenn aber alle Geraden des ersten Systems durch einen 
und denselben Punkt in einer Geraden des zweiten golien, so zählt 
dieser für k Schnittpunkte und es existieren ausser ihm nur noch 
k (l — 1) andere Schnittpunkte von Linien beider Systeme. Und wenn 
die geraden Linien beider Systeme sämmtlich durch einen Punkt gehen, 
so zählt derselbe für kl Schnittpunkte und die Geraden schneiden sich 
nirgend ausser ihm. Wenn zwei Curven sich in ihrem Schnittpunkt 
berühren, so zählt der Berührungspunkt als ein Paar Durchschnitts- 
punkte, weil er zwei auf einander folgeude gemeinsame Punkte re- 
präsentiert. Wenn der Durchschnittspunkt ein vielfacher Punkt in der 
einen Curve oder in beiden Curven ist, und wenn eine der Tangenten 
im vielfachen Punkt beiden Curven gemein ist, so müssen wir zur 
Zahl der Dnrchschnittspunkte, denen der vielfache Punkt äquivalent 
ist. Eins addieren, weil die Curven auch noch den in der Bichtung 
der besagten Tangente nächstbenachbnrten Punkt mit einander gemein 
haben. Es ist ohne Schwierigkeit die Wirkung einer beliebigen Com- 
bination von singulären Punkten und ihrer Tangenten zu bestimmen. 

S a 1 m o n , Höhere Curven. 3 
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Punkte gemeinsam hätte, während doch kein Kegelschnitt, 
der nicht selbst ein Theil der Curve ist, mit einer Ourve 
vierter Ordnung mehr als 2.4 Punkte gemein haben kann. 
Und allgemein kann eine Curve w u ' r Ordnung nicht mehr als 
£ (n — 1) (n — 2) Doppelpunkte haben; denn wenn sie 
einen Doppelpunkt mehr besässe, so würde durch diese 
£ (n — 1) (w — 2) -f- 1 und durch (•» — 3) andere Punkte der 
Curve eine Curve (m — 2) Ur Ordnung beschrieben werden 
können (Art. 27), welche als die Curve n ler Ordnung in 

2 {*(»- l)(»-2)+ 1} + (*- 3) 

Punkten durchschneidend angesehen werden müsste, d. h. in 
/« (n — 2) — 1 J. Punkten, oder in einem Punkte mehr als 
möglich ist, so lange die gegebene Curve eine eigentliche 
Curve n ler Ordnung ist. 

Wir bemerken, dass dieser Beweis nur zeigt, dass Cur- 
ven nicht mehr als eine gewisse Anzahl von Doppelpunkten 
haben können, aber nicht, was jedoch wirklich der Fall ist, 
dass sie auch eben so viele besitzen können. 

43. Wenn die Curve vielfache Punkte höherer Ordnung 
hat, so bleibt (dasselbe -Kriterium (anwendbar, wenn wir jeden 
1 vielfachen Punkt i: 1 « 1 ' Ordnung als äquivalent mit k (k — 1) 
DoppelpunkterRrechnen. Aber es giebt Einschränkungen für die 
Möglichkeit, für eine gewisse Zahl von Doppelpunkten einen 
vielfachen Punkt von höherer Ordnung zu substituieren. So 
kann eine Curve fünfter Ordnung sechs Doppelpunkte haben 
und drei derselben können durch einen dreifachen Punkt er- 
setzt werden ; aber es ist dann unstatthaft, auch (die drei 
andern Doppelpunkte durch einen zweiten dreifachen Punkt! 
zu ersetzen, weil die gerade Verbindungslinie der beiden drei- 
fachen Punkte die Curve in mehr als fünf Punkten schneiden 
würde. Und allgemeiner, wenn eine Curve w ,cr Ordnung 
einen vielfachen Punkt der Ordnung (w — 2) hat, so kann 
sie ausserdem als singuläre Punkte nur Doppelpunkte ent- 
halten und die Zahl derselben kann nach unserm Kriterium 
nicht grösser sein als (n — 2). 3 ) 

44. Wir wollen mit Cayley Defect einer Curve oder 
auch nach Clebsch Geschlecht derselben die Zahl D 
nennen, um welche ihre wirkliche Anzahl von Doppelpunkten 
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von der ihrer Ordnung zukommenden Maximalzahl derselben 
übertroffen wird; wir bezeichnen damit eine Zahl von grosser 
Wichtigkeit in der Theorie der Curven. Wenn 1) = 0 ist, 
d. h. wenn eine Curve die ihrer Ordnung entspre- 
chende Maximalzahl von Doppelpunkten hat, so 
können die Coordinaten irgend eines Punktes der 
Curve als rationale algebraische Functionen eines 
variabeln Parameters ausgedrückt werden. Denn die 
^ (n — 1) (» — 2) Doppelpunkte und ( n — 3) andere ange- I . 
nommene Punkte in der Curve, d.i. zusammen £(« — 2)(»i— (— 1 ) — 1 
Punkte reichen hin , um ein Büschel U = A V von Curven 
(n — 2) ler Ordnung zu bestimmen. Wenn wir zwischen 
dieser Gleichung des Büschels und der Gleichung der ge- 
gebenen Curve die eine der Variabein eliminieren, so erhalten 
wir zur Bestimmung der Werthe der andern Coordinate für 
ihre Durchschnittspunkte eine Gleichung vom Grade n (n — 2), 
in welche A im « ,co Grade eingeht; die Wurzeln dieser Glei- 
chung sind bis auf eine sämmtlich bekannt, denn die Durch- 
schnittspunkte der beiden Curven bestehen aus den zweifach 
zählenden Doppelpunkten, den (n — 3) angenommenen 
Punkten und nur einem andern Punkt, weil 

(n — 1 ) (n — 2) -(- (w — 3) -f- 1 = n (n — 2) 
ist. Wenn wir also die so bekannten Factoren durch die 
Division aus der Gleichung entfernen, so wird die eine 
unbekannte Wurzel als eine algebraische Function w' 1 '" Grades 
in A bestimmt. 

Und es ist umgekehrt wahr, dass die Curve die Maximal- 
zahl von Doppelpunkten hat, wenn die Coordinaten als ratio- 
nale Functionen eines Parameters ausdrückbar sind, so dass 
die Curve eine Curve vom Geschlecht Null oder nach 
Cayley eine Unicursal- Curve ist. Wenn die Coordinaten 
x x , x 2) x 3 als proportional zu a, A" -j- h, A® -1 -\- c, A" - * 

« 2 A" -f- A" -1 -f- . . a 3 A" - f- b 3 A® -1 -{-••• respective ge- 

geben sind, so kann die Elimination von A leicht vollzogen 
werden. Wir setzen 

0x, = o, A n + 6, A"- 1 -f • ■ •, Qx 2 = a 2 A® -f & 2 A *- 1 + • . 
e* 3 = « 3 A® + b 3 A®-’ -j 

und multiplicieren jede dieser Gleichungen nach einander mit 

3 * 
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A, A 2 , A 3 ,...A n - 1 , so dass wir 3« Gleichungen erhalten, gerade 
genug, um alle die Grössen 0, 0A, . . A, A 2 , . . . linear zu 
eliminieren. Die Gleichung der Curve erscheint nun in Form 
einer Determinante 3n ler Ordnung, in welcher nur n Reihen 
die Variabein enthalten; sie ist somit vom Grade n in diesen 
und ihre Gleichung enthält die Coefficienten 6,, . . . im 
Grade 2 n. 

Zur bessern Einsicht schreiben wir das Resultat für den 
Fall n = 2 ausführlich her. Wir haben daun die Gleichungen 

0a;, = «| A 2 -j- b, A -}- c, , 0ar 2 — « 2 A 2 l 2 A -(- c 2 , 

0*s = « 3 ** + M + <3- 

Die Multiplication jeder von ihnen mit A und die lineare 
Elimination von 0, 0A, A 3 , A 2 , A 1 , A° zwischen den so ge- 
bildeten sechs Gleichungen giebt als Resultat 
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45. Aus Art. 41. folgt, dass drei beliebige Punkte als 
Doppelpunkte einer Curve vierter Ordnung genommen werden 
können; sie vertreten neun Bedingungen. Aber man kann 
nicht auch alle die Tangenten der Curve in diesen Doppel- 
punkten willkürlich .annehmen, weil die Doppelpunkte mit 
den Tangenten zusammen fünfzehn Bedingungen äquivalent 
sind, d. h. einer mehr als zur Bestimmung der Curve genügen. 
Es muss somit irgend eine diese Tangenten verbindende 
Relation vorhanden sein ; wir werden später sehen , dass diese 
sechs Tangenten den nämlichen Kegelschnitt berühren, so 
dass durch fünf von ihnen die sechste linear bestimmt ist. 
Zwanzig Bedingungen bestimmen eine Curve fünfter Ordnung; 
wir können also ihre sechs Doppelpunkte und für einen der- 
selben das Paar der Tangenten willkürlich annehmen; damit 
ist aber die Curve vollständig bestimmt, d. h. es sind auch 
die übrigen Tangentenpaare bestimmt. Sieben und zwanzig 
Bedingungen bestimmen eine Curve sechster Ordnung; es 
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könnte daher scheinen, dass eine solche Curve müsse be- 
schrieben werden können, welche neun gegebene Punkte zu 
Doppelpunkten hat. Diess ist aber nicht der Fall ; denn durch 
die neun gegebenen Punkte geht eine bestimmte Curve 
dritter Ordnung U = 0 und im Allgemeinen ist die einzige . 
Curve sechster Ordnung, welche dieselben neun Punkte zu 
Doppelpunkten hat, die Curve U 2 = 0, d. h. die zweifach 
gezählte Curve dritter Ordnung. Man kan» in diesem Falle 
selbst nicht acht der neun Doppelpunkte willkürlich an- 
nehmen. In analoger Art müssen für Curven höherer Ord- 
nungen, wenn sie die Maximalzahl oder selbst eine geringere 
Zahl von Doppelpunkten haben, gewisse verbindende Be- 
ziehungen zwischen denselben bestehen. Den Fall der Cur- 
ven vierter Ordnung ausgenommen kennen wir aber keinen 
Versuch, diese Relationen geometrisch auszudrücken; es ist 
also noch eine ausgedehnte Classe von Sätzen dieser Art zu 
entdecken. 

46. Das bisher Entwickelte wird hinreichen, um dem 
Leser von der Natur der vielfachen Punkte der Curven eine 
Anschauung zu geben. Wir gehen dazu über, zu zeigen, 
dass eine Curve in gleicher Art vielfache Tangenten haben 
kann, mit andern Worten, dass gerade Linien existieren 
können, welche die Curve in zwei oder in mehreren Punkten 
berühren oder mit der Curve eine Berührung von zweiter 
oder von höherer Ordnung haben. Was man gewöhnlich 
die singulären Punkte der Curven nennt, reduciert sich in 
der That auf die beiden Gruppen der vielfachen Punkte und 
der Berührungspunkte der vielfachen Tangenten. Da wir die 
Lehre von den vielfachen Punkten durch die Untersuchung 
des speciellen Falles begründet haben, in welchem der 
Anfangspunkt der Coordinaten ein solcher Punkt ist, so ist 
es passend, die jetzige Entwickelung mit der Untersuchung 
der Bedingungen zu beginnen, unter welchen die Axe ;/=0 
eine vielfache Tangente ist. 

Die Schnittpunkte dieser Geraden mit der Curve werden 
durch die Substitution y = 0 in die Gleichung der Curve be- 
stimmt, d. h. durch die Gleichung 

Ä + Bx + Dx l + Gx 3 + ■■■• + Px* = 0, 
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welche auf die Form reduciert werden kann 

P (x — n) (x — b) (x — c) (x — d) . . . = 0, 

in der a, b, . . . diejenigen Wertlie der Abscisse x sind, 
welche den Schnittpunkten entsprechen. 

Die Axe ist eine Tangente, wenn zwei dieser Punkte 
zusammen fallen, d. h. wenn zwischen den Wurzeln eine 
einfache Gleichheit a =%. stattfindet; die Gleichung ist dann 
P (x — a Y ( x — o) . . . = 0 und die Axe berührt die Curve 
im Punkte y = 0 , x — a. Für A — 0 , B — 0 berührt die 
Curve die Axe y — 0 im Anfangspunkt der Coordiuaten. 

Wir betrachten dabei nur den Fall eines reellen a, weil für 

£ 

eine reelle Gleichung eine Relation «=& zwischen zwei 
imaginären Wurzeln eine andere Gleichheit = d zwischen 
zwei weitern imaginären Wurzeln nach sich zöge. 

Die Axe ist eine Doppeltangente, wenn unter den Wur- 
zeln zwei Paare von gleichen, a — c, b — d sind; die Glei- 
chung ist 

P{x- af ( x - by (x — c).. .•= 0 


und man hat zwei Fälle zu unterscheiden. 

I. Die Wurzeln a und b sind reell und die Axe ist eine Tan- 
gente der Curve in den beiden reellen Punkten x—a uud.r=6. Es 
ri u ist offenbar, dass eine solche Tangente, 

welche die Curve in zwei Paaren zu- 
sammen fallender Punkte trifft, in 
Curven nicht auftreten kann, deren 


/ A B 


C\ 


Ordnungszahl unter vier ist. 

II. Die Wurzeln a und 
Gleichung ist 


b sind imaginär, so dass die 


P (x 2 -f px + g) 2 (# — e) . . . = 0 


und wir eine Doppeltangente mit zwei nicht reellen Berüh- 
rungspunkten haben. 

Wir können aber ferner zwischen den Wurzeln eine Re- 
lation a — b = c und damit eine Gleichung von der Form 
P (x — a) 3 (x — d) ... — 0 haben , wobei a reell ist. Die 
Axe schneidet dann die Curve in drei aufeinander folgenden 
Punkten x = a ; und da für drei aufeinander folgende Punkte 
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im Allgemeinen die Verbindungslinie des ersten und zweiten 
Punktes eine Tangente und die des zweiten und dritten die 
nächstfolgende Tangente ist, so fallen unter der gemachten 
Voraussetzung zwei aufeinander folgende Tangenten zusam- 
men. Wir dürfen die Axe als eine stationäre Tangente 
(Wendetangente) bezeichnen, weil unter der Auffassung der 
Curve als der Enveloppe einer bewegten Geraden in ihr zwei 
aufeinander folgende Lagen derselben 
zusammen fallen. Der Berührungspunkt 
der stationären Tangente wird ein 
Inflexionspunkt genannt. Für .4=0, 

B = 0, D = 0 ist der Anfangspunkt 
der Coordinaten ein Inflexionspunkt und 
die Axe y = 0 die zugehörige Tangente ; denn die Gleichung 
nimmt dann die Form Px 3 (x — c) ... — 0 an. 

47. Der Knotenpunkt und der isolierte Punkt entsprechen 
genau der Doppeltangente mit reellen und der Doppeltangente 
mit nicht reellen Berührungspunkten, und ebenso entspricht 
die Spitze oder der stationäre Punkt genau der stationären 
Tangente. In der analytischen Darstellung ist die gleiche 
Correspondenz noch nicht ersichtlich worden ; denn wir haben 
für die Spitze eine einfache Gleichheit als speciellen Fall der 
ungleichen Werthe, die dem Knotenpunkt und dem isolierten 
Pu nkt e ntsprechen; für die Inflexion aber eine doppelte Gleich- 
heit a — b — v, d. i. eine von den zwei Gleichheiten a =-ir, 
i = d, die der Doppeltangente angehören, wesentlich ver- 
schiedene Relation. Allein wenn die Untersuchung des Doppel- 
punktes naturgemiiss in Punkt- Coordinaten geführt wurde, 
so entsprechen der Untersuchung der Doppeltangente ebenso 
natürlich die Linien - Coordinaten und die analytischen 
Theorien stimmen überein , sobald wir diese anwenden, 
die stationäre Tangente zeigt sich als ein specieller Fall der 
Doppeltangente. Und so wie in dem Vorigen die stationäre 
Tangente sich als eine von der Doppeltangente verschiedene 
Singularität gezeigt hat, so würde im Falle der Untersuchung 
mit Liniencoordinaten die Spitze als eine vom Doppelpunkt 
verschiedene Singularität erschienen sein. In diesem Sinne 
wurde in Art. 38. bemerkt, dass die Spitze eine wesentlich 
verschiedene Singularität sei. 


mg. 15. 
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Die Singularitäten der ebenen Curven entsprechen einan- 


der daher wie folgt: 

Dem Doppelpunkt mit reellen 
oder nicht reellen Tangen- 
ten 

Der Spitze, dem stationären 
oder Eückkehrpunkt 


die Doppeltangeute mit reel- 
len oder nicht reellen Be- 
rührungspunkten, 
die stationäre oder Wende- 
tangente. 


Die Spitze ist aber unter einem besondern Gesichtspunkte 
ein besonderer Fall des Doppelpunktes und ebenso ist unter 
dem reciproken Gesichtspunkt die stationäre Tangente ein 
besonderer Fall der Doppeltangente. Denken wir die Curve 
beschrieben durch einen Punkt, der längs einer Geraden fort- 
schreitet, während sich diese gleichzeitig um ihn dreht, so 
erhellt, dass in der Spitze eine wirkliche Besonderheit der 
Bewegung stattfindet, indem der Punkt zuerst stillsteht und 
dann seine Bewegung im umgekehrten Sinne fortsetzt; und 
ebenso in der Wendetangente, indem die Tangente nach ein- 
getretenem Stillstand sich in umgekehrtem Sinne weiter dreht. 
Dagegen sieht mau, dass im Doppelpunkt und in der Doppel- 
tangente eine solche Besonderheit der Bewegung nicht vor- 
handen ist, der Punkt im ersten Falle und die gerade Linie 
im zweiten gehen nur während ihrer Bewegung zweimal 
durch eine und dieselbe Lage hindurch. Die Spitze und die 
Wendetangente sind, darf man sagen, in einem strengeren 
Sinne Singularitäten als der Doppelpunkt und die Doppel - 
tangente. 

48. Gewöhnlich liegt die Curve in der Nachbarschaft des 
Berührungspunktes ganz auf der nämlichen Seite der Tan- 
gente, aber in einem Inflexiouspunkt durchschneidet sie die 
Tangente und liegt vor demselben auf der einen und nach 
demselben auf der andern Seite von ihr. Diess ist ein spe- 
cieller Fall des allgemeinen Satzes: Zwei Curven, die eine 
gerade Zahl aufeinander folgender Punkte gemein 
haben, berühren sich in denselben ohne sich zu 
schneiden; diejenigen aber, welche eine ungerade 
Zahl auf einander folgender Punkte gemein haben, 
durchschneiden sich in der Berührungsstelle. Seien 
y = <j> x und y = ip x die Gleichungen der Curven, welche 
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sieli im Punkte x = a durchschneid en ; dann sind nach dem 
Taylor’sclien Satze die Werthe der Ordinaten für beide Cur- 
ven bei x — a -f- h 

. t d 0 Ä . d 3 cp h 3 . d 3 cp h 3 , 

y ' d x 1 dx * 1 . 2 dx 3 1.2.3' 

«" = ib 4- - -1- ^ — 4- *1* _l 

™ ' d x 1 ' dx 3 1.2' dx 3 1.2.3' ’ 

wenn wir unter cp, 0, ^ ~ , . . . diejenigen Werthe von cpx, 0.r, 

, . . . verstehen , die dieselben für x = n erhalten. Da 

nun nach der Voraussetzung cp — i> ist, weil die Curven sich 
in x = a durchschneiden , so folgt 

• " ( d cp d ip \ h , ( d 3 <p d 3 ip \ h* 

J J \d x d xJ 1 ' \ dx 3 dx 3 / 1 . 2 

. /<i 3 cp d 3 i/A li 3 ■ 

' V dx 3 dx 3 ' 1.2.3' 


Nach den Principien der Differentialrechnung stimmt aber 
für unendlich kleine Werthe von h das Zeichen der Summe 
dieser Reihe mit dem Zeichen ihres ersten Gliedes überein 
und wechselt also mit dem Zeichen von h\ wenn also im un- 
endlich nahen Punkte x = a -\- h die Ordinate der Curveti, 
cp = 0 grösser ist als die der Curve 0 = 0, so wird sie im 
Punkte x = a — h kleiner sein als die entsprechende der 
letzteren, d. h. wenn zwei Curven einen Punkt gemein haben, 
so ist im Allgemeinen diejenige von ihnen, welche vor dem 
Punkte über der andern liegt, d. h. die grossem Ordinaten 
hat, nach dem Punkte unter ihr oderZ'hat die kleineren 
Ordinaten. ■J' ]> . 

oi . C , d q> d il/ • i /d* cp d 3 it>\ h 3 i 

Setzen wir aber ^ = jS , so ist {-$ - — das 

erste Glied der Reihe und dieses wechselt sein Zeichen nicht, 
wenn ^Ddasselbe wechselt; dieselbe Curve, welche auf der 
einen Seite des Punktes die obere ist, ist es daher auch auf 
seiner andern Seite. In diesem Falle sind die Curven offen- 
bar dichter zusammengeschlossen als im vorigen Falle, weil 
die Differenz ihrer Ordinaten von der ersten Potenz von h 
nicht mehr abhängt; es ist diess äquivalent mit dem, was 
wir geometrisch dadurch ausdrücken, dass wir sagen, die 
Curven haben zwei auf einander folgende Punkte gemein. 


Digitized by Google 



42 


Wir erläutern dieselbe Sache noch von anderer Seite. Sind 
x , y\ x", y" die rechtwinkligen Cartesischen Coordiuaten von 

zwei Punkten einer Curve, so ist der Quotient die tri- 

gonometrische Tangente des Winkels, den die Verbindungs- 
linie derselben mit der Axe der x einschliesst ; für das Zu- 
sammenfällen der Punkte ergiebt sich daraus, dass der Werth 

von ^ für den gegebenen Punkt die trigonometrische Tan- 
gente des Winkels ausdrückt, den die Verbindungslinie des 
Punktes mit dem nächstfolgenden Punkte, d. h. die Tangente 
der Curve mit der Axe der x einschliesst: Wenn daher zwei 

Curven einen Punkt gemein haben und wenn zugleich ^ 

für diesen Punkt in Bezug auf beide Curven denselben Werth 
hat, so ist auch der nächstfolgende Punkt beiden Curven 
noch gemein. 

49. Wenn die betrachteten Curven drei auf einander folgende 
Punkte gemein haben, so ist ^ . ? und das erste GliedS 

der für y — y" entwickelten Reihe ist — J jJ) j-~; 

da es sein Zeichen mit h wechselt, so durchsetzen sich die 
Curven in dem gegebenen Punkte. Und allgemein, wenn der 
Ausdruck von y — y" mit einer geraden Potenz von h be- 
ginnt, so dass er mit h das Zeichen nicht wechselt, so be- 
rühren sich die Curven ohne sich zu schneiden ; wenn aber 
derselbe Ausdruck mit einer ungeraden Potenz von h beginnt, 
so dass er mit 7t das Zeichen wechselt, so berühren sich die 
Curven und schneiden sich zugleich in dem betrachteten 
Punkte. Ein Beispiel hierzu ist aus der Construction des 
Kreises bekannt, welcher in einem gegebenen Punkte einen Ke- 
gelschnitt osculiert; derselbe hat im Allgemeinen dreiPunkte mit 
der Curve gemein und durchsetzt daher dieselbe (vergl. 
„Kegelschn.“ Art. 247.); in den Endpunkten der Axen 
des Kegelschnitts hat aber der osculierende Kreis vier auf- 
einander folgende Punkte mit der Curve gemein und berührt 
sie daher ohne sie zu schneiden. Dieselbe Untersuchung 
bleibt für den Fall gültig, wo eine der Curven eine gerade 
Linie ist. Die Tangente in einem Inflexionspunkt und allge- 


* 
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meiner jede Gerade, welche eine ungerade Anzahl aufeinander 
folgender Punkte mit der Curve gemein hat, durchsetzt die 
Curve an der betreffenden Stelle; in Bezug auf eine Tangente 
dagegen, welche eine gerade Zahl aufeinander folgender 
Punkte mit der Curve gemein hat, liegt die Curve in der 
Nachbarschaft des Berührungspunktes ganz auf einerlei Seite 
der Tangente. 


50. Die Axe y = 0 ist eine dreifache Tangente, wenn die 
ihre Schnittpunkte mit der Curve bestimmende Gleichung von 
der Form 


P(x- a y ( x - iy (x — cf (x — d) . . . = 0 


ist; eine solche Tangente kann offenbar bei einer Curve von 
geringerer als der sechsten Ordnung nicht auftreten. Nach 
der Weise des Art. 40. unterscheiden wir vier Arten von 
dreifachen Tangenten, je nachdem die Berührungspunkte 
sämmtlich reell und verschieden sind, oder zwei derselben 
nicht reell sind, der dritte reell, oder alle drei in einem 
Punkte vereinigt. Das Letztere findet statt unter Voraus- 
setzung der Gleichungsform P (x — a)* (x — b) ... = 0 und 
die Axe schneid et die Curve in vier aufeinander folgenden 
Punkten. Man nennt den Berührungspunkt einer solchen 
Tangente einen Undulationspunkt. In derselben Weise 
sind vielfache Tangenten höherer Ordnungen und insbeson- 
dere auch Undulationspunkte höherer Ordnungen möglich, 
die letztem da, wo eine gerade Linie mit der Curve mehr 
als vier auf einander folgende Punkte gemein hat. Cramer 
nannte die Punkte, in denen die Tangente eine ungerade Zahl 
aufeinander folgender Punkte mit der Curve gemein hat, 
Punkte sichtbarer Inflexion und unterschied von ihnen die 
Undulationspunkte oder Points de Serpentement, welche 
für das Auge von gewöhnlichen Punkten der Curve nicht 
wesentlich verschieden sind. 



51. Wir haben bisher nur den Fall erläutert, wo der 
Anfangspunkt der Coordinaten ein vielfacher Punkt oder eine 
der Axen eine vielfache Tangente ist; die Form der Gleichung 
kann aber auch die Existenz vielfacher Punkte und Tangen- 
ten von allgemeiner Lage anzeigen. 
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I. Wenn die Gleichung von der Form 

a (p -j- ß il> = 0 

ist, wo a , ß lineare Functionen der Coordinaten und <p, il> 
beliebige Functionen derselben sind , so ist a = 0, ß = Q 
ein Punkt der Curve. Die Tangente derselben in diesem 
Punkte hat die Gleichung aqi -)- ßt/j' — 0, wenn wir mit 
<p und t// die Werthe bezeichnen , die die Functionen <p und 
4> für den Punkt « = 0, ß = 0 anuehmen. Denn die (« — 1) 
Punkte, in denen eine beliebige Gerade a — Jcß = 0 durch 
den gedachten Punkt die Curve ferner schneidet, erhalten 
wir durch Substitution aus einer Gleichung von der Form 

ß {k(<p' + Mß + Nß*+.-) + W + M'ß + N'F + ...)} = 0; 

und es muss daher iq> -f- ip' = 0 sein, damit noch eine zweite 
Wurzel dieser Gleichung den Werth ß — 0 habe. Die Glei- 
chung der Tangente a <p' -|- ß i// = 0 entsteht aus dieser Be- 
dingung durch die Einsetzung des Werthes von k gleich ~ . 

II. Die durch 

aßya... = a,ß l y i d l ... 

dargestellte Curve geht durch die Punkte ct = 0, a, = 0; 
« = 0, /3, = 0; « = 0, j',=0;etc. /? = (), /J, = 0; 

ß = 0, y, = 0; y — 0, y, = 0, . . ., etc. 

III. Wenn die Gleichung von der Form 

« <p ß * iß = 0 

ist, so ist (vergl. „Kegelsehn.“ Art. 272.) a = 0 die Glei- 
chung der Tangente im Punkte « = 0, ß = 0; weil zwei 
von den ^ Punkten hier zusammenfallen, in denen diese 
Linie die Curve schneidet. Wenn <, < 2 t- A . . t n -f- ß 'qs — 0 die 
Form der Gleichung der Curve ist, so sind t { =0, t. 2 = 0, etc. 
die Gleichungen ihrer Tangenten in den Punkten, in welchen 
die Gerade ß = 0 die Curve schneidet. Die Form dieser 
Gleichung zeigt, dass für alle die Tangenten einer 
Curve « lcr Ordnung, deren Berührungspunkte in 
einer Geraden liegen, die sämmtli dien übrigen 
Schnittpunkte mit der Curve in einer Cur ve (w—2) lcr 
Ordnung 9 = 0 enthalten sind. 
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IV. Wenn wir für die Gleicliungsform 

«-> -f- aßil> +- ß^X = 0 

die Schnittpunkte mit irgend einer den Punkt a — 0, ß — 0 
enthaltenden Geraden aufsuchen, so ergiebt sich, dass stets 
zwei derselben mit dem Punkte « = 0, ß — 0 zusammen 
fallen und somit, dass dieser Punkt ein Doppelpunkt der 
Curve ist. Genau so wie in I. oben und in Art. 37. folgern 
wir dann, dass die Tangenten der Curve in diesem Doppel- 
punkt durch die Gleichung 

cpqf -J- aßip' -j- ß 2 x' = 0 

dargestellt werden, sobald unter q>', ii> , % die Wertlie ver- 
standen sind, welche die Functionen ip, % respective für 
die Coordinaten des Punktes « = 0, ß = 0 erhalten. 

V. Ebenso stellt die Gleichung von der Form 

a 3 q> -(- a^ßip -|- aß 2 x ß 3 a — 0 

eine Curve mit einem dreifachen Punkt in « = 0, ß = 0 dar 
und die drei demselben entsprechenden Tangenten sind unter 
Beibehaltung der vorigen Bezeichnungen durch 

a 3 cp’ -f- u 1 ßi> -f- aß*x -f- ß 3 a' — 0 

gegeben. 

VI. Wenn die Gleichung einer Curve die Form 

cctp -(- ß l y' l iß — 0 

hat, so ist « = 0 die Gleichung einer Doppeltangente der- 
selben; ihre Berührungspunkte liegen in den Geraden ß = 0, 
y — 0 respcetive. 

VII. Eine Gleichung von der Form 

uq> -(- ß 3 il> = 0 

macht eine Tnflexionstangente a = 0 ersichtlich , deren Be- 
rührungspunkt in ß = 0 gelegen ist. 

52. Wir wollen den letzten Artikel zuerst dadurch er- 
läutern, dass wir zeigen, wie die Gleichung der Curve die 
Natur ihrer unendlich entfernten Punkte zu untersuchen 
gestattet. 

Wir schreiben die allgemeine Gleichung wie in Art. 26. 
mit 3 = 0 als der unendlich fernen Geraden 

«<"> -(- 3 -f- 3 2 -f- • • ■ = 0, 
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und erhalten somit die n unendlich fernen Punkte der f’urve 
durch die Substitution 2=0, d. li. aus der Gleichung «("»=0. 
Lösen wir dieselbe nach y : x auf, so erhalten wir die Asym- 
ptoten - Richtungen der Curve als die Richtungen von n 
Geraden aus dem Coordinaten - Anfang in der Form 

(</ — m, x) (y — tn, x) (y — m 3 x) ... iy — »»„ x) = 0. 

Eine Curve n Wt Ordnung hat im Allgemeinen n Asymptoten, 
die Tangenten in den n Punkten, in denen die unendlich 
ferne Gerade »,=0 sie schneidet. Die Gleichungen derselben 
bestimmen wir wie folgt, nachdem die Gleichung «(") = 0 
für y : x aufgelöst worden ist. Es ergiebt sich aus III. des 
letzten Artikels, dass für eine auf die Form t n -\- z- yi =0 

reducierte Gleichung f,=0,... die n Asymptoten reprä- 
sentieren; die gegebene Gleichung 

(t/ — m l x) (y — tn.jx) ••••-)- -)- ■ • ■ = 0 

kann aber immer in die Form 

(y — wt, x -f- X\Z) ( y — m t x -(- A 2 s) ■ ■ • • = z-q> 

übergeführt werden, da die Glieder vom w" - " Grade in x 
und y für beide Gleichungen dieselben sind und die n Con- 
stanten A, , A 2 , . . . in der zweiten; so bestimmt werden 
können, dass die «Glieder vom Grade (»t — 1) in beiden 
gleichfalls übereinstimmen. Wir wenden zu grösserer Deut- 
lichkeit die Methode auf ein Beispiel an. Die Gleichung 

(a;+f/)(2 )(3 x-\-y)-\- 11 x--\-llx y-\-2 12 x-{- 1 0 1^{-36=0 

werde in die Form 

{x+y+l^x+y + X^Zx+y+XJ+Ax+By+C — 0 
gebracht. Dann gelten für die Bestimmung der A, die drei 
Gleichungen 

GA,+3A 2 -f2A 3 =17, 5A, — |— 4 A. 2 — 3 A 3 = 11, A, -|-A 2 -f-A 3 = 2 
und wir erhalten die gewünschte Form in 
(x+y+4) (2x-\-y — 3) (3a: + s/+l)-f 43x+21?/-f 48 = 0. 

Wir bemerken noch , dass die Werthe A,,A 2 ,A 3 die Identität 
erfüllen 4 

na^ + llgy+gy« A, , A» , A, 

(.0.'+;/) (-x+V) (3<e+y) x+y ' Ix - fy _r 3x-fy 


Digitized by Google 



47 


und dass allgemein die Werthe von A , , X.,, . . . durch die Zer- 
legung des Bruches td"“ 1 * : in seine PartialbrQche erlialten 

werden. 

53. Wenn zwei Wurzeln der Gleichung «("< = 0 einan- 

der gleich sind (♦», = wt 2 ), so nimmt die allgemeine Glei- 
chung die Form ( y — m i x)' 2 — I) an, zwei der Schitt- 

punkte von z = 0 mit der Curve fallen zusammen oder die 
unendlich ferne Gerade berührt die Curve. Waren drei Wur- f 
zeln derselben Gleichung einander gleich, so hätte die unend- 
lich ferne Gerade drei zusammenfallende Punkte mit der Curve 
gemein oder berührte dieselbe in einem 1 iiilexionspunkt. 
Wenn in der allgemeinen Gleichung der Coeffieient von ?/" 
gleich Null ist, so geht die Axe der y durch einen Punkt 
der Curve im Unendlichen und wir erhalten nur eine Glei- 
chung vom Grade (» — 1 ) zur Bestimmung ihrer übrigen 
.Schnittpunkte mit der Curve. Wenn auch der Coeffieient 
von y H — 1 verschwindet, so ist die Axe der y eine Asymptote. 

Sind zwei Factoren von « |n) einander gleich und ist über- 
diess einer derselben ein Factor von so hat die Curve 

einen Doppelpunkt im Unendlichen, denn die Form ihrer 
Gleichung ist 

(t/ — m l x) 2 (p -f- (y — m , x) e il> -f- z 1 % = 0. 

54. Wie die singulären Punkte einer Curve im Allge- 
meinen gefunden werden können, wollen wir später ent- 
wickeln; hier wollen wir eine Auswahl von Beispielen zur 
Erläuterung der vorigen Artikel vereinigen, in denen die 
Existenz der singulären Punkte aus der Form der Gleichungen 
direct erhellt, um dadurch auf die Anwendung allgemeiner 
Methoden vorzu bereiten. 4 ) 

1. x 1 — ax 2 y-\- by 3 = 0. 2.x’ — '2ax t y + 2x t y t + ay 3 -(- = 0. 

In beiden Fällen ist der Anfangspunkt ein dreifacher Funkt; die Tan- 
genten desselben im ersten Falle giebt die Gleichung ax 2 y = by‘\ im 
zweiten die Gleichung 2x*i/ — y*. Nach Art. 43. kann keine dieser 
Curven einen andern vielfachen Punkt haben. 

3. ay a — x s + 6x* = 0. Der Anfangspunkt ist ein Doppelpunkt, 
dessen Tangenten durch die Gleichung ay 2 + bx * <=» 0 bestimmt sind, 
für das positive Zeichen also ein conjugierter Punkt. 

4. (x* — o*)* = ay* (2y -f- 3o) oder 

(x — o)* (x -f- a)* =*» ay * (2 y'-f- 3a). 
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Hier sind offenbar x — a = 0, y — 0 und a; -|- a = 0, y — 0 Doppel- 
punkte. Um die bezüglichen Tangenten zu erhalten , machen wir zuerst 
x=0, y = 0 in den Factoren von (x — n) 8 , i/ 8 und erhalten i(x — a) 8 =3j/ 8 ; 
und in der nämlichen Art l'ür die Tangenten im andern Doppelpunkt 
4 (x -J- a) 8 = 3 y*. Die Curve hat aber einen dritten Doppelpunkt, dessen 
Existenz aus der äquivalenten Form 

x 8 ( x 8 — 2<i 8 ) = a (2 y — a' (y -f- o) 8 
ersichtlich wird; es ist der Punkt x — 0, y -j- a = 0 und die Tangen- 
ten in demselben sind durch 2a: 8 = 3 (y «) 8 gegeben. Nach Art. 42. 
ergiebt sich, dass die Curve ausser den bisher nachgewiesenen keine 
andern singulären Punkte haben kann. 

6. ( by — cx)* — (* — a) 5 . Der Punkt by — ex = 0, x — a = 0 ist 
eine Spitze von der besonderen Art, dass die entsprechende Tangente 
die Curve in ihm in fünf einander folgenden Punkten schneidet. 

6. x* (x -f- b) = a 3 j/ ! . Der Anfangspunkt ist ein Doppelpunkt, 

dessen Tangente die Curve in vier auf einander folgenden Punkten 
schneidet; die Curve hat auch einen dreifachen Punkt im Unendlichen, 
für welchen die nuendlich ferne Gerade ihre einzige Tangente ist. 
Die Gerade ,-r -f- = « berührt die Curve, wo sie die Axe der .t schnei- 

det und auch in einem unendlich entfernten Inflexionspunkt. 

7. -|- a: s ? -f- a: s 3 — 0. Die von den Wurzeln befreite Glei- 
chung wird 

(a:, 8 -f- x t * + x 3 8 ) 3 ==-27a: 1 8 a^ 8 a; 3 8 

und in dieser Form ist die Existenz von sechs Spitzen offenbar, denn 
jeder der Punkte, wo x { — 0, xf -|- *** =■ 0 schneidet, ist ein Doppel- 
punkt mit der einzigen Tangente x t — 0; aber diese Spitzen sind 
8Ümmtlich nicht reell. Die Curve hat auch vier Doppelpunkte, näm- 
lich die Punkte 

x, + .r, = o, z, + aj = 0; 

denn setzt man x t ^fx, =M, x s ^fx, = r, also x t = u±x ,, a- ä = ej;a:,, 
so erhält die Gleichung durch Substitution die Form -T uv tp -f- v*x = 0. 
Die Tangenten in den Doppelpunkten werden also durch die Gleichung 
m 8 Hh uv -)- r 8 = 0 bestimmt und die fraglichen Doppelpunkte sind so- 
mit conjugierte Punkte; in der That sind sie die einzigen reellen 
Punkte der Curve. 


III. Abschnitt. 

Von der graphischen Darstellung der Cnrven. 

55. Es erscheint zweckmässig, einige Beispiele von der Art 
zu geben, in welcher die Figur einer Cnrve aus ihrer Gleichung 
ermittelt werden kann. Wenn ein bestimmter Werth a von einer 
der Variabein x gegeben ist, so kann die aus seiner Substitution in 
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die Gleichung der Curve entspringende numerische Gleichung 
für y aufgelöst werden — wenigstens durch Annäherung — 
und sind damit die Punkte bestimmt, in denen die gerade 
Linie x =*= « die Curve schneidet. Durch Wiederholung dieses 
Verfahrens für verschiedene Werthe von x erhält man eine 
Anzahl von Punkten der Curve, und durch Verbindung der- 
selben durch einen stetigen Zug eine Idee von der Gestalt 
derselben. Indem wir die Werthe von x speciell beachten, 
welche die Werthe von y oder einige derselben imaginär 
machen, können wir die Existenz von Ovalen erkennen oder 
bestimmen, ob die Curve in irgend einer Richtung begrenzt 
ist. Wir haben früher (Art. 52.) gezeigt, wie die Existenz 
unendlicher Aeste in der Curve zu untersuchen ist und wie 
ihre Asymptoten zu bestimmen sind; und wir werden im 
nächsten Kapitel zeigen, wie ihre vielfachen und ihre In- 
flexionspunkte zu finden sind. Nach Art.. 48. giebt der Werth 

von in jedem Punkte die Richtung der Tangente in diesem 
Punkte an und indem wir die Punkte aufsuchen, für welche 
den Werth Null oder den Werth Unendlich erhält, so 

sind das diejenigen Punkte, in denen die Curve parallel 
läuft zur Axe der x oder der y respective. 


Wir müssen dabei streben, von allen Vereinfachungen 
Vortheil zu ziehen, welche die Gleichung der Curve gestattet. 
Wenn wir z. B. das Büschel der zu einer Asymptote paral- 
lelen Geraden betrachten, oder das Büschel der Geraden 
durch einen schon bekannten Punkt der Curve, so wird die 
Gleichung, welche die andern Schnittpunkte s jeder dieser 
Geraden mit der Curve bestimmt, von einem um Eins nie- 
drigeren (irade als die Ordnungszahl der Curve ist. Zeigt die 
Gleichung, dass die Curve einen Doppelpunkt oder einen an- 
dern vielfachen Punkt hat, so ist es von Vortheil, das Bü- 
schel der durch diesen Punkt gehenden Linien zu benutzen, 
weil die fragliche Gleichung dann um zwei Dimensionen 
erniedrigt wird. 


Es giebt kaum eine für das Studium nützlichere Uebung 
als das Zeichnen von Curven, insbesondere solcher Curven, in 
deren Gleichung ein Parameter oder mehrere Parameter auf- 

Salmon, Höhere Curven. 4 
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treten, welche eine Reihe verschiedener Werthe zulassen. 
Im Fall eines einzigen Parameters kann derselbe als eine in 
der dritten Dimension des Raumes gemessene Ordinate s be- 
trachtet werden, so dass die Aufgabe der Zeichnung der 
Curvcn als die der Darstellung einer Reihe von Parallel- 
schnitten einer krummen Fläche angesehen werden kann. 

Einige Eeispiele müssen hinreichen 5 ). 

J. x 1 — ax , y + = 0. (Bcisp. 1. , Art. 64.) Da der Anfangs- 

punkt der Coordinatcn ein dreifacher Punkt ist, 
so betrachten wir das durch ihn gehende Strahlcn- 
büsehel, d. h. wir setzen y — mx und erhalten 
x = in (a — b >»*) , eine Function, welche für von 
0 bis oo wachsende in von 0 fiir in —0 zu einem 
Maximalwcrth bei o — 3 6m* = 0 ansteigt, um 
dann abzunchmcn und für a — b m* = o zu ver- 
schwinden, und die mit weiter wachsendem in stets 
wachsende negative Werthe erhält. Die Curve ist 
in Bezug auf die Axe der y offenbar symmetrisch. 
Die Figur stellt sie also dar. 

2. (.r ! — «*)* = ay"- (3 a -f- 2y). (Beisp. 4., Art. 54.) Es ist 

x t — a t + (3 a -F 2y)}. 

Die Curve ist also zur Axe der y symme- 
trisch und hat auf jeder Seite derselben zwei 
den beiden Zeichen der Wurzel entsprechende 
Aeste, für welche, soweit sio reell sind, die 
Linien x = ± a Symmetrieaxen für die Rich- 
tung der x sind. Beide Aeste schneiden 
sich für y = 0 und geben daher in den Punk- 
ten x = j; a zwei Doppelpunkte der Curve. 
Mit positivem wachsenden y wächst die Wurzel unbegrenzt, es wach- 
sen also auch die dem (sinen Aste jeder Seite entsprechenden Werthe 
der x ohne Ende; indes» diu dem andern Aste jeder Seite entsprechen- 
den abnehmen und den Werth Null erreichen für n* = 3o*y* -f- 2a;/ 3 , 
nämlich für 2y — <t als die einzige positive Wurzel dieser Gleichung; 
über den Werth y = \a erhebt sich die Ordinate dieses Astes nicht 
auf der positiven Seite. Für negative Werthe von y erreicht die Wurzel- 
ihren Maximalwerth bei y -f- « = 0. Das eine Paar der Aeste schneidet 
sich in einem Doppelpunkt in y — — a, das andere erreicht den Maxi- 
malwerth seiner Ahscisse für dieselbe Ordinate. Den Werth 3a-(-2i/ — 0 
kann keine überschreiten. Die Figur giebt also die Curve richtig an. 

Diese Curve kann als Beispiel der Behandlung in projcctivischen 
Coordinaten dienen. Wenn man die Doppelpunkte als die Fundamental- 
punkte — den in der Axe der y als A , — f' und den Schwerpunkt des 
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von ihnen gebildeten Dreiecks als Einheitpunkt wählt, so geben die 
Schlussformeln des Art. 23. für die zum Uebergang von den Cartesischen 
zu projectivischen Coordinaten dienenden Transformationen die folgen- 
den Ausdrücke: 

« (x, — 2 ,) — ax. 

x = — — r— • V = — i r 

Xl + Xt + Xs *i+Ii+!C| 

Durch dieselben geht die Gleichung der Curve über in 

16X|*x,* + 16«, #(2, (®, + x a ) -f- ,r t * («,* -)- x,’ + 10«, x,) = 0. 

Aus derselben bildet man (Art. 51.) die Gleichungen der Tangenten- 
paare in den Doppelpunkten 

x,* -f- lßx,x, -+■ 16«,* = o, 

*,* -f 10 x,x 3 + x,* = 0, 

10 .x, 1 -)- 16 x, x, 4- x f * = 0 . 

Für jeden Strahl x, = px, erhält man die zwei nicht iu den Doppel- 
punkt fallenden Schnitte aus 

x,* (p« -f 10p + 1) + 16x,x,p (ft + 1) + 16 , 1 * 2 ,* = 0. 

3. Wenn die Basis eines Dreiecks gleich 2 c und das Product der 
beiden andern Seiten desselben gleich 
»n* gegeben ist, so ist der Ort der 
Spitze das Oval von Cassini, dessen 
Gleichung für den Anfangspunkt der 
Coordinaten im Mittelpunkt der Basis 
durch 

(x* 4- 2/« — c*)* — 4 c* 2 * - m' 

ausgedriiekt ist. Die Figur giebt die 
Gestalt der Curve für verschiedene 
Wcrthe von m; die stark eingezeichnete Linie für m — c ist die Lem- 
niscate von Bernoulli, für m <( c besteht die Cassini’sche Curve aus 
zwei conjugierten Ovalen, die von der Lemniscate umschlossen sind; 
m )> c giebt ein die letztere umschliessendes Oval. 

4. Wenn in einem um den festen Punkt 0 sich drehenden Strahl 
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Fi#. 20. 


von Beinern Schnittpunkt mit einer festen Geraden MN aus eine Strecke 
KP — KP' von constanter Länge nach beiden Seiten abgetragen wird, 
so ist der Ort von P die Conchoide des Nikomedes; von diesem Geo- 
meter construiert, um das Problem der Bestimmung von zwei mittleren 
Proportionalen zu lösen. Fiir OA=*=p,KP — m ist ihre Polarglei- 
chung (p + »») cos m = p und die Gleichung in rechtwinkligen Coordi- 
naten »n*y* = (p — y)* tx* -f- y’). Die gerade Linie MN berührt die 
Curve in einem singulären Punkt in unendlicher Ferne und hat dort 
vier aufeinander folgende Punkte mit ihr gemein. Der Punkt O ist 
ein Doppelpunkt, dessen Tangenten die Gleichung + — »P)jP — 0 

bestimmt; insbesondere also ein Knotenpunkt, ein conjngierter Punkt 

oder eine Spitze, je nachdem ist. in der Figur repräsentiert 

die volle Linie den Fall j»>p, die punktierte den Fall m < p. 

5. Der gleichgebildete Ort für einen festen Kreis und einen festen 

Punkt in ihm ist Pascal’s 
Schnecke (Lima^on). Ihre 
Polargleichung ist 

<t — p coso» i vi ; 
die Gleichung in recht- 
winkligen Coordinateo 
(x* -f- y 2 — prr) f = )« ! (x'-f-y*). 
Der Anfangspunkt der Co- 
ordinaten ist ein Doppel- 
punkt und zwar ein Knoten- 
punkt oder ein conjngierter 

Punkt, je nachdem p ^ m 

ist; für p = in wird er zur 
Spitze uud die Curve hat 
die Herzform und wirdCar- 
d io ide genannt.- Sie ist in 
der Figur stark und voll 
eingezeichnet; die beiden 
punktierten zeigen die For- 
men, welche den Fällen p > m und p < m respoctive entsprechen. 

0. (x* — n*)* -f- (y l — J’)’ = c* mit b <^ a. Für c = 0 besteht die 
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Fisr. 21c. 



Fig. 21u\ 




Curvo aus den vier conjugicrteu Punkten 
*= + «, ij — + b. Die Figuren zeigen 

die Fülle: a) c < 6; b) c = 6; c)c^ ( ^; 

d)c = o; e)c>a aber < + &'); 

f) c = ^(a' + 6 1 ). Für noeh grössere Werthc 
von c hat die Curve eine ähnliche Form, 
wie in diesem Falle, aber ohne den con- 
jugierten Punkt im Anfangspunkt der Co- 
ordinaten. Giir c = n = 6 zeriällt sie in die zwei Ellipsen , wie in 
Fig. 22. 

56. Wir kehren noeh mit einigen Betrachtungen zu dem 
Falle zurück, dass der Anfangspunkt der Coordinaten ein 
singulärer Punkt der Curve ist. Es ist dann für die Unter- 
suchung seiner Natur oft zweckmässig, y in eine nach stei- 
genden Potenzen von x geordnete Reihe zu entwickeln; denn 

wenn die Gleichung in die Form y— Ax“-\- BxP -| mit « als 

dem kleinsten bei x auf tretenden Exponenten gebracht ist, so 
wissen wir, dass in der Nachbarschaft des Anfangspunktes 
die Curve sich der leicht zu construierenden Curve y = Ax° 
anschliesst. Um eine solche Entwickelung zu vollziehen, 
können wir ein von Newton angegebenes Verfahren am 
besten in der folgenden Form benutzen"). Wir setzen in der 
Gleichung y = Ax a und bestimmen die positive Grösse « 
durch die Bedingung, dass die Exponenten von zwei oder 
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mehreren Gliedern gleich und kleiner als der Exponent jedes 
andern Gliedes sind; diess kann durch Versuche geschehen, 
indem man die Exponenten jedes Paars von Gliedern gleich- 
setzt und bemerkt, ob der resultierende Werth von « positiv 
ist und ob die gleichen Exponenten nicht grösser sind als 
der Exponent eines andern Gliedes. Hat man so « gefunden, 
so bestimmt man A, indem man die Grösse gleich Null setzt, 
welche die Glieder mit gleichen Exponenten multipliciert. 
Dann kann, wenn es nöthig wäre, die Entwickelung durch 
die Substitution von y — Ax a -f- BxJ fortgesetzt werden, in 
der A und « die vorher gefundenen Werthe haben und ß 
und B durch ein ähnliches Verfahren bestimmt werden. Ist 
z. B. die Curve durch x 3 -\-y 3 — 'daxy=0 dargestellt, wo der An- 
fangspunkt der Coordinaten ein Doppelpunkt ist mit den beiden 
Axen als seinen Tangenten, so wird die Gleichung für y—Ax tt 

x 3 -f- A : hß a — 3 aAx*+ l = 0. 

Setzen wir versuchsweise 3 = 3«, um zwei Exponenten gleich 
zu machen, so wird « = 1 und die gleichen Exponenten 
werden grösser als der Exponent « -{- 1 des andern Gliedes ; 
dieser Werth ist daher zu verwerfen. Setzen wir .dann 
3 = « -(- 1 , « = 2 , so macht diess die gleichen Exponenten 
kleiner als den Exponenten des andern Gliedes. Die Glei- 
chung wird (1 — ckvl) x 3 -)- A x x H — 0 und indem wir A so 
bestimmen, dass der Coeffieient von x 3 verschwindet, erkennen 

wir, dass die Gleichung der Curve in der Form y — x J -f- ■ • • 

dargestellt werden kann, in welcher alle andern Glieder von 
höherem als dem zweiten Grade sind; und dass also die Form 
des einen Astes der Curve im Anfangspunkt sich an die 
Parabel 3 ay — x 1 anschliesst. Wir finden aber drittens 
durch Gleichsetzung der Exponenten 3 « und « -f- 1 den 
Werth « = | , für welchen auch die gleichen Exponenten 
die niedrigsten werden; da die Coefficienten dieser Glieder 
A 3 und — 3a A sind, so ergiebt sich A = ]/3a und der Ast 
ist y = /(3 a) x\ -j- • • •, so dass seine Form in der Nachbar- 
schaft des Anfangspunktes sich der Parabel iß — 3 ax nähert. 
Es ist für den gegenwärtigen Zweck nicht nöthig, wenn es 
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aber wünschenswert wäre, die Entwickelung fortzusetzen, 
so würden wir y — * a x- -f- Bxf substituiren ; die niedrigsten 

Glieder wären dann ' . afi 4- — x 4 +f* — 3alijrf+ l — 0. Wir 
27a a 1 3 a* 

können daun die Exponenten zweier Glieder gleich und kleiner 
als den Exponenten des dritten Gliedes durch ß — 5 machen, 

und es wird Ji = 1 , . Durch das Vorige ist aber gezeigt, 


dass die Verzeichnung der beiden Parabeln 
3 ay — x 1 und y 1 — iax in der Nachbarschaft lf ‘ g ' 23, 
des Anfangspunktes die Gestalt der zu construie- j 
renden Curve näherungsweise giebt. 


57. Dasselbe Verfahren führt zu einer Be- \ 
Stimmung der unendlichen Aeste der Curve. Wir 
entwickeln y nach absteigenden Potenzen von x und machen 
nachher bei dem entwickelten Vorgänge die gleichen Expo- 
nenten grösser als den Exponenten jedes andern Gliedes. So 
haben wir in dem vorher gegebenen Beispiel durch die Gleich- 
setzung 3 = 3a, a — I und die entsprechende Coefficienten- 
verbindung A 3 -f- 1 ; indem wir uns auf 
den reellen Werth für A beschränken, 
setzen wir ferner y — — x -f- BxP und 
finden in gleicher Weise ß = 0, li — — a, 
somit den Ausdruck y — — x — a -f- • • •, 
aus welchem wir sehen, dass x-f -y-\-a=0 
eine Asymptote ist. Die Gestalt zeigt die 
beistehende Figur. 
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58. In dem Falle der einfachen Spitze, von welcher wir 
in Art. 39. ein Beispiel hatten, liegen die beiden in ihr zu- 
sammentreffenden Aeste auf entgegengesetzten Seiten der 
gemeinschaftlichen Tangente und ihre Couvexitäten sind 
einander zugewendet. Aber es giebt eine Spitze, die aller- 
dings eine Singularität höherer Ordnung ist, bei welcher die 
beiden Aeste auf derselben Seite der Tangente liegen. So 
giebt z. B. die Gleichung in ( ay — x-)' 2 = x b für alle posi- 
tiven Werthe von x reelle Werthe von y\ und wenn wir die 

Gleichung in der Form ay — x- + schreiben, so wird 
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ersichtlich, dass für kleine Wertlie 
i von x, als für welche das zweite Glied 

/ der rechten Seite kleiner ist als das 

erste, beide Wertlie von y positiv sind, 

x — so dass beide Aeste auf der obern 

Seite der Axe der x als ihrer Tangente 
liegen — wie es die beistehende Figur zeigt. 

Wir haben in Art. 40. gesehen, dass gewöhnliche viel- 
fache Punkte höherer Ordnung als aus der Vereinigung einer 
Anzahl von Doppelpunkten hervorgeheud betrachtet werden 
können. Cayley hat weiter gezeigt 7 ), dass jede höhere 
Singularität angesehen werden könne als äquivalent einer ge- 
wissen Zahl einfacher Singularitäten: Knotenpunkt, gewöhn- 
liche Spitze , Doppeltangente und Inflexion. So ist eine 
„ e Spitze der hier besprochenen Art äqui- 

/ valent einem Knoten, einer Spitze, 

— Z T~~7~- ' — einer Doppeltangente und einer In- 

flexion, wie es von der beistehenden 

Figur aus verfolgt werden kann, indem man Knotenpunkt 
und Spitze sich vereinigen lässt. 


IV. Abschnitt. 

Pole und Polaren. 

59. Die Methode, welche wir nun an wenden wollen , um 
die Bedingungen zu untersuchen, unter welchen eine Curve 
vielfache Punkte oder Tangenten hat, und um die Lage der- 
selben zu erkennen, ist im Grunde genommen mit der für 
den Fall des Anfangspunktes früher Entwickelten identisch. 
Wir betrachten ein Büschel von geraden Linien, die von 
einem gegebenen Punkte ausgehen; wir bilden die Gleichung, 
welehe die Coordinaten der n Punkte bestimmt, in denen 
ein solcher Strahl die Curve schneidet, und mitersuchen die 
Bedingungen , unter welchen einer oder mehrere dieser Punkte 
mit dem gegebenen Punkte selbst zusammenfallen. Um die 
Coordinaten dieser n Punkte zu bestimmen, gebrauchen wir 
die in den „Kegelschn.“ Art. 110,321. entwickelte Methode 
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von Joachimsthal. Weil die Coordinaten jedes Punktes in 
der geraden Verbindungslinie zweier Punkte x[ und x? von 
der Form Ax/ -(- fix" sind, so bestimmen- wir die Schnitt- 
punkte zweier Geraden mit irgend einer Curve durch die 
Substitution dieser Werthe für die x, in die Gleichung der- 
selben und die Bestimmung derjenigen Werthe von A : ft, 
welche der resultierenden Gleichung genügen. Eine uoth- 
wendige Vorbereitung der Untersuchung ist die sorgfältige 
Discussion der Functionen , welche sich bei dieser Substitution 
darbieten. 

Wenn wir in einer homogenen Function U vom n' m 
Grade in den x, für X* den Werth Ax< -j- fix,’ einsetzen, so 
folgt aus dem Taylor 'sehen Satze, dass U der Coefficient von 
A" ist und dass der Coefficient von A” -1 ft sein wird 


dU 

dx t 


+ 


dU , ,dU 
dx , ""l - X '-' dx 3 


oder x( U t -j- x 2 U 2 + xi U 3 , 


wenn wir die Abkürzung U> für den Differentialquotienten 
von U nach Xi gebrauchen. Wir wollen das Symbol A zur 

Bezeichnung der Operation x/ j- -|- x 2 ’ - -{- x! — an- 

(lU / 1 (tv ' (IJC-, j 

wenden und können damit den Coefficienten von A’ ,_, fi in 
der Form A U schreiben. In analoger Art ergiebt sich der 
Coefficient von 


A-V gleich i {x/* g + x,'* + x? g 

+ 2 « £k + 2x ^' + 2 < x * dlkk 


oder mit Uu als Symbol für den zweiten Dilfereutialquotieu- 
ten nach x, und X* 

i { x i 2 U n -\-x i ' 1 U n +x 3 i U 3i - f 2xj'x.,' U n +2x 3 x l ’ U 3l 

4-2x 1 'x 2 'U ij }; 

wir können ihn aber auch in der symbolischen Form 

i (*»' d dx x + **' ix, + *>' 'L) lU oder * A?C/ 
darstellen. 

In gleicher Weise wird der Coefficient von A n— 3 ft ’ 1 in 
der Entwickelung - a A 3 U und so fort; der letzte Coef- 
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ficient ist — A n U. Es ist aber aus der Symmetrie 

1 . 2 . . . n 

der Substitution evident, dass dieser mit U' übereinstimmen 
muss und dass allgemein die Coefficienten von zwei ent- 
sprechenden Gliedern der Entwickelung wie X a p'', k h p" nur 
durch den Wechsel der gestrichenen und der ungestriclienen 
Variabein Xi unterschieden sein können; so dass also A n ~'U 
nur durch einen numerischen Factor von AU’ oder ■ ’ «-■ o( J* ■ 


x, u t ' + x. 2 u.; -f x 3 U 3 

und allgemein auch 


" u (*. ü ’ 


nur dmch einen solchen Factor verschieden sind. Wir wollen 
die letztere Function durch A v V bezeichnen, so dass der 
dem U beigesetzte Strich eben den Wechsel der gestrichenen 
und ungestrichenen Variabein audeutet. 

60. Die Curve (u — l) ,,,r Ordnung AU—0 wird die 
erste Polare des Punktes x[ in Bezug auf U — 0 ge- 
nannt; in derselben Art heisst A~U — 0 die zweite Po- 
lare, etc., so dass sich die Ordnung der auf einander fol- 
genden Polarcurven immer uin Eins vermindert und also die 
( n — 2) ,c Polare ein Kegelschnitt und die (« — l) l ° Polare 
eine gerade Linie ist. Nach der Schlussbemerkung des letzten 
Artikels sind die Gleichungen der Polargeraden und des Po- 
larkegelschnitts respective 


0. h + ** h + L) r - °. 

(*' ir + ** L ,' + *> y u “ 

Weil A 2 7/ erhalten wird, indem man die Operation A an 
der Function AU vollzieht, so ist die zweite Polare von x[ 
in Bezug auf U—0 zugleich die erste Polare desselben 
Punktes in Bezug auf AU = 0 ; und allgemein ist die m 10 
Polarcurve eines Punktes auch eine Polarcurve desselben 
Punktes in Bezug auf jede Tc ,e Polarcurve desselben Punktes, 
so lange m > 7c ist; denn man hat A* (A‘U) — A k+, U. 

Fiir einen Fundamentalpunkt, für welchen x( und x.,' 
verschwinden, reduciert sich die Operation A auf Differentiation 
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nach x 3 ; analog für die Cartesischeu Coordinaten. Wir 
denken die Cartesische Gleichung durch Einführung der Li- 
neareiuheit homogen gemacht, also in der Form 

u<°> z* -f u (1 > -|- n m z n -* -f • • • = 0 

geschrieben und finden ohne Schwierigkeit durch Diffe- 
rentiation nach z für die Gleichungen der Polarliuie, des 
Polarkegelschnitts, etc., des Anfangspunktes 

«H ,0) £-j-w (l) — 0, £ n (n — — 1) »<*>=0, etc. 

6t. Der Ort aller der Punkte, deren Polargera- 
deu durch einen gegebenen festen Punkt gehen, 
ist die erste Polare dieses Punktes. Die Gleichung 
der Polargeraden 

x, U,' + x 2 U 2 -f- x :i U 3 ' = 0 

drückt eine Relation zwischen den Coordinaten eines Punk- 
tes der Polarlinie und den Coordinaten */ des Pols derselben 
aus; dass die ersteren fest und gegeben und die letzteren 
variabel sind, drücken wir einfach durch den Wechsel der 
Accente oder Striche aus, so dass die Gleichung des frag- 
lichen Ortes 

x | i/| x 2 U 2 x 3 {/j = 0 

wird, die Gleichung der ersten Polare von x,'. 

Es giebt (n — 1)- Punkte, deren Polarlinien in Bezug 
auf U = 0 mit einer gegebenen Geraden zusammen fallen, 
oder wie wir abkürzend sagen wollen, jede gerade Linie 
hat in Bezug auf eine Curve n' cr Ordnung (n — l) 2 Pole, 
die gemeinschaftlichen Punkte des Büschels, welches die 
ersten Polaren ihrer Punkte bilden. Denn wenn wir zwei 
Punkte in der Geraden willkürlich wählen , so liegen die Pole 
der Geraden offenbar in der ersten Polare eines jeden von 
ihnen und sind somit die Durchschnittspunkte dieser Curven. 
Also haben die ersten Polaren aller Punkte einer geraden 
Linie (n — l) 2 gemeinsame Punkte, nämlich die (n — l) 2 
Pole der geraden Linie. 

ln derselben Weise erkennt man als den Ort der Punkte, 
deren Polarkegelsehnittfe durch einen gegebenen Punkt gehen, 
die zweite Polare des Punktes u. s. w. Wenn die Polar- 
gerade oder wenn irgend eine andere Polare eines Punktes 
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in Bezug auf eine gegebene Curve durch den Punkt selbst 
hindurchgeht, so liegt dieser Punkt auf der Curve. Denn 
wenn wir für die 3 :/ in die Gleichung der Polare die sub- 
stituieren , so wird sie mit der Gleichung der Curve identisch, 

d 

X ‘ J dx 3 

an einer homogenen Function dieselbe nur mit einem nurae- 


weil die Vollziehung der Operation x t + x t dx, 


rischen Factor behaftet. 

62. Wenn eine Curve einen vielfachen Punkt 
vom Grade k hat, so ist dieser Punkt ein vielfacher 
Punkt vom Grade (Je — 1) in jeder ersten Polare, 
vom Grade (Je — 2) in jeder zweiten Polare, u. s. w. 
Denn wenn wir den Fundamentalpunkt x, =0, x 2 = 0 in 
den vielfachen Punkt verlegen, so sind die in x x , x 2 nie- 
drigsten potenzierten Glieder in der Gleichung der Curve 
vom Grade Je, nämlich u x 3 n ~ k und weil bei der Bildung 
der ersten Polare nur die ersten Differentiale von U gebraucht 
werden, so sind die entsprechenden niedrigsten Glieder in 
ihrer Gleichung vom Grade (Je — 1) in x 2 , d. h. der be- 
trachtete Fundamentalpunkt ist vielfach im Grade (k — 1) 
in dieser; weil die Gleichung der zweiten Polare die zweiten 
Differentiale von U enthält , so treten x, , x 2 nicht niedriger 
als im Grade (k — 2) in ihr auf, u. s. w. 

Wenn zwei Tangenten der Curve im vielfachen Punkte 
zusammenfallen, so ist diese Gerade auch eine Tangente der 
ersten Polare. Denn das niedrigste Glied «**• ist von der 
Form a-Jjcd . . . mit a, 6, c, . als in x\, x 2 linearen 
Facforen; seine ersten Differentiale enthalten daher den Factor 
a, so dass derselbe auch ein Factor der entsprechenden nie- 
drigsten Glieder in der Gleichung der ersten Polare ist. All- 
gemeiner, wenn l Tangenten des vielfachen Punktes in der 
Curve zusammen fallen, so sind ( l — 1) derselben zusammen- 
fallende Tangenten im entsprechenden vielfachen Punkte der 
ersten Polare, ( l — 2) im entsprechenden vielfachen Punkte 
der zweiten Polare, u. s. w. Denn wenn # einen Factor 
Z len Grades enthält, so ist derselbe ein Factor der ersten 
Differentiale vom Grade (l — 1), ein Factor der zweiten Diffe- 
rentiale vom Grade (Z — 2), etc. s ) 
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V. Abschnitt. 

Allgemeine Theorie der vielfachen Punkte iiud Tangenten. 

63. Wir wollen die in Art. 59. entwickelte Methode zur 
Untersuchung der vielfachen Punkte und Tangenten einer 
Curve anwenden. Um die Schnittpunkte der Ourve U — 0 
mit der geraden Verbindungslinie der Punkte x[' zu fin- 
den, substituieren wir in die Gleichung derselben lx{ -f- ft x" 
■für Xj und erhalten dadurch zur Bestimmung der den Schnitt- 
punkten entsprechenden Werthe des Verhältnisses A : ft eine 
Gleichung A — 0, welche wir in der Form schreiben können 

A» ü' -f A— -‘ft A U' - f i A*~*ft*A* U' -f 0, 

wenn wir nämlich voraussetzen, dass in A U', etc. die xi‘ 
an Stelle der x t substituiert sind. Damit aber einer der 
Punkte ix/ -f- ft x-' mit dem Punkte x { zusammen falle, ist 
es offenbar liöthig, dass eine der Wurzeln der Gleichung 
A = 0 zu ft = 0 werde. Aber diess wird nicht der 

Fall sein, so lange nicht U’ = 0 ist; und es ist ausserdem 
evident, dass die Bedingung, unter welcher xi in der Curve 
liegt, die ist, dass die Coordinaten x( der Gleichung der 
Curve genügen. 

64. Es fallen aber zwei der Schnittpunkte der Geraden 
xi x" mit der Curve in den Punkt xi, wenn die Gleichung 
A = 0 durch ft 2 theilbar ist, d. h. wenn nicht nur U' — 0 
sondern auch A U’ — 6 ist; und weil die Verbindungslinie 
des Punktes x" mit dem Punkte xi die Curve in zwei mit 
dem Punkte xi zusammen fallenden Punkten nur schneiden 
kann, wenn x" auf der in xi an die Curve gehenden Tan- 
gente liegt (oder auf einer der Tangenten, falls deren meh- 
rere möglich sind), so erkennen wir, dass die Gleichung 

U t ’ + x 2 U.i -)- x 3 U-i = 0 

diese Tangente darstellt, dass es also im Allgemeinen in 
jedem Punkte der Curve nur eine Tangente giebt, von wel- 
cher die eben geschriebene die Gleichung ist und dass 
die Polargerade eines Punktes der Curve un-d die 
Tangente der Curve-in diesem Punkte identisch sind. 
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Alle die andern Polarcurven desselben Curven- 
punktes x( berühren dann die Curve in diesem 
Punkte. Denn in Art. 61. ward bewiesen, dass die Polar- 
gerade eines Punktes in Bezug auf die Curve U = 0 auch die 
Polargerade desselben Punktes in Bezug auf alle seine Polar- 
curven ist; da also die Coordinaten x! der Gleichung einer 
jeden Polarcurve genügen (Art. 61.), so fällt auch die Polar- 
gerade dieses Punktes in Bezug auf jede derselben mit seiner 
Tangente zusammen. 

65. Die Berührungspunkte der aus einem beliebigen 
Punkte an die Curve gezogenen Tangenten liegen in der 
ersten Polare des Punktes in Bezug auf die Curve. Diess 
ist ein Specialfall von dem in Art. 61. Bewiesenen und kann 
direct in derselben Art begründet werden. Wir sahen, dass 
die Gleichung der Tangente der Curve U — 0 im Punkte 
Xj durch 

x t Uf X -2 J/j -f- x 3 I /3 = 0 

dargestellt ist und erhalten durch die Vertauschung der 
accentuierten und der nicht accentuierten Variabein, d. h. 
durch die Annahme, dass die Coordinaten eines beliebig ge- 
wählten Punktes der Tangente bekannt und die des Berüh- 
rungspunktes unbekannt seien, für den Ort des Letzteren die 
Gleichung 

x 1 U ] -j- -f- U$ = 0 . 

Die Curve und ihre erste Polare durchschneiden einander in 
n (w — 1) Punkten und da in jedem derselben die Bedingungen 
U— 0, AU = 0 erfüllt sind, so sehen wir, dass von 
einem gegebenen Punkte aus. n (n — 1) Tangenten, 
an eine Curve w ler Ordnung gehen; oder auch („Kegel- 
sehn.“ Art. 382.), dass die lteciproke einer Curve 
n' n Ordnung im Allgemeinen von der Ordnung 
n (n — 1 ) ist. 

66 . Im Art. 61». ist aber weiter bewiesen, dass für eine 
Curve mit einem Doppelpunkt die erste Polare jedes gegebenen 
Punktes durch diesen Doppel punkt hindurchgehen muss. Der 
Doppel punkt zählt somit (vergl. Art. 42.) unter den Durch - 
schnittspunkten der Curve mit ihrer ersten Polare für zwei. 
Die Verbindungslinie des Punktes x/ 1 mit dem Doppelpunkt 
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ist aber ferner nicht eine Tangente im gewöhnlichen Sinne 
des Wortes, obwohl sie ganz naturgemäss unter den Lö- 
sungen des von uns hier discutierten Problems erscheint, eine 
Gerade durch xf zu ziehen, welche die Curve in zwei zu- 
sammen fallenden Punkten schneidet, weil wir ja gezeigt 
haben, dass jede durch den Doppelpunkt gehende Gerade 
als eine solche zu betrachten ist, die in ihm zwei zusammen 
fallende Punkte mit der Curve gemein hat. Wir fanden also, 
dass die Gesammtzalil der Lösungen dieses Problems immer 
n (» — 1) ist — nämlich die Zahl der Schnittpunkte der 
Curven U—0 und A U=0 — und dass die Zahl der eigent- 
lichen Tangenten der Curve durch jeden ihrer Doppelpunkte 
um zwei Einheiten vermindert wird; d. h. die Ordnung 
der Reciproken einer Curve w ler Ordnung mit d 
Doppelpunkten ist n (re — 1) — 2d. 

G7. Für die Existenz einer Spitze in der Curve U = 0 
haben wir im Art. 62. bewiesen, dass die erste Polare eines 
beliebigen Punktes nicht nur durch dieselbe hindurch geht, 
sondern dass auch ihre entsprechende Tangente mit der Rück- 
kehrtaugente zusammen fällt; daher zählt diese Spitze für 
drei unter den Durchschnittspunkten der Curve mit ihrer 
ersten Polare und die Zahl der übrigen Durchschnittspunkte 
wird daher durch jede Spitze um drei Einheiten vermindert. 
Die Ordnung der reciproken Curve einer Curve n"' r 
Ordnung mit ö Doppelpunkten und x Spitzen ist 9 ) 
re (re — 1) — 2Ö — 3x. 

68. Dieselben Principien zeigen die Wirkung eines viel- 
fachen Punktes von höherem Grade auf die Ordnungszahl 
der reciproken Curve. Ein vielfacher Punkt vom Grade k 
ist nach Art. 62. vielfach im Grade (k — 1) in der ersten 
Polare und die Zahl der übrigen Schnittpunkte und somit die 
Ordnung der reciproken Curve wird durch ihn daher um 
k (k — 1) vermindert. Nachdem wir aber in Art. 40. gezeigt 
haben, dass ein vielfacher Punkt vom Grade k mit J h (Je — 1) 
Doppelpunkten äquivalent ist, so erhalten wir, weil jeder von 
diesen die Ordnung der Reciproken um zwei Einheiten ver- 
mindern würde, für das gefundene Resultat den folgenden 
Ausdruck: Die Wirkung eines vielfachen Punktes 
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auf die Ordnung der reeiproken Curve ist die näm- 
liche, wie'die der äquivalenten Anzahl von Doppel- 
punkten. In Rücksicht auf Art. 58. können wir also sagen, 
dass die Wirkung eines vielfachen Punktes, welcher ä' Doppel- 
punkten, x Spitzen, x Doppeltangenten und i Inflexionen 
äquivalent ist, auf die Ordnung der reeiproken Curve durch 
2 <f -f- 3x' ausgedrückt wird. 

GO. Die Verbindungslinie der Punkte x/, x" schneidet 
— so fanden wir bisher — die Curve in zwei mit xf zu- 
sammen fallenden Punkten, wenn U’ = 0 ist und wenn die 
x" die Gleichung 

x" u; -f x t ” ui 4 - .Tj" u; ~ 0 

erfüllen. Wenn aber die Coordinaten x! den drei Gleichungen 
I/, = 0 , U 2 —0, U 3 —0 zugleich genügen würden, so würde 
die zweite Bedingung 

O O 

x t ' U i -J- x 2 U -2 -f- x 3 ' Ui = 0 
unabhängig von x" und also für alle Wcrtlie der x" erfüllt 
sein; dann ist der Punkt x/ ein Doppelpunkt und jede 
durch ihn gehende Grade schneidet die Curve in ihm in zwei 
zusammen fallenden Punkten. Wir sehen daraus, dass die 
durch die allgemeine Gleichung in projectivischen oder spe- 
ciell Cartesischen Punkt-Coordinaten dargestellte Curve keinen 
Doppelpunkt enthalten kann, ohne dass die in ihr auftreten- 
den Coefficienten einer gewissen Bedingung genügen. Denn 
die drei Curven ?/, = 0, U 2 = 0, U :t = 0 haben im Allge- 
meinen keinen zu allen gemeinsamen Punkt und die Functio- <• 
neu U t , U 2 , U 3 verschwinden somit nicht gleichzeitig für 
dieselben Werthe der Coordinaten. Wenn wir zwischen 
ihnen die Xi eliminieren, so entsteht eine Relation zwischen 
den Coefficienten , welche die Bedingung ist, unter der diese 
ersten Polarcurven der Fundamentalpunkte sich schneiden 
oder unter welcher die Curve einen Doppelpunkt hat. Man 
nennt sie die Discriminante der Gleichung der Curve. 

So haben wir die Discriminante eines Kegelschnitts (,, Ke- 
gclschu.“ Art. 323.) durch Elimination der a;, zwischen den 
drei ersten Differentialen 

« 11*1 + « 12*2 + « 13*3 = « 12*1 + « 22*2 + « 23*3 = 

« 13*1 + « 23*2 + « 33*3 = 0 , 
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denen die Coordinaten eines Doppelpunktes zugleich genügen 
müssen, in der Form 

®ll®?2®33 “1" ^®23®I3®I2 ' rt ll®23 a ll n \^ ®33®I2* = B 

gefunden. Im Allgemeinen ist die Discriminante vom Grade 
3 (» — l) 2 in den Coefficienten der gegebenen Gleichung; 
denn die drei Derivierten sind vom Grade (w — 1) und ihre 
Resultante enthält daher die Coefficienten einer jeden im 
Grade ( n — l) 2 , — diese aber sind linear in den Coefficienten 
der Originalgleichung. 

70. Wir können diese Grundsätze zur Untersuchung der 
Bedingungen anwenden, unter welchen die erste Polare irgend 
eines Punktes A oder xi einen Doppelpunkt hat. Durch 
Differentiation der Gleichung 

x t ' U , -f- x 3 U 2 -f- U 3 = 0 

erhalten wir für die Coordinaten eines Doppelpunktes B der 
ersten Polare von xi die Bedingungen 

^ 11*1 "t" U vi x 3 -f- U v ,x, = 0, U t3 x l -f- U. { 3 x. t -f- U 33 x 3 = 0, 

ütt x l + Ui3 x i + U-S3 x ;i = 0 . 

Dieselben verbinden die Coordinaten xi von A mit den Co- 
ordinaten xi des Doppelpunktes B, welche in den Un im 
Grade (n — 2) enthalten sind. Die Vergleichung dieser Be- 
dingungen' mit den im letzten Artikel eitierten Gleichungen 
aus der Kegelschnittstheorie zeigt, dass mit ihrer Erfüllung 
der Polarkegelschnitt des Punktes B 

U , , -V+ U-n V+ U 33 x a -+‘2 U n a', a;,+2 U n x t a:.,+2 U n x l x. t =0 

in zwei Gerade zerfällt, und der Puirkt xi oder A der Doppel- 
punkt desselben ist. Wir erhalten also den Satz: Wenn 
die erste Polare eines Punktes A einen Doppel- 
punkt B hat, so hat der Polar kegelschnitt von B 
einen Doppelpunkt in A und umgekehrt. 

Wir können aber auch zwischen den drei Bedingungs- 
gleichungen die xi eliminieren und so eine Relation bilden, 
welche von den Coordinaten x { des Doppelpunktes B erfüllt 
werden muss, nämlich _ 

u u u„ u. n +2 u n u n u n - u n u„ u, 3 2 - U„ U v * = 0. 

Sie ist die Gleichung des Ortes der Punkte B und aus dem Ge- 

Salmon, Höher« Curven. 5 
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sagten geht hervör, dass dieser Ort entweder bezeichnet wer- 
den kann als der Ort von Punkten, welche Doppel- 
punkte in ersten Polarcurven der gegebenen Curve 
sind, oder als der Ort von Punkten, deren Polar-Ke- 
gelschnitte in zwei gerade Linien zerfallen. Weil 
die zweiten Differentiale je vom Grade (n — 2) in den 
sind, so ist die eben geschriebene Gleichung vom Grade 
3 (m — 2) ; die von ihr dargestellte Curve hat zur gegebenen 
Curve wichtige Beziehungen, — sie ist eine Covariante der- 
selben. (Vergl. „Vorlesungen“- Art. 73.) Weil sie zuerst 
durch Hesse studiert worden ist, so soll sie die Hesse’sche 
Curve von Z7=0 heissen. 

Wenn man aber zwischen den nämlichen drei Gleichun- 
gen die %i eliminiert, so giebt die resultierende Gleichung in 
den xi den Ort der Punkte A, d. h. den Ort der Punkte, 
deren erste Polaren Doppelpunkte haben und zugleich 
den Ort der Punkte, welche Doppelpunkte in Polar- 
kegelschnitten sind. Wir werden diesen Ort nach dem Geo- 
meter Steiner die Steiner'sehe Curve von U=0 nennen "). 

Um die Elimination in irgend einem Falle wirklich aus- 
zufiihren, würde mau die zweiten Differentiale von U bilden 
müssen; aber es ist im Allgemeinen zu sagen, dass der Grad 
der resultierenden Gleichung in den x' gleich 3 (n — 2) s ist, 
weil sie die Resultante von drei Gleichungen (n — 2)'°" Gra- 
des ist, von denen jede die xi im ersten Grade enthält. 

71. Indem wir nun wieder zu der Gleichung A = 0 zurück- 
kehren, erkennen wir, dass drei ihrer Wurzeln mit a = 0 
übereinstimmen, oder dass die fragliche Gerade die Curve in 
drei mit xi zusammenfallenden Punkten schneidet, wenn 
gleichzeitig die drei Bedingungen 

EP — 0, AU' = 0/ A S U' = 0 

erfüllt werden. Betrachten wir nun zuerst den Fall, wo xi 
ein Doppelpunkt ist, so sehen wir, dass in diesem Falle U' 
und A U’ unabhängig von den xi' verschwinden , und dass 
die dritte Bedingung fordert, es hege x" auf dem Polar- 
kegelsehnitt von xi. Da nun xi’ ein beliebiger Punkt in 
einer der beiden Tangenten des Doppelpunktes sein kann, 
weil jede derselben die Curve in drei vereinigten Punkten 
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schneidet, so muss der Polarkegelschnitt von .r/ mit diesen 
beiden Geraden identisch sein, d. h. die Gleichung des Tan- 
gentenpaars der Curve im Doppelpunkt ist /S}ü' = 0 oder 

u t iV + 

4 2 ü x3 x x x 3 4 2 U r ,'x i x., — 0. 

Der Doppelpunkt, als ein Punkt, dessen Polarkegelschnitt 
in zwei gerade Linien zerfallt, liegt in der Hesse’sehen 
Curve und es ergiebt sich auch direct, dass er ihrer Glei- 
chung genügt. Denn nach Euler’s Satz von den homogenen 
Functionen können die drei Gleichungen Z7,' s= 0, U.i — 0, 
JJ 3 = 0 , die in ihm erfüllt werden , in der Form 

4 4 C7| * x i 4 ^is x a = Ö, 

U vi ’x^ -f U„'xJ -f- U i3 ’x 3 ' == 0, 

0^3 *1 “I - ^J3 x i 4 ^:i3 ^3=0 
geschrieben werden und aus diesen Gleichungen entspringt 
durch Elimination der xi die Gleichung der Hesseschen 
Curve. 

72. Der Doppelpunkt wird zur Spitze, wenn die seine 

beiden Tangenten repräsentierende Gleichung ein vollstän- 
diges Quadrat wird, d. h. für , . 

U n ü 33 = U n \ U 33 U u = Z7,3 2 , ’U tt U n -U, t *. 

Diese drei Bedingungen repräsentieren nur eine neue Be- 
dingung, weil mit der Erfüllung einer derselben bei allen 
endlichen Werthen der Coördinaten xi des Doppelpunktes 
die andern auch erfüllt sein müssen. Denn die Bestimmung 
der Verhältnisse x( : x 3 , x 2 ix 3 aus jedem Paare der Glei- 
chungen vom Ende des letzten Artikels giebt 

Xj _ U»Un-U » Un _ U n U_„- U u * _ U„ U n - U„U„ 
x$ U u Ü n — Cu’ U n h a —U n U n U a U„ — U lt Ü a ’ 

xi = g„g„-t r„ U„ _ U n U 0 -V n ü„ _ U»- U x l 

x 3 U xl L it Ü x2 U xi U 23 — l 22 ^!3 Öj 3 f/,2 Uf X t 23 

Es müssen somit für U n V.,., = U i2 ‘ und wenn keines dieser 
Verhältnisse unendlich gross ist, sowohl Zähler als Nenner 
dieser Brüche verschwinden. 

73. Der Anfangspunkt ist ein dreifacher Punkt, wenn 
alle zweiten Differentialquotieuten in ihm verschwinden; denn 
dann ist A J V Null unabhängig von den Werthen der x", 
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und nach dem Satze von den homogenen Functionen ver- 
schwinden mit den zweiten Differentialquotienten auch die 
ersten und somit ist auch A U' = 0; d. h. jede gerade 
Linie durch den Punkt xl schneidet die Curve in drei zu- 
sammen fallenden Punkten. Die drei Tangenten der Curve 
in diesem Punkte werden offenbar durch die Gleichung 
A 3 iT = 0 gegeben. 

Die Ausdehnung derselben Betrachtungen auf vielfache 
Punkte von höheren Graden hat keine Schwierigkeit. Der 
Punkt x[ ist ein vielfacher Punkt vom Grade k, wenn für 
ihn alle Differentialquotienten vom Grade (k — 1) verschwin- 
den und die Tangenten der Curve im vielfachen Punkt wer- 
den durch die Gleichung A* V — 0 ausgedrückt. 

74. Wir untersuchen nunmehr die Bedingungen, unter 
welchen durch einen einfachen Punkt x ( ' in der Curve 
eine Grade gezogen werden kann, welche die Curve in drei 
mit Xi zusammen fallenden Punkten schneidet, und wollen 
zunächst dabei voraussetzen, dass die betrachtete Curve viel- 
fache Punkte nicht enthalte. 

Wir sahen in Art. 71., dass jeder Punkt in einer solchen 
Geraden die Bedingungen AU' = 0, A i U’ — 0 erfüllen 
muss. Die erste derselben • drückt aus, dass die Gerade mit 
der Tangente der Curve in xl identisch sein muss, wie es 
auch sonst evident ist; dagegen besagt die zweite, dass jeder 
Punkt dieser Geraden die Gleichung des Polarkegelschnitts 
befriedigt. Es muss somit der Polarkegelschnitt A i U' — 0 
in diesem Falle die Gerade AU' — O als einen Theil ent- 
halten und der Punkt x[ muss also einer von den Punkten 
sein , deren Polarkegelschnitte in zwei gerade Linien degene- 
rieren, d. h. ein Punkt der Hesse’schen Curve (Art. 70.). 
Und umgekehrt ist jeder Punkt, welcher zugleich auf der 
Curve V — 0 und ihrer Hesse’schen Curve liegt, ein Punkt, 
durch welchen eine Gerade mit drei in ihm vereinigten Schnitt- 
punkten in der Curve gezogen werden kann, d. h. ein In- 
flexionspunkt derselben. Denn der Polarkegelschnitt jedes 
in U = 0 gelegenen Punktes berührt diese Curve in ihm und 
wenn der Punkt auch auf der Hesse’schen Curve H = 0 liegt, 
so dass sein Polarkegelschnitt in zwei gerade Linien zerfällt, 
so muss eine dieser Geraden die Tangente der Curve in xl 


Digitized by Google 



69 


sein. .Jeder Punkt in dieser Tangente genügt dann den Be- 
dingungen A U' — 0 und A 2 77' = 0 zugleich. Somit sind 
alle die Durchschnittspunkte der Curven 17=0, H — 0 In- 
flexionspunkte in U — 0 und es ergiebt sich, weil H vom 
Grade 3(w — 2) ist, dass eine Curve » ,er Ordnung im 
Allgemeinen 3 n (n — 2) Inflexionspunkte hat 12 ). 

75. Die Zahl der Inflexionspunkte wird aber reduciert, 
wenn die Curve vielfache Punkte hat. Wir haben im Art. 71. 
gesehen, dass jeder Doppelpunkt der Curve ein Punkt der 
Hesse’schen Curve ist, müssen aber nun des Näheren zeigen, 
dasB er ein Doppelpunkt in ihr ist und allgemeiner, dass 
jeder vielfache Punkt fc' er Ordnung in der Curve ein viel- 
facher Punkt der Ordnung (3 k — 4) in der Hesse’schen Curve 
ist. Man beweist diess am einfachsten , indem man den viel- 
fachen Punkt’ als Fundamentalpunkt A 3 der Coordinaten wählt, 
so dass die Gleichung der Curve die Variabein x, und x., nicht 
in niedrigerem als dem k Ua Grade enthält. Wir untersuchen- 
den Grad der in x, und x 2 niedrigsten Glieder der zweiten 
Difterentialquotienten und finden, dass er für zwei Differen- 
tiationen nach x, oder nach x, gleich (k — 2) , für eine Diffe- 
rentiation nach x, oder x., und eine nach x 3 gleich (k — 1) und 
für zwei Differentiationen nach x 3 gleich k ist, d. h. der Grad 
der in x,, x 2 niedrigst potenzierten Glieder in 27,, , U n , U 33) 
U n , Z7 s3 , ^t 2 ist respective gleich 

k — 2, k — 2, k, k — 1 , k — 1, * — 2; 

es ergiebt sich daher, dass der Grad der in x, , x 2 niedrigsten 
Glieder der Hesse’schen Determinante 

I7 U U 22 U 33 -\-2U n 17,3 17) 2 '77, , U 23 * U 22 U U 2 27 33 Z7 la 2 = 0 

gleich (37c — 4) sein muss. Es ist aber ferner zu bemerken, 
dass jede Tangente der Curve U — 0 im vielfachen Punkte 
auch eine Tangente im vielfachen Punkte an H = 0 ist ; 
denn weijn die Gerade x t = 0 eine Tangente im Anfangspunkt 
der Coordinaten ist, und also nach Art. 40. die Glieder vom 
geringsten Grade in x t und x 2 den Factor x, gemeinschaftlich 
haben, so ist x, auch ein Factor in den niedrigsten Gliedern 
aller der zweiten Difterentialquotienten, in welchen keine 
Differentiation nach x, stattfindet, d. h. in U 22 , U 33 , U n ] 
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damit aber ist x, ein Factor in den niedrigst potenzierten 
Gliedern der Hesse’schen Determinante, weil jedes Glied ihrer 
Entwickelung eines dieser drei Differentiale enthält. 

70. Das Vorige setzt uns in den Stand , den Einfluss 
vielfacher Punkte in IJ — 0 auf die Zahl der Inflexionspunkte 
dieser Curve zu ermitteln. Ein Doppelpunkt in U = 0 ist 
auch ein Doppelpunkt in H— 0 und auch seine Tangenten 
sind für beide Curven dieselben , derselbe zählt also für sechs 
(vergl. Art. 42.) unter den Schnittpunkten beider. Die Zahl 
der vom Doppelpunkt verschiedenen Durchschuittspunkte der 
Curven U — 0 und H — 0 wird somit um sechs Einheiten 
vermindert, und es wird also durch ö Doppelpunkte, welche 
die Curve » ,<M Ordnung besitzt, die Zahl ihrer Inflexions- 
punkte auf 3» (w — 2) — GA gebracht. 

Und wenn U — 0 einen vielfachen Punkt vom Grade k 
hat, so ist derselbe ( 3 k — 4 ) fach in 11 = 0 und lc von den 
Tangenten in diesem Punkte sind beiden Curven gemein; 
der vielfache Punkt zählt somit unter den Durchschnitts- 
punkten für h (3i — 4) -J- k = 6 . $ k (k — 1) Punkte, und 
da wir aus Art. 70. wissen, dass ein Macher Punkt mit 
\k (h — 1) Doppelpunkten äquivalent ist, so können wir sagen, 
dass der vielfache Punkt in Bezug auf die Reduction 
der Anzahl der Inflexionspunkte ganz dieselbe 
Wirkung hat, wie die äquivalente Anzahl von 
Doppelpunkten. 

77. Der Fall der Spitze erfordert eine besondere Unter- 
suchung. Wenn wir sie zum Fundamentalpunkt A 3 der Co- 
ordinaten und x t = 0 als die entsprechende Tangente wäh- 
len, so ist die Gleichung der Curve von der Form 
%\ 2 % 3 n ~ 2 + « (3) x 3 n ~ 3 — |— ... = 0 ; 
die niedrigsten Glieder in den zweiten Differentialquotieuteu 
sind dann von den Graden 0, 1, 2, 2, 1, 1 respective; sie 
sind nämlich 


U\ i — 2.r 3 " -, U. n *s" 3 > — (n 2)(« — 3) x t ! x. i ’ i ~ i t 

dx t 


U ri = (» — 3) ~r U n = 2 (» — 2) x t at/-*, 


TT — x n — 8 

12 dx i dx t 3 
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Der Grad der niedrigsten Glieder in der Hesse'scheu Deter- 
minante ist daher drei, nämlich der Grad der Glieder 
Uu UjzUjj und U] ■> U t - } ^ j 

aber jedes dieser Glieder enthält x t '‘ als einen Factor. Die 
Spitze der Curve U = 0 ist somit ein dreifacher Punkt in 
der Hesseschen Curve und zwei der bezüglichen Tangenten 
fallen mit der entsprechenden Rückkehrtangente zusammen. 
Insofern nun dieser gemeinsame Punkt doppelt in der einen 
und dreifach in der andern Curve ist, zählt er für sechs 
unter ihren Schnitten und das Zusammenfällen zweier der 
bezüglichen Tangenten beider Curven fügt die zwei nächst- 
folgenden Punkte als gemeinschaftlich den vorigen hinzu, so 
dass der Punkt für acht unter den Schnittpunkten zählt. 
Hat also eine Curve ?i"' r Ordnung Ö Doppelpunkte und x 
Spitzen, so ist die Zahl ihrer Inflexionspunkte gleich . 

3 n (n — 2) — 6d — 8x. 

78. Die etwas schwierigere Untersuchung der Bedingungen 
der Doppeltangenten von der Gleichung A— 0 aus verschieben 
wir auf später und begnügen uns für jetzt damit, zu zeigen, 
dass die bisher erhaltenen Resultate in Verbindung mit der 
Theorie der Reciprocal - Curven die Zahl der Doppeltangenten 
einer Curve n lcr Ordnung indirect zu bestimmen erlauben. 

Dagegen liegt es nahe, die Gleichung A = 0 zur Auf- 
stellung der Gleichung des Systems von Tangenten zu be- 
nutzen, welche von einem Punkte x,' aus an die Curve gehen 
(Vergl. „Kegelschu.“ Art. 107., 326.) Weil jeder Punkt in einer 
solchen Tangente die Eigenschaft hat, dass die ihn mit xi 
verbindende Gerade die Curve in zwei auf einander folgenden 
Punkten schneidet, so dass die Gleichung A = 0 zwei gleiche 
Wurzeln hat, so erhalten wir die Gleichung des fraglichen 
Tangentensysteras durch die Vergleichung der Discriminaute 
von A = 0 als einer binären Form in A, p mit Null. Sei 
beispielsweise U — 0 vom dritten Grade, so dass die Glei- 
chung A = 0 die Form hat 

PU' + A-> A U’ + Ap 2 A U -f p :! U = 0, 

so wird — mit den Abkürzungen A und A’ für A U und 
A U' die fragliche Gleichung 
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(27 77T7' 2 + 4A' 3 - 1?AA '77') 77 = (A' 2 — 4 AU') A 2 . 

Da 77, A , A' respective vom dritten , zweiten und ersten 
Grade in den a* sind, so ist diese Gleichung vom sechsten 
Grade und zeigt, dass von einem Punkte x( an die Curve 
dritter Ordnung 77 = 0 sechs Tangenten gehen, wie wir 
wissen. 

Die Form der Gleichung zeigt, dass sie einen Ort re- 
präsentiert, der 77 = 0 in denjenigen Punkten berührt, wo 
derselbe von A = 0 geschnitten wird ; und dass die andern 
Punkte, in welchen 77 — 0 von diesem Orte geschnitten wird, 
in der Curve A' 2 — 4A 77' = 0 liegen. Diess giebt den 
Satz: Die Berührungspunkte der sechs Tangenten 
einer Curve dritter Ordnung, die von irgend einem 
Punkt ausgehen, liegen in einem Kegelschnitt 
A =0 und die sechs übrigen Schnittpunkte dieser 
Tangenten mit der Curve sind in einem andern 
Kegelschnitt A' 2 — 4A77' = 0 enthalten, der mit 
dem vorigen in den Punkten A = 0, A' = 0 eine 
doppelte Berührung hat. 

Wenn der Punkt */ in der Curve liegt, so ist 77' = 0, 
die Gleichung A = 0 reducirt sich auf A 2 A'-j-A/*A-|-f* 2 77=0, 
ihre Discriminante liefert also als Gleichung des Tangenten- 
büscheis A 2 — 4A'77, eine Gleichung vom vierten Grade in 
den Xi. Durch einen Punkt in der Curve dritter Ordnung 
gehen nur vier Tangenten an dieselbe, die ihm selbst ent- 
sprechende Tangente zählt für zwei. 

79. Ebenso im Allgemeinen; die Discriminante von A 
oder ft*77-f-#t’ ,—1 A A 4-fi’‘“ 2 A 2 A 2 -(- • • • ist vom Grade »»(»— -1) 
in den x, und (vergl. „Vorlesungen“ Art. 68.) von der Form 
li 77 -f- (A) 2 9>, wenn <p die Discriminante des von seinem 
ersten Gliede befreiten A ist. Der durch sie dargestellte Ort 
berührt daher 77 = 0 in seinen Schnittpunkten mit A = 0, 
wie wir aus dem Früheren wissen. 

Jede der n (« — 1) Tangenten schneidet die Curve in 
anderen (n — 2) Punkten und die Form der Discriminante 
zeigt, dass diese n ( n — 1) (n — 2) Punkte in einer Curve 
cp — 0 von der Ordnung (n — 1) (» — 2) liegen. Endlich 
ist cp selbst von der Form k'A + (A 2 ) 2 !/» und man erkennt, 
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dass die beiden Curven <p = 0 und 0 = 0 einander in den 
Punkten berühren, wo die erste und die zweite Polare von 
xl sich durchschneiden. * 

Wenn wir A in der Form 

A» V + A— >A' H 

schreiben , so sehen wir , dass die Discriininante auch in der 
Form Je U' -f- (AO* T darstellbar ist. Ist somit xl ein Punkt 
der Curve, also V — 0 , so enthält sie den Factor A’ 2 oder 
das System der Tangenten besteht aus der zweifach zählen- 
den Tangente in x{ und (n 2 — n — 2) anderen Tangenten, 
die durch tp = 0 repräsentiert sind. In derselben Weise ist 
(p selbst von der Form JcA'. + (A’ 2 ) 2 0; ist also der Punkt 
xl ein Doppelpunkt und somit nicht nur U' = 0, sondern 
auch A' = 0, so enthält die Function (»* — n — 2) lcn Grades 
tp den Factor (A <2 ) 2 , d. h. unter jenen (w 2 — n — 2) Tangen- 
ten sind die beiden Tangenten der Curve im Doppelpunkt, je 
zweifach gezählt, und daher (» 2 — n — 6) andere durch 
0 = 0 dargestellte Tangenten. In derselben Weise lässt 
sieh zeigen, dass von einem 7; fachen Punkte n 2 — n — Je (Je 1) 
Tangenten an die Curve gehen. Die vorher gegebene Theorie 
von dem Einfluss der vielfachen Punkte auf die Zahl der 
Tangenten einer Curve « lci Ordnung, die von einem beliebi- 
gen Punkte ausgehen, zeigt auch, dass die Discriminante 
von A, welche gleich Null gesetzt, diese n (« — 1) Tangen- 
ten repräsentiert, als Factoren enthalten muss das Quadrat 
jeder Geraden, welche den Punkt xl mit einem Doppelpunkte 
der Curve verbindet, den Cubus jeder Geraden von ihm nach 
einer Spitze, die sechste Potenz der Geraden von ihm nach 
einem dreifachen Punkte, etc. 


VI. Abschnitt. 

Reciprokc Curven. 

80. Wir wissen (vergl. „Kegelsehn.“ Art. 382.), dass die 
Ordnung der reciproken Curve stets mit der Classe der ge- 
gebenen Curve übereinstimmt und umgekehrt; es ist auch 
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evident, dass einem Doppelpunkt in einer der Curveu eine 
Doppeltangente in der andern und einem stationären Punkt 
in der einen eine stationäre Tangente in der andern Curve 
entspricht; allgemeiner, einem vielfachen Punkte vom Grade 
1; eine im nämlichen Grade vielfache Tangente und den h 
Berührungspunkten der vielfachen Tangente die 1; Tangenten 
im vielfachen Punkte, so dass auch, wenn zwei oder mehrere 
der letztem zusammen fallen, ebenso viele und die entspre- 
chenden der ersteren es thun. 

Und wir haben gesehen , dass die allgemeine Glei- 
chung in Punktcoordinaten eine Curve darstellt, die keinen 
doppelten Punkt und ebenso keinen höheren vielfachen Punkt 
hat, so lange nicht gewisse Bedingungen erfüllt werden; dass 
dagegen die von dieser allgemeinen Gleichung repräsentierte 
Curve doppelte und stationäre Tangenten besitzt. In der 
Tliat werden die Abscissen der Schnittpunkte einer Geraden 
y = ux -J- b mit der Curve durch Substitution des Werthes 
von y in ihre Gleichung erhalten und da wir zwei CJonstan- 
ten a und b zur Disposition haben, so können wir dieselben 
so bestimmen, dass die resultierende Gleichuug irgend zwei 
Bedingungen erfüllt. Durch die Verfügung über eine Con- 
stante würden wir die Erfüllung einer Bedingung bewirken 
können, z. B. dass die Gleichung ein Paar gleiche Wurzeln 
habe. Und das Problem, bei gegebenem a die Constante b 
so zu bestimmen, dass die resultierende Gleichung zwei 
gleiche Wurzeln haben, ist nichts anderes als das Problem, 
die zu y — ax parallelen Tangenten zu ziehen. Die Ver- 
fügung über beide Constanten gestattet uns, der resultieren- 
den Gleichung zwei verschiedene Paare gleicher Wurzeln 
zu bedingen; diess sind die Probleme der Doppeltangenten 
und der stationären Tangenten oder Inflexionspunkte. Die 
doppelten und die stationären Tangenten sind so als die ge- 
wöhnlichen Singularitäten einer Curve zu betrachten, die 
durch eine Gleichung in Punktcoordinaten ausgedrückt ist; 
alle höheren vielfachen Tangenten und alle vielfachen Punkte 
sind ausserordentliche Singularitäten , welche eine solche 
Curve nicht besitzt, so lange nicht die Coefficienten ihrer 
Gleichung besondere Werthe haben. 

Es ist vollkommen umgekehrt für die allgemeine Glei- 
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chung in Liniencoordinaten ; die durch sie repräsentierte 
Curve hat gewöhnlich Doppelpunkte und stationäre Punkte 
oder Spitzen, aber keine singulären Tangenten. Es sind so- 
mit doppelte und stationäre Punkte einerseits und doppelte 
und stationäre Tangenten anderseits gleichmässig unter die 
gewöhnlichen Singularitäten der Curven zu rechnen; wenn 
eine Curve die einen besitzt, so enthält ihre reciproke Curve 
die andern. 

81. Wir wollen nun die Ordnung einer Curve durch g 
und ihre Classe durch v, die Zahl ihrer Doppelpunkte durch 
<5 und die ihrer Doppeltangeuten durch r, die ihrer statio- 
nären Punkte durch x und die ihrer stationären Tangenten 
durch t bezeichnen, so dass die entsprechenden Zahlen für 
die reciproke Curve durch die Vertauschung von g und v, 
d und r, x und i erhalten werden. Wir haben in den Art. 
67. u. 77. die Werthe Von v und t in Function von g, <5 , x 
erhalten und leiten daraus jetzt mittelst der Iteciprocalcurve 
die Werthe von g und x in Function von v, z , t ab. Aus 
diesen vier Gleichungen, die wie wir nun sehen werden äqui- 
valent sind drei unabhängigen Gleichungen, können wir den 
Werth von r durch g, ö, x und den von Ä durch v , r und 
t ausdriieken. So entstehen Plücker's sechs Gleichungen: 

1) v = g 3 — g — 2<J — 3x; 

2) i = 3g 3 — 6g — 6d — 8x; 

3) 2 r = g (g —2) (g 3 — 9.) — 2 (g 3 — g— 6) (2 <5+3 x) + 4 <5 (d-1) 

+ 12<5x + 9x (x — 1); 

4) g = v 2 — v — 2t — 3t; 

5) x = 3v 2 — 6v — 6t — 8t; 

6) 2d = v(v — 2)(v 1 — 9) — 2(i/- — v— 6)(2t+3t) + 4t(t— 1) 

.+ 12 rt + 9 t (t — 1). 

Wenn wir zwischen den Gleichungen 1) und 2) ä oder zwi- 
schen 4) und 5) t eliminieren, so erhalten wir gleichmässig 
7) t — x = 3 (v — g) , 

woraus ersichtlich ist, dass diese vier Gleichungen drei unab- 
hängigen äquivalent sind. Man kann diess auch schreiben 
3g — x == 3v — t und 3g + t == 3v + x. 

Die Differenz der Gleichungen 1) und 4) giebt 
g* — 2 d' — 3x = v- — 2t — 3t 
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und indem man t — x durch seinen Werth aus 7) ersetzt, 
folgt 

8) 2 (r — d) — ( v — g) (v -f- g — 9). 

Durch Substitution der Werthe von v und t oder von g und 
x in die letzte Gleichung erhält man die Gleichungen 3) und 
6). Aus 7) und 8) erhalten wir auch 

9) £ fi (g -f- 3) — d — 2jc = ^ v (v -f- 3) — t — 2t; 

10 H (f* — 1) (f* — 2) — S — * = £ (v — 1) (v — 2) — t — t. 

Aus irgend dreien der sechs Grössen g, v, d, r , x, i können 
die drei übrigen berechnet werden; z. 13. erhält mau aus 
fi, d, x durch 1) v, durch 2) oder leichter durch 7) t und 
durch 3) oder leichter durch 8) endlich r 13 ). 

Beispiel. Aus ft = 6, <5 = 4, x = 6 folgt nach 1) v = 4; also 
fi — * = 2, v — fi = — 2 und nach'#) i — *=S6 oder i = 0; v + g -9 = l 
oder r — ä — — 1 , d. h. z = 3. 

82. Weil mit einer Curve auch ihre Reciproke gegeben 
ist, so müssen beide durch gleichviele Bedingungen bestimmt 
sein. Die Festsetzung, dass eine Curve d Doppelpunkte 
habe, ist aber ä Bedingungeu äquivalent, wie am einfachen 
Beispiel des Kegelschnittes erläutert werden kann, der im 
Allgemeinen durch fünf Bedingungen bestimmt im Jfalle eines 
Doppelpunktes deren nur vier, zwei Punkte etwa in jeder 
Geraden, gestattet. Ebenso ist die Existenz einer Spitze zwei 
Bedingungen äquivalent. Eine Curve von der Ordnung fi 
mit Ö Doppelpunkten und x Spitzen ist somit durch 

i f* (#* + 3) — <? — 2x 

Bedingungen bestimmt ; ihre reciproke aber durch 
i v (y -f- 3) — r — 2t; 

die Gleichheit beider Zahlen besagt die Gleichung II). 

Die ‘Gleichung 10) zeigt, dass das Geschlecht oder der 
Defect einer Curve und ihrer reciproken Curve identisch ist. 
(Art. 44.) 

Wenn wir mit Cayley a zur Abkürzung für 
3g -f- t = 3v -(- x 
gebrauchen, so erhalten wir 

x = a — 3v, i — a — 3g, 2d — (i‘ — fi -■{- Sv — 3«, 
2r = v l — v 8g — 3«, 


Digitized by Google 



77 


d. h. alle anderen Charaktere sind durch ft und v in Ver- 
bindung mit « ausdrückbar. 

83. Die Gleichheit des Geschlechts für eine Curve 
und ihre Reciproke ist ein specieller Fall des allgemeinen Ge- 
setzes von der Constanz desselben für Curven, welche 
sich eindeutig entsprechen, d. h. wo jedem Punkte 
und jeder Tangente der einen ein Punkt respective eine Tan- 
gente (oder umgekehrt) der andern Curve entspricht. Das- 
selbe kann nach dem Vorhergehenden auf Grund des in 
Art. 344. der „Kegelschnitte“ gegebenen Princips bewiesen 
werden, dass in einem Gebilde erster Stufe, also hier in 
einer geraden Punktreihe oder in einem ebenen Strahlen- 
büschel, wo zwei Reihen von Elementen sich algebraisch so 
entsprechen, dass jedem Element der ersten n Elemente der 
zweiten und jedem Element der zweiten m Elemente der 
ersten zugeordnet sind, (w -f- n) Elemente existieren, welche 
mit einem ihrer jedesmaligen entsprechenden zusammen fallen. 

Es seien C ft und Cp zwei einander eindeutig entspre- 
chende Curven von den respectiven Ordnungen ft , ft' in der- 
selben Ebene und A, Ä zwei entsprechende feste, X, X' 
zwei entsprechende bewegliche Punkte in diesen Curven. 
Dann beschreibt der Durchschnittspunkt der Strahlen A X, 
Ä X' eine Curve von der Ordnung (ft -f- ft' — 2), wie aus 
dem angezogenen Satze sich sofort ergiebt,- wenn man die 
Schnittpunkte der Büschel um A, Ä mit einer beliebigen 
Geraden betrachtet; in dieser Curve sind A und Ä viel- 
fache Punkte von den Graden (ft' — 1) und (ft — 1) re- 
spective; ihre Rückkehrpunkte entsprechen den von A aus 
an die Curve Cp gehenden Tangenten und ihre von A aus- 
gehenden Tangenten den Rückkehrpunkten von Cp, so dass 
die Summe der Anzahlen der von A ausgehenden Tangenten 
t, t* und der Rückkehrpunkte 1c, 1c * für die eine und für die 
andere Curve die gleiche sein muss; ebenso für Ä und C, t . 
Die erste Polare des einfachen Punktes A in Bezug auf die 
Curve Cp schneidet diese aber in 

ft (ft — 1) — 23 — 3x — 2 

Punkten der Berührung und die Summe (/ -f- 1c) ist also 
— ft (ft — 1) — 2ä — 2x — 2. 
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Die erste Polare von A in Bezug auf die Gurre von der Ord- 
nung (fi-j-fi' — 2) hat aber in A selbst einen (fi — 1) fachen 
Punkt mit denselben Tangenten mit dieser und in A' einen 
(ft — 2) fachen Punkt; sie erzeugt also eine nach Art. . zu 
bestimmende Zahl von Schnittpunkten, nach welchen die t* 
Tangenten gehen und die Summe (t* -j- Ar*) ist gleich 
(ft-f fi'— 2) (fi+fi'— 3) — ft'(ft’— 1) — (ft— 0 (fi— 2)— 2 d*— 2 x*. ' 
Man erhält also die Gleichung 

fi(fi— 1)— 2d— 2x— 2 = (fi-(-fi'— 2) (fi-f fi'— .3) — fi'(fi'— 1) 
_(g- l)(fi-2) + 2d*-2**; 
und analog für die Curve C fl - die andere 
f n'(u'— 1) — 2d' — 2x — 2= (ft -(- fi' — 2) (fi -f- fi' — 3) — ft (ft — 1) 
— (ft' — 1) (fi' — 2) - 2d* — 2x*. 

Aus beiden folgt aber durch Snbtraction 

2 (fi + x' - ä - x) = (fi' - 1) (fi' - 2) - (fi _ 1) (fi - 2) ' 
d. h. die Uebereinstimmung des Geschlechts der Curven C h , 
Cp-, welche sich eindeutig entsprechen H ). 
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Drittes Kapitel. 

Theorie der Enveloppen. 

84. Wenn eine Curve irgendwie von einem einzigen ver- 
änderlichen Parameter abhängt, so dass der Reihe seiner 
Werthe eine Reihe von Curven entspricht, so berühren alle 
diese Curven im Allgemeinen eine Curve, die als die Enve- 
loppe des Systems bezeichnet wird. Jede Curve desselben 
wird von der nächstfolgenden vom Parameter abhängenden 
in einer Gruppe von Punkten geschnitten und der Ort dieser 
Punkte ist die Enveloppe, wie diess für den Fall der ver- 
änderlichen Curve als einer Geraden schon bekannt ist. 
(Vergl. „Kegelschn.“ Art. 314. f.) 

Die Gleichung der Curve kann entweder einen einzigen 
variabeln Parameter oder sie kann deren zwei oder mehrere 
enthalten, welche selbst durch eine Gleichung oder durch 
mehrere Gleichungen mit einander verbunden sind, so dass 
ein einziger Parameter veränderlich bleibt. Beide Fälle sind 
nicht wesentlich verschieden, aber es ist oft zweckmässig, 
den zweiten in einer besondern Art zu behandeln , nach 
einer Methode unbestimmter Multiplicatoren, die wir hier ent- 
wickeln wollen. Dieser zweite Fall begegnet am häufigsten 
in der Form, dass die Gleichung der Curve die Coordinaten 
eines veränderlichen jedoch auf eine feste Curve beschränkten 
Punktes enthält, oder wie man sagt, dass die Curve von 
einem in einer parametrischen Curve sich bewegenden para- 
metrischen Punkte abhängt. Es ergab sich z. B. (vergl. „ Kegel- 
schn. “Art.395.), dass das Problem, die Polarreciproke einer ge- 
gebenen Curve in Bezug auf den Kegelschnitt .r, 2 -(-a;. 2 ? -(-ar 3 2 ==0 
auszudrücken, mit dem andern identisch ist, die Enveloppe 
der Geraden x x -f- g 2 x., -(- x. t = 0 zu bestimmen, 
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wenn die | t - der Gleichung der gegebenen C'urve genügen; 
die Gleichung der veränderlichen Geraden enthält zwei 
variable Parameter I, : S 3 , $ 2 ; jj. t , welche durch die Glei- 
chung der gegebenen Curve mit einander verbunden sind. 

85. Die Gleichung der Curve T = 0 enthalte zuerst einen 
einzigen veränderlichen Parameter t. Wenn wir die den auf- 
einander folgenden Werthen t , t -f- dt des Parameters ent- 
sprechenden Curven durch T = 0 und 1\ = 0 repräsentieren, 
so geben diese Gleichungen oder das Paar. T—0, T { — T— 0 
die Coordinaten der Durchschnittspunkte der beiden auf einan- 
der folgenden Curven. Wir haben 

T, = T+ d,T . dt -j oder T t — T = d,T . dt -\ 

und in der letzten Gleichung können, weil dt unendlich klein 
ist, alle nach dem ersten folgenden Glieder rechts vernach- 
lässigt werden. Die Gleichungen T = 0, d,T— 0 bestimmen 
somit eine vom Parameter t. abhängige Gruppe von Punkten, 
und die Elimination von t zwischen diesen Gleichungen lie- 
fert daher die Gleichung des Ortes aller solcher Gruppen von 
Schnittpunkten aufeinander folgender Curven, d. h. die Glei- 
chung der Enveloppe. 

Es ist ein wichtiger besonderer Fall, wenn die Glei- 
chung den Parameter t rational enthält; wir können dann 
ohne Verlust an Allgemeinheit voraussetzen, dass T eine 
ganze; und rationale Function von t sei, und das so eben be- 
schriebene Verfahren zur Bildung der Gleichung der Enve- 
loppe kommt überein mit dem zur Bildung der Discriminante 
von T als Function von t dienenden. Wenn also a,h,r,. . . 
Functionen der Coordinaten sind und 

T = at " -f- nbt n ~ l -f- ^ m (n — 1) et"-* + • • •, 

so sind die Gleichungen der Enveloppe für die am häufigsten 
auftretenden Fälle n — 2 , n = 3 , n — 4 respeetive (vergl. 
„Vorlesungen“ Art. 134., 136., 138.) 

2) nc — fe*=0; 3) «*^+4ac 3 +46 3 d— 6a&crf-36V«=0; 
4) (ae — 4fcf7-|-3e- > ) 3 — 27 (ncc-\-2br,d — ad 1 — b' ! c — e 3 ) s =0; 

wobei zur letzten dieser Gleichungen bemerkt sein mag, dass 
in ihrer entwickelten Form die Glieder mit c® und mit c*bd 
sich auf heben, so dass beider Bestimmung des Grades dieser 
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Gleichung in den Coordinaten aus den Graden, in welchen 
dieselben in a, h, . . . enthalten sind, die Ordnung der En- 
veloppe niedriger erhalten werden kann, als der Grad eines 
jeden der beiden Theile der Gleichung. 

Wenn wir in T die Coordinaten eines Punktes x,’ ein- 
setzeu, und die resultierende Gleichung 

a' t n -f- nV t n ~ l -(-••• — 0 

für t auf lösen, so erhalten wir offenbar n Lösungen, d. h. 
das System der durch T — 0 repräsentierten Curven ist von 
solcher Art, dass durch einen beliebig gewählten festen Punkt 
n derselben hindurchgehen, und es geht aus dem Entwickel- 
ten hervor, dass für einen in der Enveloppe liegenden festen 
Punkt zwei von diesen Curven zusammen fallen. 

Der Fall, wo T von einem parametrischen Punkt alt- 
hängt, ist auf den eben betrachteten zurückführbar, wenn 
die parametrische Curve eine Gerade, ein Kegelschnitt oder 
irgend eine rudere Unicursal- Curve ist; denn dann können 
nach 44. die Coordinaten des pararuetrischen Punktes 
als rationale Functionen eines Parameters ausgedrückt werden. 

Beispiel X. Man bestimme die Euvcloppo von at" -|- bt v -f- c = 0 
mit a, b, e als beliebigen Functionen der Coordinaten. (Diese letztere 
galt für a, b, . . . auch in allen folgenden Beispielen vorausgesetzt 
:ein.) Die Combination der lileicliung mit ihrem Differential nach t 
giebt nat n ~ 1 ' -f- pb = 0, (« — £) ht p -f- ttc = 0; durch Elimination von 
{.erhalten wir 

±p* (« - b n =0, 

wo das Zeichen -(- für ungerade und das Zeichen — für gerade n zu 
gebrauchen ist. 

Beispiel 2. Man soll die Enveloppe von n cos"9 -f- b sin"6 = c 
für X als den veränderlichen Parameter bestimmen. 

Wir hallen d^T — — a cos* -1 6 sin 0 -J- 6 sin 1 0 cos 0 = 0, 

a *° ' _1_ _t_ _1 /. 2 2 v 

tan8 -- a"“ 2 : b”~ 2 , cosO = 6" 2 : J' \a n ~ i -{-b n ~ t ) , 

1 // _*_ 2 \ 

sin 0 = «■-* : / (.«*-* -f b”-‘) . 

* 

Durch Substitution dieser Werthe und nachfolgende Iteduction erhalten 
wir die Gleiehung der Enveloppe 

2 2 2 
a 2 ~" + b*~* = c 2 “\ 

Salmon, HüLers CuTTtni. 8 

\ 

l 
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Insbesondere ist (vergl. „Kegelschnitte“ Art. 314.) die Enveloppe von 
a cos e + t Bin 8 = c 

durch «* -f- 6* — c’ gegeben. Umgekehrt kann jede Tangente der 

8(m— 1) tim— 1) 

Curve x"‘ + y m — c"‘ in der Form a: cos 0 -(- y sin . 0 = c 

s 2 


ausgedrückt werden mit a = c cos 0 , y — c aiu" 1 0 als Coordinaten 
des Berührungspunktes. Diess kann auch als Beispiel einer Enveloppe 
dargestellt werden, welche von einem parnnictrisclien Punkt in einer 
U nicursal - Curve abh'angt. Denn wenn wir cos 0 = o, sin 0 = ß setzen, 
so sind a , ß die Coordinaten eines in dem Kreise o* ß* — 1 liegen ■ 
den Punktes; und da der Kreis eine Curve vom Geschlecht Null ist, 
so können diese Coordinaten in Function eines Parameters rational 
ausgedrückt werden. So können wir, wenn t = cos 0 — i sin 0 ist, l'ür 


a oder cos 0 setzen j (t -f- j j und für (1 oder sin 0 ebenso \ (t — j ^ 


und die Gleichung z. B. ua -f bß =* c wird 


(a — bi) t * — 2ct + (a bi) = ü , 


als deren Enveloppe sich wie vorher ergiebt 


(« -)- 6») (« — bi) mm c* d. b. a’ + ö* =» c*. * 

Wenn die Einführung der imaginären Einheit vermieden werden soll, 
so setzt mau tan ^ 0 = t und drückt („Kegelschnitte“ Art. 314.) cos 0, 
sin 0 rational in Function von t aus. 

j 

Beispiel 3. Sei die Curve 

a cos20 -f- b sin20 + c cos0 -f- d sin0 -f- e = 0. 

%VVir setzen t = cos0 + i sin0 und erhalten 

“( fi + i)- 6t ( i ’-/») + c 0+ !)-"(*- 7) + - 0, 

oder 

(a — bi) f + (c — di) t 3 + 2et* + (c + di) t + (a -f bi) == ü. 
Wenn wir auf diese Form die oben gegebene Discrimiuante der li- 
quadratischen Gleichung mit BinominlcoefGcienten anwenden, so er- 
halten wir 

{« , + 6'-{(c’ + <i’)+ ‘ f’}’- . 

“ 27 {y («’+ h’) e + ~ (c*+ ä‘) e - { a(c*- <P> - 1 bed - i e»}» , 
oder mit Beseitigung der Brüche 

{ *12 (<P + 6 ! ) — 3 (c’ + <P) -f 4e‘} 3 
= -{ 72 («»+&*) e -f 9 (c»+ d') e - 21a (c*— d>) — 54 bed — 8e s }*, 

wobei anzumerken nützlich ist, dass der entwickelte Ausdruck weder 
C ; noch (c* -j- d*) (•' enthält. 


f 

! 
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/ 

Beispiel 4. Man entwickle die Gleichung der Parallelcurve 
eines Kegelschnitts, d. h. deB Ortes der Endpunkte von gleichen in den 
Normalen des Kegelschnitts von ihren Fusspunkten aus abgetragenen 
Stücken r. Wir haben („Kegelsclm.“ Art. 3$ 2.) diese Curve als den 
Ort des Mittelpunktes eines Kreises von Konstantem Radius betrachtet, 
der den Kegelschnitt stets berührt, sie kann aber offenbar auch als 
die Enveloppe eines Kreises vou constantem Radius betrachtet werden, 
dessen Centrum den Kegelschnitt beschreibt Wir haben dann die 
Enveloppe von 

(x — «)* + (y — ßf -r ! =su 

zu bestimmen, wo der parametrische Punkt a, ß den Kegelschnitt 
durchläuft und weil der Kegelschnitt eine Unicursaleurve ist, so kommt 

jji |i2 

diese auf den discutierten Fall zurück. Sei „ 4- ,, = 1 der Kegel- 

o* b‘ B 

schnitt und setzen wir « cos 0 und b sin 0 für a und ß, so erhalten wir aus 
+ ß 1 — — 2ßy -J- x* + — r 1 

den Ausdruck 

(a* — &*) cos 20 — 4ax cos0 — 4 by sin0 -f- 2 (x 1 -f- y*) -(- a* -f- b* — 2r*, 

der in der allgemeineren Form des letzten Beispiels mit inbegriffen 
ist Von da aus erhalten wir ein Resultat, welches sich entwickelt 
mit dem a. a. O. gegebenen identisch erweist. 

86. Wir wollen den besomlern Fall etwas näher unter- 
suchen, wo T in t algebraisch und vom ersten Grade in den 
Coordinaten ist, so dass es gleich Null gesetzt eine gerade 
Linie darstellt, d. h. wir untersuchen die Enveloppe von 

af* + nbt*~ l 0 

für a, l, . . . als lineare Functionen der Coordinaten. Daun 
ist die Enveloppe offenbar eine Curve M ,er Classe, weil nach 
Art. 85. durch einen beliebigen Punkt n Tangenten derselben 
gehen ^ und die Ordnungszahl der Enveloppe ist 2 (n — 1), 
weil die Diseriminante von at*- 1- • • • = 0 vom Grade 2 ( n — 1) 
in den Coefficienten a, b, . . . ist („Vorlesungen“ Art. 62.), 
die ihrerseits die Coordinaten linear enthalten. Man kann 
überdiess zwei andere Charaktere der Enveloppe leicht be- 
stimmen. Zuerst, sie hat im Allgemeinen keine Inflexions- 
punkte; denn in einem Inflcxiouspunkt fallen zwei auf einan- 
der folgende Tangenten zusammen, d. h, T—O und d t T— 0 
müssen dieselbe Gerade repräsentieren; diess aber, weil es 
die Uebereinstinnnung von zwei Constauten erfordert, also 
zwei Bedingungen giebt, kann im Allgemeinen nicht durch 

ü* 
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die Wald des einzigen verfügbaren Parameters t erreicht 
werden. 

Die Zahl der Spitzen der Enveloppe ist 3 (« — 2). Die 
Spitze ist als die der Jnflexionstangente reciproke Singularität 
der Schnittpunkt von drei auf einander folgenden Tangenten; 
für eine Spitze werden also die Gleichungen 
T= 0, d, T=0, d?T = 0 
zugleich erfüllt sein, oder durch leichte lteduction 

T u — 2)bt*~ s +l(n-2)(n — 3)c<— *+.•* = 0, 

T 12 = (n — 2)ct— 3 + i (« — 2) (« - 3) dt"~* + - ■ ■ = 0, 

jT 22 == cf"-* ~{-(n — — 2)(n — 3) c t"“ 4 -j 0; 

wo T| t , T I? , T 22 die drei zweiten Differentiale der durch 
Einführung einer zweiten Variabein homogen gemachten 
Function T sind. Wenn wir zwischen diesen Gleichungen 
x und y eliminieren, welche linear in dieselben eingehen, 
so ist die resultierende Gleichung in t vom Grade 3 (« — 2) 
und erlaubt also ebenso viel Lösungen. In der That, wenn 
wir T in die Form 

xTJ+yV+*W 

setzen, in welcher U, V, W nur t und Gonstanten enthalten, 
so giebt die Determinante 

l'u, V u , W u 

V„, v u , W„ — 0 , 

n v w 

,y I3> '13> ”13 

die den 3 (n — 2) Spitzen entsprechenden Werthe von t. 

Die Bestimmung der Zahl der Doppelpunkte in der En- 
veloppe kommt auf die Bestimmung der Ordnung des Systems 
Von Badingungen hinaus, unter welchen T— 0 zwei ver- 
schiedene Paare von gleichen Wurzeln hat l5 ), und das Pro- 
blem der Bestimmung der Anzahl von Doppeltangenten der 
Enveloppe ist das von der Bestimmung der Ordnung des 
Systems von Bedingungen, unter welchen T— 0 für ver- 
schiedene Werthe von t dieselbe Gerade repräsentiert; oder 
mit andern Worten der Zahl von Arten, in welchen es mög- 
lich ist, ein Paar Werthe t', f von t so zu bestimmen, dass 
die Verhältnissgleichheit 

U ' : V : W = U" : V" : W" 
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stattfindet. Es ist aber uicht nöthig, die Untersuchung dieser 
Probleme hier zu geben, weil wir durch die FlQcker’scheu 
Gleichungen aus den schon gefundenen Charakteren ö und z 
bestimmen können; mit 2 (« — l) und n für p und v und 
mit t = 0 finden wir 

x = o (»4 — 2), d — 2 (n —2) (»4 — 3), r = £ (»4 — 1) (»4 — 2). 

87. Wir betrachten nun den Fall, in welchem die Glei- 
chung k Parameter enthält, die durch (k — 1) Gleichungen 
mit einander verbunden sind. Um die Ideen zu fixieren, 
nehmen wir au, dass die Gleichung 17=0 die durch zwei 
Gleichungen V = 0, W = 0 verbundenen Parameter a, ß, y 
enthalte. Wir können dann ß, y als -Functionen von a be- 
trachten, die durch die beiden Gleichungen V — 0, W — 0 
bestimmt sind. Das Verfahren zur Bestimmung der Euveloppe 
in seiner ursprünglichen Form besteht dauu in der Elimi- 
nation von « zwischen den gegegebeneu Gleichungen und 


dU , dU dß , dU dy 

da ' dß d a ' dy da 


Es sind darin 


dß 
rf« ’ 


dy 

da 


Functionen von «, die aus 


dV . dV dß dV dy _ , 

da ' dß da dy da ~~ ’ 

dH’ , d W dß . dW dy . 

da ' dß da ' dy da 


bestimmt sind. Diese drei Gleichungen liefern 


dU 

dU 

dU 

da > 

dß ’ 

dy 

dV 

dV 

dV 

da * 

dß > 

dy 

dW 

dW 

dW 

da ’ 

dß ’ 

dy 


und das Endresultat wird durch Elimination von a, ß, y 
zwischen U — 0, V = 0, W — 0, V — erhalten. Aber 
y = 0 ist offenbar auch das Resultat der Elimination von 
l, (i zwischen den Gleichungen 
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dU 

da 

dU 

dß 

dU 

dy 


+ A 
+ A 
+ A 


dV -f 
da ^ 

dV 

dß 

dV . 

dj + 


+ f* 


dW 

da 

dW 

dß 

dW 

dy 


0, 


= o, 


0 ; 


so dass das Resultat auch durch die Elimination von re, ß, 
y , A , u zwischen diesen letzten drei Gleichungen und den 
ursprünglich gegebenen erhalten werden kann. Diess ist die 
Methode der unbestimmten Multiplicatoren , auf welche in 
Art. 84. hingedeutet ist. 

88. Von Wichtigkeit ist der Fall, wo II in (7: -j- 1) Pa- 
rametern homogen ist, welche durch (7c — 1) homogene 
Gleichungen verbunden sind. Er ist in Wahrheit mit dem 
Vorigen gleichbedeutend, weil die (k -{- 1) Parameter durch 
die Verhältnisse ersetzt werden können, welche k von ihnen 
mit dem (7c -f- l)' 1 '" bilden. Aber es ist symmetrischer, die 
sämmtlichen (7c -f- 1) Gleichungen zu benutzen, welche die 
Methode der unbestimmten Multiplicatoren liefert, und die in 
Folge des Satzes von den homogenen Functionen durch eine 
Relation verbunden sind, die sie auf k Gleichungen reduciert. 
Ist also z. B. V in re, ß, y, den Coordinaten des parametri- 
schen Punktes in der Curve V = 0, homogen , so giebt die 
Methode der unbestimmten Multiplicatoren zu den beiden 
Originalgleicliungen die drei neuen 




dU . dV _ dU 
dß ' dß ~ U ’ dy 


+ A 


dV 

dy 


=- 0. 


Aber die letzten drei sind zweien Gleichungen äquivalent, 
weil sie mit re, ß, y respective multipliciert die Gleichung 
m U -f- InV = 0 hervorbringen, die aus den Gleichungen 
U — 0, V — 0 hervorgeht. Wir haben somit vier Glei- 
chungen , aus welchen wir in Folge ihrer Homogeneität die 
vier Grössen a, ß, y, A eliminieren und so die Gleichung 
der Enveloppe bilden können. 


Beispiel. Die Enveloppe von 


U =(A a) m -f (Bß)”‘ -f (Cy) m = 0 

soll unter der Voraussetzung bestimmt werden, dass re, ß, y durch 
die Relation 

( Cy r = o 

verbunden sind. 
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l)ie Methode der unbestimmten Multiplicatoren giebt 
mA m -f X n n H n 1 — 1 = 0, mH"‘ ß"‘~' -f X nb ' ß* ' = 0, 
m C7"y™- 1 + Jnc"/- 1 =.0; 

J fl 

man erhält also mit. — = — u"*~' n 
m 

n m n n 



und durch Substitution in U die Gleichung der Enveloppe 


m n 


m n 


mn 






= o. 


89. Cayley hat den Fall einer Curve U— 0 be- 
trachtet, deren Gleichung zwei oder mehrere unabhängige 
Parameter enthält. Sind z. B. a, ß die beiden Parameter, so 
erhalten wir aus den Gleichungen 


U =°> = f = ° 


durch Elimination von a, ß die Gleichung der Enveloppe. 
Wir bemerken aber, dass wir aus denselben Gleichungen die 
Coordinaten x, y eliminieren können und dass dieselben also 
eine Relation zwischen den Parametern cp (a, ß) — 0 implicite 
enthalten. Diess bestimmt in dem zweifachen System von 
Curven U = 0 ein einfaches System, für welches die Para- 
meter dieser Bedingungsgleichung genügen. Wenn wir irgend 
eine Curve des zweifachen Systems und die nächstfolgende, 
den Nach bar werthen a -f- da, ß 4- dß der Parameter ent- 
sprechende Curve betrachten, so schneiden sich beide in einer 
Gruppe von Punkten, welche im Allgemeinen von dem Ver- 
hältniss dß : da der Wachsthümer der Parameter abhängig 
sind; gehört aber die Curve zu dem einfachen System, so ist 
die Gruppe dieser Punkte von dem fraglichen Verhältniss 
unabhängig. Die Coordinaten der Schnittpunkte genügen 
den Gleichungen 


U = 0, 



dU 

dß 


0 


und also auch der Gleichung 

U + C d “ + f ^ " 0 

für jeden Werth des Verhältnisses d ß : da. So erkennen wir, 
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dass eine Curve des einfachen Systems durch jede folgende 
Curve des doppelten Systems in der nämlichen Gruppe von 
Punkten geschnitten wird und dass der Ort dieser Punkte die 
Enveloppe liefert. In dem Fall eines einfachen Parameters 
ist die Enveloppe der Ort einer Gruppe von Punkten in jeder 
Curve des Systems und mag als eine allgemeine Enveloppe 
bezeichnet werden; im Fall zweier Parameter ist die Enve- 
loppe der Ort einer Gruppe von Punkten, die nicht in jeder 
Curve des Systems, sondern nur in den Curven des einfachen 
Systems liegen, für welches die Parameter der Gleichung 
cp («, ft) — 0 genügen und sie mag eine specielle Enveloppe 
heissen. Die nämliche Theorie ist auf den Fall einer belie- 
bigen Zahl von Parametern anwendbar und es giebt immer 
ein resultierendes einfaches System von Curven. 

90. Reciprocal -Cur ven. Es sei verlangt, die Enve- 
loppe einer Geraden 

il X l + X 'l + i:i X \i — P 

zu bestimmen, wenn die §, durch eine Relation 2.’ = 0 ver- 
bunden sind, mit anderp Worten, aus de( Gleichung U = 0 
einer Curve in Liniencoordinaten zu ihrer Gleichung in Punkt- 
coordinatcn überzugehen. Die Methode des Art. 88. zeigt, 
dass wir von den Gleichungen 

2 .’ = 0 , I , *,+■•— 0 

durch Combination derselben mit 


<i|, + + *** — ,li s + ~ 0 

und durch Elimination von , A zwischen diesen 

Gleichungen das Resultat erhalten. 

Die Lösung des reciproken Problems, von der Gleichung 
der Curve in Punktcoordinaten S = 0 zur Gleichung in Li- 
niencoordiuateu überzugehen, hängt von einer ganz analogen 
Elimination ab, nämlich von der Elimination von x,, x. t) x 3 
und A zwischen S = 0, x, -j- | 2 x., -f- x 3 — 0 und 


£ + 


£ + 


<is 


dx„ + — °) 

mau gelangt zu diesem System von Gleichungen auch un- 
mittelbar aus der Betrachtung, dass die Identität der Geraden 
6, — 0 mit der Tangente der Curve im Punkte x t 
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nach der wohlbekannten Form der Gleichung der Tangente 

(Art. 64.) die Proportionalität der | , zu den respective 

ax i 

erfordert. Wir haben (Art. 84. und „Kegelschnitte“ Art. 395.) 
auch erwähnt, dass das Problem, von der Gleichung einer 
Curve in Punktcoordinaten zur Gleichung derselben in Linien- 
coordinaten überzugehen, mit dem Problem übcreinstimmt, 
die Gleichung der lteciprokalcurve derselben in Bezug auf 
Xf 2 -|- -|- x 3 l — 0 zu bilden. • 

liei spiel. Die tileielmiif? von 

(a, + (a, + («, x 3 )"‘ = 0 

in Liiiicncoordinatcn abzuleiten. Wir haben in diesem Falle 


also 


1 L 

m a, 

(«, a-,)" 1 -' + - 
' 3 3 m «a 


(‘■•if' + if-i, w, i f; - o . 




91. Die so eben angezeigte Methode zur Aufstellung der 
Gleichung der lteciprokalcurve ist in der Praxis zumeist nicht 
die zweckmässigsle; die folgende scheint in der Mehrzahl der 
Fälle ihr vorzuziehen. Sei die Gleichung der Curve in der 
Form 

-f- x 3 -f- x 3 2 -j- • • • = 0 

gegeben, so können wir x 3 mittelst der Gleichung 


a;, + 1=, Xj + t, x 3 = 0 

eliminieren und erhalten 

eine in den Veränderlichen x t , x 3 homogene Gleichung; die 
gleich Null gesetzte Discriminaute dieser Gleichung als einer 
binären -Form giebt die Gleichung der lteciprokalcurve, mit 
dem Factor ar 3 n, “ _1) inultipliciert. x 
So erhält man z. B. für die Gleichung 

z, 3 -f- sc** + x 3 3 4- 6m Xi x t % = 0 

durch Elimination von x 3 zunächst 

(li *j 4- % 2 x . 2 f 4- 6 m x, x 3 (g, x t 4- t,x,)- Sy' (V+«V’) = 0, 
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oder 


deren Discriniinante durch jj 3 B dividiert die Gleichung der 
Reciprokulcurve oder die Gleichung der Curve in Liniencoor- 
dinaten liefert : 


*,• + + S :i 6 - (2 + 32 **) (1/ g 3 3 + y I.» + I.» 

- 24 »»* MsCl.’+lz’+S» 3 ) — (24 w + 48m«) fi,*«,*«** — (». 
Auf demselben Wege können die Linieucoordinaten - Glei- 
chungen der durch die allgemeine Gleichung in Punktcoor- 
dinaten dargestellten Curven dritter und vierter Ordnung ge- 
bildet werden , die wir später mittheilen. 

92. Ein Hauptvorzug der zuletzt gegebenen Methode be- 
steht darin, dass sie uns gestattet, die Gleichung der Reci- 
prokalcurve in der symbolischen Form darzustellen, welche 
in der XI. der „Vorlesungen“ erklärt ist. Wenn die ter- 
näre Form durch Elimination von x. t , mittelst der Gleichung 
li *1 H“ • ■ = 0 auf eine binäre reduciert ist, so gelten für 
die Differentiale der binären Form nach x, und x 2 die 
Regeln 

d d £1 d d d £ t d 

dx x dx , £3 dx z 1 dx t dx t | 3 dx 9 

Wenn wir aber diese Regeln auf das Symbol (12) anwenden, 
« durch welches 

d d d d 

dx ,U) dx/ft dx,W dx ,(Ö 


repräsentiert wird, so wird diess in 

1 I j. /d d d d 

J~, Vrte.d) dx, ( 2 ) ~ dx,m dx,d). 


_1_S (d £ 

t5j W,U) dx,( 2) 


d d d d 

dx dx t W' ' rfa^OO dx ,<*) dx,(i) 


)} 


übergeführt; oder das auf die binäre Form angewandte Sym- 
bol weicht nur durch den Factor g 3 von dem auf die ternäre 
Form angewendeten contravarianten Symbol (£, 12) ab. 


*) Wir brauchen die Bezeichnung («,{>,...$ x,y) n für die binäre 
Form mit Binomiatcocfficienten 

ax K 4- nbx*~ l y + ^ n (» — 1) cx n ~‘ * y* + • • • 

und behalten die andere (a, b, . . , \ x, y) n für die ohne Binomialcocf- 
ficienten geschriebene Form. (Vcrgl. „Vorlesungen“ Art. 61 .) 
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Wenn also eine Gerade g, je, -f- • • = 0 eine Cufve 
so schneidet, dass die Schnittpunkte einer inva- 
rianten Relation von bekannter Symbolform ge- 
nügen, so kann die Gleichung ihrer Enveloppe in 
Liniencoordinaten in derselben Form sofort ange- 
geben werden. Es ist z. ß. die Discriminante einer bi- 
nären cubischen Form bekanntlich (12) 3 (34) 3 (13) (24); wenn 
also eine gerade Linie ij, x t -f- • • = 0 eine Curve dritter 
Ordnung in drei Punkten von verschwindender Discriminante 
schneidet, d. h. wenn sie die Curve berührt, so müssen wir 
haben 

(6, 12)’ (g, 34) 2 (g, 13) (g, 24) = 0. 

Ebenso ist die Discriminante einer binären biquadratischen 
Form bekanntlich S 3 — 27 T 1 für S und T als zwei Invarian- 
ten, deren symbolische Formen respective 
(12) 4 und (12)'-’ (23) 3 (31) 1 

sind. Es folgt daraus sofort, dass die Gleichung der Ileci- 
prokalcurve einer Curve vierter Ordnung durch S 3 — 27 T 2 
dargestellt wird , wenn S für (|, 12)’ und T für 
(6, 1 2) 3 (g, 23) 3 (g, 31 y 

gesetzt wird; so dass S — 0 eine Curve vierter Classe dar- 
stellt, die die Enveloppe von Geraden ist, welche die Curve 
vierter Ordnung in Punkten schneiden, für die die Invariante 
S verschwindet (Vergl. „Kegelschnitte“ Art. 340.), und T— 0 
eine Curve sechster Classe, die Enveloppe von Geraden, die 
die Curve in vier harmonischen Punkten schneiden und für 
die daher die Invariante T verschwindet. 

93. Wir gaben in Art. 78. eine Methode zur Bildung 
der Gleichung der Tangenten , die von einem gegebenen 
Punkte xi an eine Curve gehen; wenn wir in Besitz der 
Gleichung der Reciprokaleurve oder der Gleichung der- 
selben in Liniencoordinaten sind , so ist jenes Problem in der 
That gelöst, weil nur erfordert wird, in dieselbe für die 
die Xj £t! — Xt xj zu substituieren, um die Bedingung zu er- 
halten, unter welcher die Verbindungslinie der Punkte x i} xi 
die Curve berührt, eine Bedingung, welcher offenbar durch 
die in den Tangenten der Curve von xi aus liegenden Punkte 
genügt wird. (Vergl. „Kegelschnitte“ Art. 326.) 
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94. Damit erhalten wir sofort einen zu dem Satze des 
Art. 92. analogen Satz, nach welchem wir aus der Glei- 
chung der Curve in Liuiencoordinaten die Glei- 
chung des Ortes eines Punktes symbolisch bilden 
können, für welchen das System der von ihm aus- 
gehenden Tangenten der (Jurve einer gegebenen 
invarianten Relation genügt. Setzen wir = 0 in 
der Gleichung des Tangentenbüschels, so entstellt die Glei- 
chung eines vom Puudamentalpuukt x, = X 2 — ü ausgehen- 
den zu jenem für j; :i = 0 als Axe perspectivischeu Büschels, 
welches derselben invarianten Relation genügt. Aus der so 
eben zur Bildung der Gleichung des Tangentenbüschels ge- 
gebenen Methode folgt aber 

d / d , d d * d , r d 

; = *» d{ 3 “ ** <4, ’ <ix, *« di, + dl ’ 

also wie oben 

d d d d r ( r /d d d d \ 

3*,7Ö ,£r,(*> ~~ dx,m ~~ X ' \ V|,o) di,w ~ di t m <4,(0/ 

, / (d d d d \ ■ r /d d d d 

' x i v di,w di ,i 2 i <4,m/ i x » Vsp) ( 4 ,( 21 — ’ ,Tpe <4,70/ / » 

so dass wir die Regel erhalten, es sei für jeden Factor (12) 
in dem invarianten Symbol, welchem das Tangentenbüschel 
entsprechen soll, (x 2 12) zu substituieren und mit dem so 
entstehenden Symbol au der Gleichung der Curve in Linien- 
coordiuaten zu operieren. 

95. Wenn die Gleichung einer Curve in Polarcoordinaten 
gegeben ist, so kann die Gleichung ihrer reciproken Polare 
in Bezug auf einen Kreis mit dem Pol als Centrum direct 
gefunden werden. Wenn wir auf dem Radius vector OP ein 
Stück OP' abtragen, das dem nächstfolgenden Radius vector 
OQ gleich ist, so ist PP' — dp, P' Q — pda, 

tan OPQ= ' 

und p sin 0 PO die Länge der Normale auf die Tangente. 
Ist die Gleichung der Curve z. B. p"‘ = a"‘ cos m a , so er- 
halten wir durch das logarithmische Differential 

— = — tan m ca da , = — cot m a , 

Q ’ dg 

und wenn ö der spitze Winkel ist, den der Radius vector 




) 
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mit der Tangente macht, so wird 0 = 90° — m u und die 
Normale zur Tangente p sin 0 = p cos w co. Der Winkel 
zwischen der Normale und dem Radius vector ist — ma und 
derjenige zwischen der Normalen und der Geraden, von wel- 
cher aus ui gemessen wird, ist = (m -|- 1) a. Aber der 
Radius vector der reciproken Curve ist der Reciproke der 
Normale zur Tangente, die Gleichung der reciproken Curve 
ist somit auch von der Form 

p"' = n m cos m « , 

nur dass der neue Werth von m gleich — . ist. Diese 

Curveuf’amilie schliesst verschiedene besonders wichtige For- 
men in sich: Fiir in = 1 den Kreis, für in — — 1 die gerade 
Linie, für in — 2 die gewöhnliche Lemniscate, für in = — 2 
die gleichseitige Hyperbel, für in — ^ die Cardioide, für 
m — — | die Parabel, etc. 

9(5. Berührung zwischen zwei Curven. In Art. 
90. bemerkten wir, dass das Problem von der Bildung 
der Gleichung der Reciprokalcurve mit dem andern Pro- 
blem übereinstimmt , die Bedingung aufzustellen , unter 
welcher eine gerade Linie die gegebene .Curve berührt, 
weil beide gelöst werden , indem mau die Enveloppe von 
§! x t -f- - • = 0 bestimmt, für die als der Gleichung der 
Curve genügende Parameter. Allgemeiner ist das Problem, 
die Bedingungen zu bilden, unter denen zwei Curven V — 0, 
V — 0 sich berühren , identisch mit dem andern Problem, 
die Enveloppe der einen Curve zu bestimmen, unter der 
Voraussetzung, dass die Coordinaten als veränderliche Para- 
meter betrachtet werden , die auch der Gleichung der andern 
Curve genügen. Denn wenn die beiden Curven sich berühren, 
so genügen die Coordinaten a:, des Berührungspunktes den 
Gleichungen von beiden und da auch ihre entsprechenden 
Tangenten dieselben sind, so sind die Differentialquotienten 
von U in diesem Punkte respective proportional denen von V. 
Die Bedingung wird somit gefunden, indem man x t) x v x v A 
zwischen G=X), V — 0 und 

dU . dV dU 1 dV dU^.dV 

dx , dx | ’ dx t ete, ’ ilx , dx t 
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eliminiert; man hat also wesentlich die in Art. 88. zur Lö- 
sung des Problems der Enveloppe gegebenen Gleichungen. 

97. Wenn die Ordnungen der Curven U — 0 und V — 0 
respective ft und ft' sind, so kann der Grad bestimmt werden, 
in welchem die Coefficienten der Gleichung jeder Curve, 
sagen wir V — 0, in die Bedingung der Berührung eingehen. 
Seien die Coefficienten in V durch a, V, c, . . . bezeichnet 
und sei W = 0 eine andere Curve von derselben Ordnung 
mit den entsprechenden Coefficienten b" , e", . . ., so er- 

halten wir durch Substitution von a -|- /.•«", . . . für a, . . . 
in die Bedingung der Berührung die Bedingung, unter wel- 
cher die Curve V -f- k W = 0 die Curve U = 0 berührt ; 
dieselbe enthält natürlich k in demselben Grade, in welchem 
die Coefficienten von V in die Bedingung der Berührung 
eingehen. Dieser letztere Grad wird somit durch die Zahl 
der Curven V -f- k W — 0 ausgedrückt, welche die Curve 
U — 0 berühren. Der Berührungspunkt muss dann wie vor- 
her den Bedingungen 

V x + kW, = W x , V, + kW, = W 2 , V, + kW, = XU 3 
genügen, aus denen durch Elimination von k und X 


V = 


u u v u w t 
Ui, V „ W, 
U 3 , V 3 , w 3 


0 


hervorgeht. Die Durchschnittspunkte der Curve y *= 0 mit 
U — 0 sind diejenigen Punkte in U >= 0, in welchen diese 
Curve von einer Curve des Büschels V -f- k W = 0 berührt 
werden. Weil die Grade von Ui, V,, W, respective ja — 1, 
ft' — 1, p'— 1 sind, so ist der Grad von V gleich (ft -f- 2 ft' — 3) 
und die Zahl jener Durchschnittspunkte ft (ft -f- 2ft' — 3). 
Diess ist somit auch der Grad, in welchem die Coefficienten 
von V in die Bedingung der Berührung eingehen; und in 
analoger Art ergiebt sich, dass dieselbe die Coefficienten von 
U im Grade ft' (ft' + 2ft — 3) enthält. Für ft' = 1 finden 
wir das schon bekannte Resultat wieder, dass die Bedingung, 
unter welcher die Gerade as, + • • = 0 eine Curve der 
Ordnung ft berührt, die Grössen £, im Grade ft (ft — 1) und 
die Coefficienten der Gleichung der Curve im Grade 2(ft - 1) 
enthält. (Vergl. „Kegelschnitte“ Art. 348.) 
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Wenn die Curve 17=0 einen Doppelpunkt hat, so folgt, weil 
U t — 0, t7j=0, U 3 = 0 durch diesen Punkt gehenuud, falls 
derselbe insbesondere eine Spitze ist, auch dieselbe Tangente 
mit [7= 0 haben, dass diess Alles auch für y=0 gilt; wir 
sehen damit r dass der Grad der Bedingung der Berührung 
in den Coefficienten von V für jeden Doppelpunkt um zwei 
und für jede Spitze von U = 0 um drei Einheiten vermindert 
werden muss ; dieser Grad ist somit 

ft (ft -(- 2 ft' — 3) — 28 — 3x oder v -(- 2 ft (ft' — 1). 

98. Dieselben Resultate können noch in anderer Weise 
begründet werden. Denken wir eine beliebige Gerade 
x x -j- ■ • = 0 und setzen wir die Determinante 

5, S,, I, ! 

v = u t u t u 3 

V, V \ V 3 

gleich Null, so repräsentiert diese Gleichung den Ort eines 
Punktes, für welchen die Polaren in Bezug auf die Curven 
[7 = 0 und V — 0 sich auf der angenommenen Geraden 
schneiden. In einem zu U = 0 und V = 0 gemeinschaft- 
lichen Punkte sind die Polaren die bezüglichen Tangenten 
und es giebt daher offenbar nur zwei Fälle, in welchen ein 
zu [7=0 und V = 0 gemeinsamer Punkt auch hi V = 0 
liegen kann, nämlich den einen, in welchem die angenom- 
mene Gerade einen jener Durchschnittspunkte von [7=0 und 
F=0 enthält, und den andern, wo [7=0 und F=0 
einander berühren. Wenn wir also zwischen V —^> U—Q, 
V = 0 eliminieren , so enthält die Resultante als Factoren 
die Bedingung, unter welcher x t -(-•• = 0 durch einen 
Durchschnittspunkt von U= 0, F=0 geht, und die Bedingung, 
unter welcher dieselben sich berühren. In die Resultante 
von drei Gleichungen treten nun die Coefficienten einer jeden 
in einem dem Product der Grade der beiden andern gleichen 
Grade ein; es ist somit, weil V; V respective von den 
Graden ft -f- ft' — 2, ft, ft' sind, die Resultante vom Grade 
ft ft' iii den vom Grade 

ft P + ft' (ft + ft' - 2) = ft' (2 ft + ft'. — 2) 

in den Coefficienten von [7, und vom Grade ft (2fi' -f- u — 2) 
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in den Coefficienten von V. Ebenso sind die Grade der Re- 
sultante von &,*, + •• = 0, U—0, V =0 in den verschie- 
denen Coefficienten respective u u, p' und ft. Die Subtraction 
dieser Zahlen von den vorhergehenden liefert wie vorher die 
Grade der Bedingung der Berührung in den. Coefficienten 
von U und V respective gleich u‘ (2g -j- ft' — 3) und 
[i (2 ft' + ft — 3). 

99. Evoluten. Nach den ausschliesslich projectivischen 
Sätzen, die wir bisher mitgetheilt haben, wollen wir die Unter- 
suchung einiger Aufgaben anschliessen, die zur ( 'lasse der metri- 
schen (Art. 1 .) gehören. Die Beziehung der Rechtwinkligkeit ge- 
hört zu diesen, weil (vergl. „Kegelschn.“ Art. 419. u. a.) zwei 
zu einander rechtwinklige Gerade als Linien betrachtet wer- 
den müssen, deren Richtungen mit den nicht reellen Kreis- 
punkten im Unendlichen eine harmonische Gruppe bilden. 
Einige wichtige Fälle von Euveloppen, welche ditf Relation 
der Rechtwinkligkeit voraussetzen, sind hier nicht auszu- 
schliessen und es ist zu bemerken, dass die bezüglichen Sätze 
projectivisch werden, wenn wir für die Kreispunkte im Un- 
endlichen zwei beliebig gewählte Funkte I, J und statt zu 
einander rechtwinkliger Geraden solche setzen, welche von 
diesen harmonisch getrennt werden. 

Eine der wichtigsten und die am frühesten untersuchte 
Glasse von Euveloppen bilden die Evoluten der (Jurven. Die 
Evolute einer Curve ist („Kegelschnitte“ Art. 256.) als 
Ort der Krümmungscentra der Curve definiert worden, sie 
kann aber auch als die Enveloppe aller Normalen'der 
Curve aufgefasst werden. Denn der Krümmungskreis ist 
der durch drei aufeinander folgende Funkte der Curve gehende 
Kreis und sein Centrum also der Schnittpunkt der in den 
Mittelpunkten der Seiten des von ihm gebildeten Dreiecks auf 
ihnen errichteten Ferpendikel, das Krümmungscentrum ist 
also auch, weil die Verbindungslinien des ersten und zweiten 
und des zweiten und dritten Punktes zwei auf einander fol- 
gende Tangenten sind, der Schnittpunkt von zwei auf einan- 
der folgenden Normalen und sein Ort muss also die Enve- 
loppe aller Normalen sein. 

Beispiel 1. Die Evolute von , ’ r = 1 su finden. Die 
1 n* 1 6* 
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Normale ist („Kegelschnitte“ Art. 180.) — — ? = c', oder für 

x = a cos qs , v = l sin m JiJE. ■? — = c * eine Gleichung von 

J cos qp sin (p 

der im Beisj). 2. des Art. 85. betrachteten Clause , deren Enveloppe 
daher dargestellt wird durch 

ui x3 + bi yi = d. 

Beispiel 2. Die Normale der Parabel ist („Kegelschnitte“ 
Art. 221.) 

p (y — y) + -y ( x — x ') =• ° «<1« zy 3 + (j>* — -zpx) y' —p*y = 0, 
eine Uleichung von der im Beisp. 1. des Art. 85. betrachteten Classe, 
deren Enveloppe für y als Parameter ist 

2(j>- 2x)«-f 27j>y*~0. 

Beispiel 3. Berechne die Evolute der semicubischen Parabel 
py 3 — x 3 . Die Uleichung der Normale ist 

3a:'* (y — y) + 2py (x — x) =» 0 

und die Substitution des Werthes von y nach der Uleichung der 
Curve giebt für x'‘“ — t und Division mit x'Ü die Bleichung 
3< 4 + Zpt* — iplyt - Zpx = 0, 
deren Enveloppe ist 

P (P — 18 x) 3 = (64p x + 7 'q y- + p*) 1 . 

Beispiel 4. Man bestimme die Evolute der cubisclieu Parabel 
p‘y = x 3 . Die Uleiehung der Normale ist / 

3x'* (y — y) -(- p‘ (x — x') = 0 oder 3x' 5 — 3 p*yx' 3 p*x' — p'x = 0. 

Die Enveloppe von 

at 5 + 10 dt 3 + 5 ef + f = 0 

ist aber 


0 Cf * — 12 d‘e)* + 128 (2 c* - Sdf) (ae> — adef— ad 4 ) =■ 0; 
also im vorliegenden Palle 



Beispiel 5. Man soll die Evolute der Cissoide (x*-J-y*)x=ay* 
berechnen. Die Cissoide ist eine Curve vom Geschlecht Null und wenn man 
ihre Uleichung in der Form (a — x) y 3 = x 3 schreibt, so erhellt, dass die 

Werthe x = P“ 0«) ihr K L * uii g eu - Gie Gleichung der 

Tangente im fraglichen Punkt findet man 29 3 y — 30*x + a — x = 0 
und daher die der Normale 


2 6 3 x + (1 + 3 6*) y 


oder 


a (1 + 2 0 ! ) 

e 


2 0<x + 3 0’y — 2 0*a -f 0y — a = 0. 

Die Diserimiuaute dieser Bleichung enthält den Factor (x -f- Jo,* -j- y‘ 
Salinon, Höhere Curveo. 7 
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und der übrig bleibende Factor giebt die Gleichung der Evolute in 
der Form 

— a 'x = O. 

Beispiel 6 . Die Evolute von .ri -(- y\ = a3 zu bestimmen. 
Für jeden Punkt dieser Curve können wir schreiben (vergl. Art. 85., 
Ucisp. 2 .) 

x = a cos’qs , y = a tcin’cp ; 

X V 

die Tangente in dieeem Punkte ist 1 — ~ — = n und die Nor- 

cos cp sin cp 

male also x cos cp — y sin q> = a cos 2 cp oder 

(x -f- y) (cos qp — sin cp) + (a; — y) (cos cp -|- sin 9 ) = 2 a (eos*cp — sin *<p), 
oder 

x y x — y 3 

sin (cp -j- 45") ‘ cos (cp + 45") ” a ’ 

deren Enveloppe nach Art. 85., 2 . durch 

(x -(- ;/)3 -f- (x — y)i = 2 aÜ 

ansgedrückt wird. 

100. Die folgende Untersuchung führt zu den in der 
Differentialrechnung üblichen Ausdrücken für die Coor- 
dinaten des Krümmungsmittelpunktes und den Radius der 
Krümmung — natürlich rectanguläre Cartesische Coordi- 
naten vorausgesetzt. Sind a und ß die Coordiuaten eines 
Punktes der Tangente, x, y die des bezüglichen Berührungs- 
punktes, so ist die Gleichung der Tangente 

fi-y = d d l 

wo ^ oder, wie wir es abkürzen wollen, p aus der Gleichung 

der Curve zu bestimmen ist; denn die Tangente geht durch 
den Punkt x, y und macht mit der Axe der x einen Winkel 
von der trigonometrischen Tangente p (Art. 48.). Die Nor- 
male als das durch den Punkt x, y zu dieser Geraden gehende 
Perpendikel hat die Gleichung 

(« — *) +P (ß — V) = 1) 

Die Enveloppe dieser Geraden mit dem Parameter x und dem 
durch x mittelst der Gleichung der Curve ausgedrückten y ist 
zu finden. Die Differentiation nach x und die dabei brauch- 
bare Abkürzung ^ = q zeigt, dass der Berührungspunkt 

der Geraden mit ihrer Enveloppe durch Combination mit ihrem 
Differential 
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— 1 —I»* + (0 — !/) 3 = 0 2) 

gefunden wird. Aus diesen beiden Gleichungen finden wir 
durch Auflösung die Werthe 

und den Krümmungsradius 

-ß = /{ o* — xf + (ß — y) 2 } = 

Die für den Durchschnittspunkt der benachbarten Normalen 
gefundenen Werthe ergeben sich für denselben Punkt, wenn 
man ihn als Krünunungsmittelpunkt betrachtet. Ist dann 

(* - «0* + (y - ß)' ! = & 

die Gleichung des Kreises, so giebt die zweimalige Ditt'erentiation 

(*-«) + (y - ^ = 0, 

i + (ä)'+d/-«2-o. 

Wenn aber der Kreis die Curve osculiert, so haben (Art. 49.) 
iin Berührungspunkte ^ und dieselben Werthe; wir kön- 
nen daher in diesen Gleichungen für die Differentialquotien- 
ten die aus der Gleichung der Curve erhaltenen p und q sub- 
stituieren und finden sie dann mit den aus der andern Auf- 
fassung hervorgehenden Gleichungen 1) und 2) identisch. 

101. Weil y sehr selten als Function von x explicite 
gegeben ist, vielmehr beide in einer Gleichung U —0 ver- 
bunden erscheinen, so ist es nothwendig für diese Ausdrücke 
in p und q solche in den Differentialen von U zu bilden; 
setzen wir wie vorher schon 
dU 
dx 


= u, 


d JL^u- 

dy ¥*' 


U» 


d*U _ d'U _ jr <PU 

dx* 1 1 ’ dy* 25 ’ dx dy 

so wird, weil in der Gleichung der Tangente U x und U 2 die 
Coefficienten von x und y sind, die Gleichung der Normale 
U 2 {a-x) - U, (ß — y) = 0 , 1 ) 

also durch Differentiation 

(t',, + u„ 2) (« - «) - (c„ + u„ g) (ß - ,,) 

- V, + u, % - 0; 
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aus der Gleichung der Curve folgt U t -f- Z/ s — 0, also 

durch Substitution für -' J 
dx 

(#, U,, - U, U,,) (« - X) - (U, U» - u, U u ) ( ß - y ) 

+ U ,* + = 0. 2) 

Die Auflösung der Gleichungen 1) und 2) giebt 
_ _ — t/, (</,« + </,») 

“ X ~~ Ü„ US - 2 Z/ lf (7, t/, + U n US ’ 

x -IdM 

* p • / ~~ t/„ t/,« - 2 u„ u t u t + t/ a us 

und somit 


± (#.* + ü,*)i 

{/„ t/,* - 2 t/ ls //, u i + u„ us 


102. Durch Einführung der Lineareinheit s oder Ueber- 
gaug zur homogenen Gleichungsform können diese Ausdrücke 
in mehr symmetrische Formen gebracht werden. Denn das 
Theorem von den homogenen Functionen giebt 

(» — 1) üj = #ii * + #,, y + U i3 z, 

(« — 1) #2 = Uy, x + U,, y + U. n z, 

(» — 1) #s =U yi x+ U n y + 77 ;w 2 ; 

also auch 

(« — 1) (# 22 Z7, — U VI # 2 ) 

= (#,. u,, - #,;-’) * + (u,, u n - u n u u ) z, 

(« 1) ( U t , Z7 2 #12 #i) 

= (#„ #22 - '#,2 2 ) y + (#„ #2:1 - #12 #,:.) *■ 

Wenn wir die erste dieser Gleichungen mit #, und die zweite 
mit U. t multiplicieren und die Producte addieren, so erlialten 


wir 

(*•—!)( #22 #,* - 2 #12 #, #2 + #„ #2 2 ) 

■=(#„#«- #»*)(*#, + 2 / #2) 

+ * {(#22 #,3 - #,2 #21) #, + (#„ #2:. - #12 #,3) #2} 
und weiter, weil nach der Gleichung der Curve 

x #, -j- y # 2 -f- ä ZZ, = 0 
ist, 

= - * {(#,2 #23 - #22 #,:,) #, + (#12 #13 ~ #1 L #23) #2 
+ (#„ #22 - #,2 S ).#3}- 

Durch Substitution der oben für U,, ZJ 2 , Z7 a gegebenen 
Werlhe erhalten wir endlich 
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(n - 1)* (U„ W - 2 U„ U t U, + U„ UJ) 

= -*(.U„U„U„ + 2U n U n U„ 

- üi** - U n Uy* - U,., Uy?) = - 1/.-’, 

so dass der Ausdruck des Krümmungsradius in 
t, , {« - 0* (U,* + V,*)l 

11 — ± z t u 

übergeht. Für jeden Funkt der Curve, dessen Coordinaten 
die Gleichung H — 0 erfüllen, wird der Krümmungsradius 
unendlich und der Krttmmuugsmittelpuukt liegt iu unend- 
licher Ferne. Da diess nur statttiuden kann, wo drei auf- 
einander folgende Punkte der Curve in einer Geraden liegen, 
so kommt man aus dem Werthe des Krümmungsradius unab- 
hängig von Art. 74. zu dem Schlüsse, dass die Durch- 
schnittspunkte der Curven U — 0 und H= 0 Inflexions- 
punkte sind. 

Das doppelte Zeichen im Ausdruck des Krümmungsradius 
ist ganz entsprechend dem , das im Werthe der Entfernung 
eines Punktes von einer Geraden auftritt (vergl. „Kegel- 
schnitte“ Art. 34.); wenn wir Übereinkommen, das Zeichen 
+ zu brauchen , wenn der Krümmungsradius und daher die 
Concavität der Curve in einem bestimmten Sinne liegt, so 
müssen wir das Zeichen — wählen, wenn sie im entgegenge- 
setzten Sinne liegen. Da jede algebraische Function beim 
Durchgänge durch den Werth Null ihr Zeichen wechselt, so 
verändert in einem Inflexionspunkt der Krümmungsradius sein 
Zeichen und die Curve geht aus Concavität in Convoxität 
über und umgekehrt, ln einem Doppelpunkt nimmt der Aus- 
druck des Krümmungsradius die Form — an und sein Werth 

muss nach den für solche Fälle geltenden gewöhnlichen 
Regeln bestimmt werden; in der That hat jeder Zweig der 
Curve in diesem Punkte seine eigene Krümmung. Für 
eine Spitze findet man den Werth des Krümmungsradius 
gleich Null. 

103. Die Länge eines Bogensder Evolute ist 
gleich der Differenz der Krümmungsradien in 
seinen Endpunkten. Denn wenn wir irgend drei auf 
einander folgende Normalen der Curve ziehen und den Durch- 
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Fig. 24. 
T 


ci 

<?>0 


schnittspunkt der beiden ersten C, den der zweiten und dritten 
C' nennen, so ist wegen 

CIt = CS, C'S —CT 

das Element CC', das Wachsthum des Bogens der Evolute, 
gleich dem des Krümmungshalbmessers. Wenn 
man also einen biegsamen aber nicht dehn- 
baren auf die Evolute aufgewundenen Drath 
von derselben abwindet, so beschreibt jeder 
Punkt des Letzteren eine Involute derselben, 
d. h. eine Curve, von welcher CC' die Evolute ist. 
Unter diesem Gesichtspunkte hat Huyghens, 
der Erfinder der Evoluten, sie zuerst betrachtet und ihnen 
den Namen gegeben. 

104. Wir geben hier eine zur Bestimmung des Krüm- 
mungsradius für eine durch ihre Gleichung in Polarcoordi- 
naten gegebene Curve oft nützliche Formel. Die Polarglei- 
chung Q = f (ca) kann in die Form p — f (p) übergeführt 
werden, wo p die Normale vom Pol auf die Tangente und 
durch die Gleichungen bestimmt ist (Art. 95.) 

p = p sin 0 , tan 0 = p ^ • 

Ist dann p, die Entfernung des Krümmungscentrums vom 
Pol und E der Krümmungsradius, so hat man 
p, J = p2 _|_ R i _ 2 Ep. 

Gehen wir zum nächstfolgenden Punkte der Curve über, so 
bleiben p, und E constant und durch Differentiation ergiebt sich 

dg 


E = 


9 


dp : 


der bezeichnete Ausdruck für den Krümmungsradius. 

Wenn in dieser Weise E in Function von p und p aus- 
gedrückt ist, so können wir zwischen 

9 = f(P), 9* = Q ! + E* — 2 Ep 
und der offenbar richtigen Gleichung j), s =p 2 — p- die 
Grössen p und p eliminieren und eine Relation zwischen dem 
p, und Jh der Evolute bilden ; aber es ist nicht immer leicht, 
zu der Relation zu gelangen, welche zwischen dem p, und o, 
der Evolute besteht. 

Als ein Beispiel wählen wir die Curve p"' = a"‘ cos m a ; 
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wir finden jö==p cos m a> und also p"‘+ ! = a"‘p als die Relation 
zwischen p und p. Dann folgt 

V a m 

(m + i)p = (m + J) e"‘ "‘ 


1t = 


für den Krümmungsradius. 

Die Gleichungen 

9i ? = Q 2 + jß 2 — 2 Rp, j), 2 = p 2 — |> l 
geben die Grössen p, 2 , p, 2 als Functionen von p und somit 
die Gleichung der Evolute in der Form p, = cp (p,), ohne 
dass jedoch die Elimination wirklich vollzogen werden kann. 

Man kann aber leicht die Gleichung der Reciprocal- 
curve der Evolute in Bezug auf einen um den Pol als Cen- 
trum beschriebenen Kreis finden. Bei der Radius dieses 
Kreises gleich a, und p 2 der Radius vector der Reciprocal- 
curve, <a 2 die Neigung desselben zu einer gegen die Null- 
linie der co rechtwinkligen Geraden, so ist p t = p sin mm 
und dann 

a’ a 

T~ 

cos m mo> sin mm 


Nach Art. 95. ist ferner m 2 = (in — j— 1) co und somit die Re- 
lation zwischen p 2 , o 2 , die Gleichung der Reciproken der 
Evolute 


p 2 m cos 


vuo t 
m + 1 


sin'" 


m io t 

m -f 1 


a m . 


Man erkennt leicht, dass der Ort des Endpunktes der Polar- 
subtangente (vergl. „ Kegelschnitte “ Art. 200.) einer Curve 
die Reciproke von der Evolute der Reciprocalcurve ist. So 
ist dieser Ort eine gerade Linie für die Focalkegelschnitte, 
weil die Evolute der Reciproken sich dann auf einen Punkt 
reduciert. 

105. Aus der Gleichung einer Curve in Liniencoordinaten 
u = 0 können wir direct die Liniencoordinaten der Normale 
und die entsprechende Gleichung der Evolute bilden. Denn 
wenn die 5/ die Liniencoordinaten einer Tangente sind , so ist 


s, 


= 0 


d _* 4- £ du ' _L £ d 
dt,' ^ S * di; + 

die Gleichung des Berührungspunktes; und wenn v = 0 die 

Gleichung eines Punktepaares I, J in Liniencoordinaten re- 
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präsentiert, so ist die Gleichung des Pols der - gegebenen 
Tangente in Bezug auf sie, d. h. des conjugicrt harmonischen 
Punktes vom Schnitte der Tangen W mit der Geraden IJ in 
Bezug auf I und J 


y dv , y dv . » dv 

61 rf{,' + ** 31,’ h d£,' 


0 . 


Sind I, J die Kreispunkte im Unendlichen, so repräsen- 
tiert die letzte Gleichung die Richtung der Normale. Beide 
Gleichungen zusammen bestimmen in jedem Falle die Liuien- 
coordinaten derselben und wir bilden die Gleichung der Evo- 
lute, indem wir die 5/ zwischen ihnen und der Gleichung 
der (’urve eliminieren. In dem System der Plücker’schen 
Linieucoordiuaten, welches den gewöhnlichen rechtwinkligen 
Ooordinaten entspricht, ist die Gleichung der Kreispunkte 
£ ? -f- >i 2 = 0 (vergl. „Kegelschnitte“ Art. 177,1.) und die zweite 

Gleichung ^ = 0 wird zur wohlbekannten Bedin- 


gung der Rechtwinkligkeit -j- rjrj' — 0. 


Beispiel. Die GleichuDg der Evolnte des durch seine Glei- 
chung in Liniencoordinatcn n* £* 6* r/* «= 1 gegebenen Centralkegcl- 

schnitts zu entwickeln. Die Gleichungen zur Bestimmung der Coordi- 
naten der Normale sind iu diesem Falle 


— l, !£' + vv — °. a|s ° = — nv' 


c‘ 


Substituiert man die Werfhe für {' und ij' in «’ -(- b’ t]’’ = 1 , so 

erhält man die I.iniencoordinatengleichung der Evolute 



106. Wir geben einige Beispiele von der Behandlung 
des allgemeineren Problems, in welchem das von der Evolute 
eingeschlossen ist, nämlich von der Bestimmung der Euve- 
loppe des aus dem Berührungspunkte ausgehenden, zur Tan- 
gente conjugiert, in Bezug auf zwei feste Punkte I, J harmo- 
nischen Strahls. (Art. 99.) Wir wollen jenen Strahl die 
Quasi - Normale und ihre Enveloppe die Quasi - Evolute 


nennen. 

Beispiel 1. Die Curve sei ein Kegelschnitt und werde auf ein 
Fundamentaldreieck mit der Basis JJ bezogen, dessen dritte Ecke ihr 
Pol im Kegelschnitt ist, so dass seine Gleichung von der Form 
(ax, + x,) (x, -f bx t ) = x,’ : w 

und die Gleichung einer Tangente , • : . 

6* (ax, + x,) — 29x, -P (#i + bx t ) = 0 
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ist. Dann ist die Gleichung der zu dieser Geraden in Bezug auf 


x, = 0, x 2 = 0 


harmonisch conjugierten Linie von der Form 

0* (ax, — x t ) -f- (x, — bx t ) — Mx„ 
und M wird durch die Bemerkung bestimmt, dasB die Gerade den Be 
rührungspunkt enthalte, fiir welchen 

0 (ax, -f- x t ) — x 3 , 0 x, = x, -f- 6x s 

ist; denn es folgen 


x, -= 

und daraus 
Wenn wir nun 


x, (6 — 0') x, («0' — 11 

0 t ab — I) ’ *• 0 (ab — I) 

_ ? (b - «0'1 
(ab — 1) 0 ' 


<iX| — x, = X,, x, — 6.r t = X,, 8xj = (ab — 1) X 3 
setzen, so wird die Gleichung der QuaBinormale 

a 0' X, + 4 0 1 X, + 4 0 X, - h X, = 0 
und ihre Enveloppe ist also eine Curve vierter Classe von der Gleichung 
(a6X,* + 4X, X,)’ + 27 Xj* («X.« - 6X,*)‘ = O; 
die Ordnungszahl der Curve ist also sechs, sie hat die Punkte 
X , = X 3 = 0 , X 2 = X :t = 0 

zu Spitzen mit der gemeinsamen Tangente X 3 = O, und enthält ausser- 
dem vier andere Spitzen in den Schnittpunkten von 

a b X,* + 4 X, X, = 0 , o X,* - b X.« = 0. 

Beispiel 2. Der Kegelschnitt gehe durch einen der Punkto 
7, J oder sei semicircular. Dann ist 6 = 0 und x t — x, = 0 ist in 
der Curve, x, = 0 die bezügliche Tangente derselben. Die Gleichung 
der Quasi -Normale ist dann 

a e 3 X, + 4 0* X t + 4 X, = 0, 
die Enveloppc nur von der dritten Classe; ihre Gleichung 
4 X,’ -f 27 a X, X,* = 0 

zeigt sie als eine Cnrve dritter Ordnung, mit X, = X 3 = 0 als Spitze 
und X, = X, = 0 als Inflexionspunkt. 

Wenn die Curve durch 7 und J hindurchgeht, so werden » und 
6 gleich Null und wir sehen, dass die Gleichung der Quasi - Normale 
sich auf 0 ! X, X, = 0 reducicrt, dass also diese Linie durch einen 
festen Punkt, den Schnitt von X, = 0, X 3 =*0, der Tangenten der 
Curve in 7, J respective, hindurchgeht. 

Beispiel 3. Der Kegelschnitt berühre die Gerade 7 7. Wir 
wählen diese und die beiden andern Tangenten des Kegelschnitts 
durch die Punkte 7, J zu den Fundamentallinien, so dass 
x,’ + x t * + x s ! — 2 x, x, — 2 x 3 x, — 2 X| x, = 0 
° der x 3 (2 x, -f 2 x, — x 3 ) = (x, — x,)* 

die Gleichung des Kegelschnitts ist. Die Gleichung der Tangente des- 
selben ist dann 
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2 x, + 2 x 2 — x 3 — 2 0 (x, — x t ) 4 9* x 3 =* 0 
und für den Berührungspunkt ist 

x, — = 0x 3 , 2 x, -f 2 x, — x, = 0* x 3 . 

Die Gleichung der Quasi - Normale ist also 

(x, — x,) — 0 (x, + x f ) = x, {9 — i 0 (1 + 0’)} 

oder 

e 5 x ä — 9 (2X| + 2xj + x 3 ) + 2'(x, - x.) — 0, 
ihre Enveloppe also von der dritten Classe; es ist die Curve dritter 
Ordnung mit Spitze 

27 Xj (x, — x,)* = (2 x, + 2x, + x 3 ) 3 . 

Beispiel 4. Die vorigen Beispiele können auch in der Voraus- 
setzung behandelt werden, dass der Kegelschnitt durch die allgemeine 
Gleichung gegeben ist. Die Tangente im Punkte x[ ist 

(«ii*/ 4'«is®s’ 4 «13^3') x, + (a,jX|' 4 a u xi -f a» 3 x 3 ') x 3 

+ («ijx', -f « 23 Xj' + a 33 x 3 ') x 3 = 0, 
und die Quasi -Normale , . 

x 3 ' {(Oi.x,' 4 a„x 3 ' -f a, 3 x 3 ') x, — («„x,' -f a„x 3 + n, 3 x 3 ’) x,} 

= («nXf** — a tt x t '* + a )3 x,'x 3 ' - u J3 x 2 'x 3 ') x 3 ; 
es ist also die Enveloppe von 

«„XjX,' 8 — a„x 3 x t '* 4 (a, 3 .r 2 — <i l3 x,) x,' s 
4- — «■„x, — a„x,) Xj'x 3 ' -f (a„x 3 -f <i l3 x 3 — o„x,) x,'x 3 ' = 0 

zu bestimmen, wenn die Parameter x/ durch die Bedingung 
«n X|'* 4 OjjXj' 1 4- a 33 x 3 ' ! -f 2aj 3 Xj'x 3 ' 4 2 a, 3 x,'x 3 ' 4- 2a„X|'x t ' = 0 
verbunden sind. Nach Art. 96. wird die Enveloppe durch denselben 
Prozess erhalten, der zur Ermittelung der Bedingung dient, unter 
welcher zwei Kegelschnitte sich berühren („Kegelschnitte“ Art. 348.). 
Wir bilden die Invarianten dieses Systems von quadratischen Formen. 
Die Discriminante der ersten ist 2 x 3 S mit 

S = (<*,,«* — <*„*) («„x,* — c ) + («««,3* — OnOfj) X S * 

-f- 2öjj (<*13^,2 a n a i3 ) x 2 x$ 2aj, (a 12 a 23 a t2 a , 3 ) x t x 3 ‘ y 

die der zweiten A; sodann 

f> = — (a M o j, — a l3 *) (AhX,* — 2a, s x,x, 4 «„Xj*) 

4 (3o„a M 8 -f Sana,,* — 4 a„«„« 33 — 2a lJ «, 3 a lt ) x 3 * 

4" (4n n a )3 ai t 2« n — 2<Z2s «it*) x* x 3 
+ (■‘«ii«««j3 — 2 a„a ft «, 3 — 2a 13 a„*) x, x 3 ; 

©’ = 0. Die Gleichung der Enveloppe ist 
27 A 2 iS ! x 3 * = © 3 ; 

eine Curve sechster Ordnung mit sechs Spitzen, von denen zwei in 
x 3 = 0 liegen, d. h. in der Verbindungslinie der Punkte I, J. Setzen 
wir voraus, dass x 3 = 0 den Kegelschnitt berühre, so ist 
a„ a a — a. 8 * = 0 

und S und © nehmen die Formen x,L und x 3 iV an, für L und M als 
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lineare Functionen der .r ( ; dio Gleichung der Enveloppe geht in die 
Form x 3 & — M* über und stellt eine Curvo dritter Ordnung mit 
Spitze dar, für welche x, = 0 die stationäre Tangente ist. Lassen wir 
den Kegelschnitt ferner durch J oder x t — .r, = o gehen , so wird 
n n = 0 , S= a n {a n x, ««'Xj)* und © von der Form 

+ «ijXj) M. 

Die Gleichung wird durch (n, x t -f «13X3) 3 theilbar und von der Form 
X3* 13 x 3 ) — M*. 

Wir bemerken, dass die Gerade a^x, -f- «„jr, = 0 die Tangente des 
Kegelschnitts im Punkte J und dass sie eine InHexionstangente der 
Enveloppe ist. 

107. Im Allgemeinen ist nach Cayley’s Bemerkung für 

I 1 x 1 t^2 x 2 "j - 77*3 x 3 — 0 

als die Gleichung der Tangente im Punkte x[ und für ;/, , 1 /* 
als die Coordinaten der Punkte I, J die Gleichung der Quasi- 
Normale 

I > &3 

(U, ;/,* + 77, y* -f- U- s ?/:,*) x { ', x.;, x‘ 

V\ 1 Vi i ü'i 
Xj , x 2 , x 3 

+ (^1 ?/i + 77, y, + U 3 y 3 x,', x,', x 3 = 0. 

y*> v *> y * 

Denn die beiden Determinanten, die wir durch A, A* ab- 
kürzend bezeichnen wollen, sind die linken Seiten der Glei- 
chungen der vom Punkte x( nach I und J gehenden Gera- 
den und es muss eine Identität von der Form 

77, x , -j- 77 2 x 2 -f- 77 3 x 3 = vl*A — yl A* 
bestehen , weil die Tangente durch ihren Schnittpunkt geht. 
Wenn wir in dieselbe nach einander für die x, die y* und 
die iji substituieren, so ergeben sich die A* und A als pro- 
portional zu 

Ui y y * + 77j y 2 * + 77, y* und 77, y, -f- 77, y 2 -f 77 3 y 3 
respective; die Gleichung der zur Tangente in Bezug auf 
A = 0 und A* = 0 harmonisch conj agierten Graden ist so- 
mit von der obigen Form. 

108. Wir wollen den Fall, wo einer der Punkte I, J, 
sagen wir in der Curve ist, näher untersuchen und setzen 
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der Einfachheit wegen seine (Joordinaten gleich 1, 0, 0 re- 
spective, d. h. wir machen ihn zum Fundamentalpunkt 

x 2 — x 3 — 0. 

Wir denken x 3 — 0 als die ihm entsprechende Tangente und 
beweisen zunächst, dass die Enveloppe der Quasi -Normale 
den Factor x 3 enthält. Setzen wir y 2 = y 3 = 0, so wird die 
vorige allgemeine Gleichung 

(? 7 i ’J* + U t y* + lh V*) X 3 — x 3 x.;) 

+ U t {?/,* (x 2 x 3 — x 3 xj) + y 2 * (x 3 x’ — x t x 3 ) 

-f y 3 * (a:, x 2 — x 2 .<)} = 0. 

Sind dann die ,r/ in Function eines Parameters t gegeben, so 
dass der Punkt y, dem Werthe t — 0 entspricht, so müssen 
wir t als einen Factor im Ausdruck für x 2 und ( ! als Factor 
im Ausdruck für x 3 haben, damit die Gleichung der Tan- 
gente sich auf x 3 — 0 reduciere. 

Die Gleichung der Tangente als der Verbindungslinie 
von xi mit x[ -\- dxi ist allgemein 

x t (x 2 dx 3 — x 3 dx 2 ) -f- x t (x 3 dx t ’ — x,’ dx 3 ) 
x 3 (x { ‘ dx 2 — x 2 dxy) = 0 

oder 

U\ *! + •• = 0 , 

so dass t ein Factor in U 2 und f, 2 in Z7, ist. Ordnet man 
also die Gleichung der Quasi -Normale nach Potenzen von t, 
so ergiebt sich, dass sie kein von t unabhängiges Glied ent- 
hält, und dass x 3 als Factor in den Coefficienten von t und 
von t 5 auftritt. Die Diseriminante einer Function 
A + Bt + Ct 2 - \ 

ist aber von der Form A tp ]P tp (vergl. „Vorlesungen“ 
Art. 68.) und ein in A und B vorkommender Factor ist da- 
her ein Factor der Discrimifiante; setzen wir in der Diseri- 
minante B — 0, so ist der Rest von der Form 
A (Aq> -f- C 2 tp) 

woraus man erkennt, dass die Enveloppe die Gerade x 3 — 0 
zur Inflexionstangente hat. (Vergl. Art. 99. Beisp. 4.) 

109. Die Beziehung der Rechtwinkligkeit kann noch 
weiter dadurch verallgemeinert werden, dass man statt der 
Punkte I, J einen festen Kegelschnitt substituiert, in Bezug 
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auf welchen die quasi-rectangulären Geraden conjugiert sind, so 
dass die eine derselben durch den Pol der andern geht. Die 
Quasi-Normale ist dann die Gerade , welche vom Berührungs- 
punkt in der Curve nach dem in Bezug auf einen festen Kegel- 
schnitt genommenen Pol der Tangente geht, oder die Gerade, 
welche den Punkt der Curve mit dem entsprechenden Punkt 
ihrer reciproken Polare in Bezug auf den festen Kegelschnitt 
verbindet. Oie Curve und ihre lteciproke haben also die- 
selben Quasi -Normalen. Für 

V + + V = 0 

« 

als die Gleichung des festen Kegelschnitts sind die Coordi- 
naten des Pols der Tangente einer Curve U u U. t , U 3 und 
die Gleichung der entsprechenden Quasi -Normale in diesem 
Sinne ist 

x i (U. t x 3 ' — U 3 x 3 ) + x, (U 3 x( — U l x 3 ) 

+ *3 W x t ~ U. t *,') = 0. 

Ist die Curve ein Kegelschnitt, so ist diese Gleichung in den 
X{ vom zweiten Grade und die Enveloppe wird wie in 
Beisp. 4, Art. 106. gefunden. 

1 10. Die folgenden Bemerkungen dienen als Vorberei- 
tungen für die Untersuchung der Charactere der Evolute einer 
beliebigen Curve. Die Normale in einem unendlich 
fernen Punkte einer Curve fällt mit der unendlich 
fernen Geraden zusammen. Wir knüpfen diess an die 
Erweiterung des Art. 105. für den Begriff der Normale au, 
nach welcher sie für den Curvenpunkt P mit der Tangente 
FM, welche die gerade Verbindungslinie der festen Punkte 
1, J in M schneidet, der nach dem zu M in Bezug auf 
I J harmonisch coujugierten Punkte M' gehende Strahl 
FM' ist. Diese Construction zeigt, dass für P als einen 
Punkt der Curve in der Geraden IJ diese Gerade FM' mit 
dieser Linie selbst zusammenfiillt. Eine Ausnahme tritt nur 
dann ein, wenn P mit einem der Punkte I, J selbst zu- 
sammenfällt, den also die Curve enthält; dann fallen auch 
M und M' zusammen und die Normale deckt sich mit der 
Tangente (vergl. „Kegelschnitte“ Art. 363.); d. h. wenn die 
Curve durch einpn der unendlich fernen Kreis- 
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punkte geht, so fällt die betreffende Normale mit 
der Tangente zusammen. 

111. Wir wollen nun zuerst die Classe der Evolute 
einer gegebenen Curve bestimmen, d. h. die Zahl von Nor- 
malen der Curve oder Tangenten der Evolute, welche durch 
einen gegebenen Punkt gehen. Die Zahl der Normalen ist 
als unabhängig von der Lage des Punktes anzusehen und es 
ist daher erlaubt, statt des allgemeinen Falles den speciellen 
des unendlich fernen Punktes zu untersuchen. Die Zahl der 
von der unendlich fernen Geraden selbst verschiedenen Nor- 
malen der Curve, die ans einem unendlich fernen Punkte 
d. i. in gegebener Richtung gehen, ist aber der Zahl der Tan- 
genten der Curve gleich , welche die zu dieser normale Rich- 
tung haben , d. h. gleich der Classe v der Curve. Ueberdiess 
fallen nach dem letzten Artikel die (i Normalen der Curve 
in ihren unendlich fernen Punkten mit der unendlich fernen 
Geraden selbst zusammen und gehen also auch durch den 
angenommenen Punkt. Es ist somit die Zahl der Nor- 
malen einer Curve, welche von irgend einem Punkte 
ausgeheu, gleich der Summe aus der Ordnungs- 
und Classenzahl der Curve oder gleich der Summe 
der Ordnungszahlen der Curve und ihrer Reci- 
proken. Wenn die unendlich ferne Gerade eine Tangente 
der Curve ist, so wird die Zahl der im Endlichen liegenden 
Tangenten von einer bestimmten Richtung und also auch die 
Zahl der Normalen um Eins kleiner als im allgemeinen Falle. 
So gehen von einem Punkte im Allgemeinen vier Normalen 
an einen Kegelschnitt, aber nur drei an eine Parabel. Geht 
die Curve durch einen der Kreispunkte, so lehrt Art. 110., 
dass die Normale derselben in diesem Punkte nicht in die 
unendlich ferne Gerade fällt, und wir müssen daher schlies- 
sen, dass die Zahl der Normalen für jeden Durchgang durch 
einen Kreispunkt um Eins vermindert wird. So wird im 
Falle des Kreises, des durch beide Punkte I, J gehenden 
Kegelschnitts, die Zahl der Normalen um zwei, d. h. auf zwei 
vermindert. Wenn also (i und v Ordnung und Classe einer 
Curve sind, welche t mal durch einen Kreispunkt geht und 
a mal die unendlich ferne Gerade berührt, so ist die Classe 
ihrer Evolute v' = (i v — t — a. . Dieselben Resultate 
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können auch aus der Bemerkung erhalten werden, dass die 
Gleichung der Normale * 

U-i («-*)= (ß — y) 

für a, ß als gegebene und x, y als variabele Grössen die 
Gleichung einer Curve y' n Ordnung giebt, deren Schnitt- 
punkte mit der gegebenen Curve die Fusspunkte ihrer von 
u, ß ausgehenden Normalen bestimmen. Hat die Curve keine 
vielfachen Punkte, so ist die Zahl der Schnittpunkte offen- 
bar y 2 d. h. (i -f- v, und man zeigt ohne Schwierigkeit, dass 
im allgemeinen Falle für ö Doppelpunkte und * Spitzen diese 
Zahl auf y 2 — 2ä — 3x oder (i v kommt. 

112. Wir untersuchen ferner die Ordnung der Evolute 
und zwar, indem wir die Zahl ihrer unendlich fernen Punkte 
bestimmen. Wenn aber zwei auf einander folgende Norma- 
len der Originalem ve einander parallel sind, so fallen die 
entsprechenden Tangenten derselben zusammen, d. h. die un- 
endlich fernen Punkte der Evolute entspringen im Allgemei- 
nen aus den Inflexionspunkten der Curve (Art. 102.) Nach 
Art. 111. geben aber auch die unendlich fernen Punkte der 
Originalcurve ebenso vielen unendlich fernen Punkten der 
Evolute den Ursprung und wir bemerken jetzt, dass dieselben 
Spitzen in der Evolute sind, welche die unendlich ferne 
Gerade zur Tangente haben. Ist M ein Punkt der Geraden 
IJ und M' der ihm harmonisch zugeordnete, so war 
iiie_der Normale in M entsprechende Linie IJ selbst; be- 
z eich n eiTwir aber die beiden zu M niichstbenachbarten Punkte 
der Curve durch L und N, so sind ihre Normalen LM' und 
NM’, d. h. durch den Punkt M' gehen drei auf einander fol- 
gende Tangenten der Evolute oder er ist eine Spitze derselben 
mit der Tangente IJ. Die y unendlich fernen Punkte der 
gegebenen Curve bedingen also ebenso viele Spitzen der Evo- 
lute, für welche die unendlich ferne Gerade die gemeinsame 
Tangente ist, d. h. sie bedingen 3y unendlich ferne Punkte 
der Evolute. Rechnen wir sie mit den vörher gefundenen 
zusammen, so finden wir die Ordnung der Evolute = t -|- 3y 
oder die Zahl a des Art. 83. Wenn die Curve durch einen 
der Kreispunkte geht, so geben diese Punkte, wie wir sahen, 
keine unendlich fernen Punkte der Evolute und die Ordnung 
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derselben wird um drei Einheiten vermindert. Wenn die 
Gerade IJ die Curve berührt, so fallen die .Normalen für die 
zwei aufeinander folgenden Punkte, in welchen sie die Curve 
trifft, mit IJ zusammen, d. h. zwei aufeinanderfolgende Tan- 
genten der Evolute decken sich oder erzeugen einen In- 
flexionspunkt mit IJ als der entsprechenden Wendetangente. 
Da derselbe an Stelle zweier Spitzen tritt, welche entstehen 
würden, wenn IJ die Curve schnitte statt sie zu berühren, 
so wird die Ordnung der Evolute um drei Einheiten vermin- 
dert; wenn wir also e und (J in dem Sinne des vorigen 
Artikels brauchen, so erhalten wir für die Ordnungszahl der 
Evolute fi' = a — 3 (f -j- a). 

Diese Ergebnisse erfahren Modificationen , wenn einer der 
Punkte 1, J vielfach mit zwei oder mehreren zusammenfallen- 
den Tangenten ist; für eine Spitze in einem derselben z. B. 
ist die Verminderung der Ordnungszahl nicht sechs sondern 
vier. Die allgemeinen Werthe zeigen, dass Ordnung und 
Classe der Evolute einer Curve und der Evolute ihrer Iteci- 
procalcurve übereinstimmen, wie Art. 109. erwarten lässt. 

113. Im Allgemeinen giebt es keine Inflexiouspuukte in 
der Evolute; denn für einen solchen müssten zwei aufeinan- 
der folgende Tangenten der Evolute oder Normalen der Curve 
zusammenfallen, was nach der Natur der Construction nur 
möglich ist, wenn die entsprechenden Tangenten mit ihren 
Normalen und mit einander zusammenfallen, d. h. in dem 
sehr speciellen Falle, wo eine Inflexionstangente der Original- 
curve durch I oder J geht. 

Wenn aber die Gerade IJ von der Curve berührt wird, 
so sahen wir in Art. 112., dass dem ein Inflexionspunkt im 
Unendlichen entspringt und wenn die Curve durch I oder J 
hindurch geht, im Art. 108., dass die Evolute eine durch den- 
selben Punkt gehende Inflexioustangente hat. Damit haben 
wir Bedingungen genug zur Bestimmung aller Charactere der 
Evolute; sie sind 

H' = « _ 3 (£ + ff), v' = (i -f v — (« -f- <r), »'«=£-+-<*; 
x' = 3 a — 3 (fi -j- v) — 5 (f -f- a), a =3a — 8 (e -f- o), 

die letzten beiden nach den Plücker’schen Formeln aus den 
drei ersten. Wir können ebenso die Zahl der Doppelpunkte 
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und Doppeltangenten der Evolute bestimmen, welche letzteren 
offenbar Doppelnormalen der Originalcurve sind. 

Der Defect oder das Geschlecht der Evolute (Art. 44.) 
stimmt mit dem der Originalcurve überein, wie man nach 
dem Ausdruck des Geschlechts 

4 {“ — 2 (fi + *)} + 1 

leicht bestätigt. Wir wissen, dass das Geschlecht von zwei 
Gurven im Allgemeinen dasselbe ist, wenn die eine von ihnen 
aus der andern so abgeleitet ist, dass jedem Punkte der einen 
Curve ein Punkt der andern entsprichtJund umgekehrt. (Art. 83.) 

114. Die Anzahl der Spitzen der Evolute kann auch 
direct untersucht werden; denn eine Spitze derselben ent- 
steht, wenn drei auf einander folgende Tangenten der Evo- 
lute oder Normalen der Originalcurve sich in einem Punkte 
schneiden oder mit andern Worten, wenn vier auf einander 
folgende Punkte derselben in einem Kreise liegen. Um die 
Bedingung zu finden, unter welcher diess stattfindet, verbin- 
den wir die Gleichungen des Art. 101., nämlich 

ü, («-*)- U x (ß-y), («- x) {U n U, -U n f/,) - US 
= (ß-y){U n ü i -U Vi ü i )+US > 
mit der durch nochmalige Differentiation entstehenden Glei- 
chung 

(«-*) { U lu US-2U. ni U x U,+U W U’- {U U U» - U n *) U,} 

-iß-y) { u tn us-w m u x u.,+ ü m us-(u n u n -u x s) u t } 

= 3 U t (U u U 2 - U l2 U x ) + 3 U 2 {U, t U t - U. n U x ). 

Die Substitution der aus den beiden ersten Gleichungen ent- 
springenden Werthe für (a — x) und (ß — y) in die dritte 
giebt die fragliche Bedingung 

( US+ US) ( u., n US- 3 u m US U. t + 3 U in U x US -u m US) 
+ 3 H {U n US - 2 U l2 U x U 2 + U 22 US) {(U n - U. u ) U x U 2 

+ u l2 {us-us)} - o. 

Sie kann vereinfacht werden mittelst der Bemerkung (Art. 
102.), dass 

(*-l)’ (U it US — 2 Ü i2 U t U 2 -\- U ri US) = - He* 

ist; also durch Differentiation 

Selmon, Höhere Curvun. 8 
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(n - l)*{(J7 m VS - 2 U in U, U, + U m Pf) + 2(P n U„ 


— TI 'n U l — _ »-> — f = — s 1 H. 

( T! / 1 1/ * <(l * > 

(w - l) 2 {(P m P t ä - 2 P„, P, v, + V,, 2 US) + 2 (U u U„ 


und daher 


U n \ z - — z ' 1 H 

u i ?) v i) ~ g dy z n t> 


(« - 1 )* {U w ü* - 3P m P,P s 2 + 3 u m u t *u t - p„ 2 p,»} 
= — ** {U t H f — U X HS), 


so dass die gefundene Bedingung durch Einsetzen die Form 
erhält 


(VS + VS) (//,//, - U t H,) 

= 3 H {(P„ - V,,) P, V, + V n (US - US)}. 

Da in dieser Gleichung H vom Grade 3 (p — 2), P, und 
U.j vom Grade (p — 1) und die Ua vom Grade ( p — 2) sind, 
so repräsentiert sie eine ( 'urve von der Ordnung (6p. — 10), 
welche die gegebene Curve in den Punkten schneidet, in 
denen der osculierende Kreis eine Berührung dritter Ordnung 
mit ihr hat*). Wenn die Curve keine vielfachen Punkte hat, 
so erzeugen diese p (6 p — 10) Punkte mit den p unendlich 
fernen Punkten zusammen p (6p — 0) Spitzen der Evolute, 
was mit den vorigen Formeln übereinstimmt. 

In analoger Weise können die Charactere der Evolute 
in dem allgemeinen Sinne des Wortes von Art. 109. unter- 
sucht werden und man findet, dass die gewonnenen Formeln 
anwendbar bleiben, wenn mau nun mit s die Zahl von Be- 
rührungen bezeichnet, welche die gegebene Curve mit dem 
festen Kegelschnitt hat, während eine dem G entsprechende 
Singularität nicht mehr existiert. 

115. Wir fügen als eine weitere Erläuterung zu der 
Theorie der Enveloppen Einiges von den Brennlinien oder 
Caustiken hinzu, deren Untersuchung obwohl durch die 


•) Wir werden weiter hin die Frage nach den Kegelschnitten voll- 
ständiger untersuchen, welche mit einer Curve eine Berührung höherer 
Ordnung haben; dabei ergiebt sich eine Formel für die Abweichung 
der Krümmung der Curve von der Kreisform. 


Digitized by Google 


115 


Optik angeregt doch ganz der Geometrie der Ourven ange- 
hört; sie gehören zu den ältesten Beispielen von Enveloppen, 
welche untersucht worden sind ,(i ). Wenn Licht von irgend 
einem Punkt aus auf eine Curve fällt, so erhält man den 
reflectierten Strahl als die Gerade, welche im Fusspunkte 
denselben Winkel mit der Curven- Normale macht, wie der 
einfallende Strahl. Die Enveloppe der so reflectierten Strahlen 
wird die Brennlinie durch Reflexion genannt. Die all- 
gemeine Gleichung des reflectierten Strahls ist leicht zu bilden. 
Wenn T — 0 und N — 0 die Gleichungen der Tangente und 
Normale im Einfallspuukte sind, so ist für T, N' als die 
Resultate der Substitution der Coordinaten des Leuchtpunktes 
in T, N die Gleichung des einfallenden Strahls 
T'N-N‘T=0 ; 

daher ist die Gleichung des reflectierten Strahls, des vierten 
harmonischen zu diesen drei Strahlen, 

T N + N’ T = 0. 

Die Enveloppe desselben kann nach den vorhergehenden Re- 
geln gefunden werden. 

Beispiel. Mau finde für einen Kreis die Brennlinie durch Re- 
flexion. Für a und b als die Coordinaten des leuchtenden Punktes und 
wegen x cos 0 y sin 0 — r — 0, und x sin 0 — y cos 0=0 als Glei- 
chungen der Tangente und Normale ist die Gleichung des reflectierten 
Strahls 

(o cos 0 b sin 0 — r) (sc sin 0 — y cos 0) 

+ (x cos 0 -|- y sin 0 — r) (a sin 0 — b cos 0) = 0 

oder 

( ay -f bx) cos 20 -f- ( by — ax) sin 20 
• + r (x -|- a) sin 0 — r (y 4- b) cos 0 = 0 , 

dereu Enveloppe nach Beisp. 2, Art. 85. 

{4 («* + t«) (x* + p’) - r* [(x + «)' -f (y + (V] Y 
— 27 (bx — oy) s (x x -f- y* — a’ — fc*)*. 

116. Durch Quet eiet ist eine Methode angegeben worden, 
die das Problem auf das der Evolute zurückführt, statt direct 
die Enveloppe der reflectierten Strahlen zu suchen und die 
daher practisch vorthei Ihafter ist; die Brennlinie ist hin- 
reichend bestimmt, wenn man die Curve kennt, von welcher 
sie die Evolute ist. „Wenn man aus den einander folgenden 
Punkten der reflectierenden Curve als Centren mit je der 

8 * 
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entsprechenden Entfernung vom leuchtenden Punkte als Radius 
eine Reihe von Kreisen beschreibt, so ist die Enveloppe der- 
Fig. * 5 . selben eine Curve, deren Evolute die frag- 

liche Breunlinie ist.“ Oder wie es D an- 
delin noch unmittelbarer brauchbar ausge- 
sprochen hat: Wenn wir vom leuch- 
tenden Punkte 0 die Normale OP 
auf die Tangente fällen und sie so 
verlängern, dass PR*=OP ist, so 
ist die Brennlinie die Evolute des 
Ortes von R. Denn RT ist offenbar die Lage des reflec- 
tierten Strahles und wenn wir den nächstfolgenden Strahl 
ziehen, so ist wegen der Gleichheit der von OT, TV\ 
02”, 1” V mit TT' gebildeten Winkel 

OT+ TV= OT + T V 



(vergl. „Kegelschnitte" Art. 259.), daher VR — V R' und 
VR normal zum Orte von R. Wir nennen den Ort von P, 
den Ort des Fusspunktes der Normale zur Tangente in der 
letzteren die Fusspunktencurve der gegebenen Curve. 
Der Ort von R ist offenbar eine zu dieser ähnliche Curve 
und seine Gleichung kann immer gebildet werden, wenn die 
Gleichung der Reciprokeu der gegebenen Curve in Bezug auf 0 
bekannt ist; man hat nur für p in die Polargleichung dieser Reci- 

proken — zu substituieren. So ist die Brennlinie durch Re- 
flexion für einen Kreis die Evolute der Lima^ou (vergl. 
Beisp. 5, Art. 55.) , weil ihre nach der gegebenen Regel ge- 
bildete Gleichung von der Form 

p = p (1 + c cos o) 
ist. 


117. Wenn Licht von einem Punkte aus auf eine Curve 
fällt, so wird der gebrochene Strahl als die vom Fusspuukte 
in der Curve ausgehende Gerade gefunden, für welche der 
Sinus des von ihr mit der entsprechenden Normale gebildeten 
Winkels in einem constanten Verhältniss zum Sinus de3 Win- 
kels des einfallenden Strahls gegen die Normale ist. Die 
Enveloppe aller dieser Strahlen heisst die Brennlinie durch 
Refraction für die gegebene Curve. 
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Quetelet hat durch den folgenden unmittelbar evidenten 
Satz auch diese Brennlinien als Evoluten characterisiert: 
,,Wenn man aus den aufeinander folgenden Punkten der 
brechenden Curve als Centren mit Radien , die zu der jedes- 
mal entsprechenden Entfernung vom leuchtenden Punkte in 
einem constanten Verhältniss stehen, Kreise beschreibt, so 
ist die Euveloppe derselben eine Curve, von welcher die 
Brennlinie durch Refraction die Evolute ist.“ In der That 
zeigt die Methode des Unendlichkleinen leicht, dass in Folge 
des Gesetzes der Refraction die Wachsthiimer des einfallen- 
den und des gebrochenen Strahls durch die Relation 

mdg -f- dg' — 0 

verbunden sind; daraus folgt, dass 
VR = VR' 

wird , wenn mau in der Verlängerung des gebrochenen Strahls 

TR = m . OT, TR' = m . OT 

macht, und dass daher der gebrochene Strahl normal zu dem 
Orte von R ist. Wir fügen dem geometrische Untersuchun- 
gen über die beiden interessantesten Fälle der Brennlinien 
durch Refraction hinzu. 

1) Die Brennlinie durch Refraction für eine gerade Linie. Fallt 
man ein Perpendikel von A auf die Gerade, 
verlängert dasselbe so, dass AP = PB und 
führt durch A, B und den Fusspunkt R des 
einfallonden Strahls einen Kreis, so sei LR 
der gebrochene Strahl; dann wird offenbar der 
Winkel ALB von demselben halbiert, und es 
ist 

AL + LB : AB = AL : AO 
= sin AOL: sin ALO\ 

Winkel AOL ist der vom gebrochenen Strahl 
mit der Normale der Geraden gebildete Win- 
kel und ALO = BLO = BAR der Winkel des einfallenden Strahles 
mit derselben Normale und cs ist somit das Verhältniss A L-f LB:AB 
gegeben. Der Ort von L ist eine Ellipse, welche A und B zu Brenn- 
punkten hat und für welche LR die Normale, von welcher somit die 
Brennlinie die Evolute ist. 

2) Die Brennlinie durch Refraction für einen Kreis. Wenn durch 
, den leuchtenden Tunkt A und den Einfallspunkt R ein den Radius 


Fig. 26 . 
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OR berührender Kreis beschrieben wird, so ist der Punkt B gegeben, 
weil OA . OB = OR* ist. Aus ähnlichen Dreiecken ist RA : RB = OA : OR ; 
,> 7 es ist ferner 



RA : RM = sin R BA : sin RBM 
und da RBA = PRA, d. h. dem Winkel des 
einladenden Strahls mit der’ Normale der Curve, 
und RBM = PRM, dem Winkel des gebroche- 
nen Strahls mit derselben Normale ist, so ist auch 
RA : RM bekannt. Weil endlich 


AM . RB + MB . AR = RM . AB 
ist, so sind die Distanzen p und p' des Punktes 
M von A und B durch die Relation verbunden 


RB 

RM 


RA . 
RM 0 


— AB. 


Nun wird ein Cartesisches Oval oder eine aplanetische Linie als der 
Ort eineB Punktes definiert, dessen Entfernungen von zwei gegebenen 
Brennpunkten durch die Relation 

»ip -f »p' = c 

verbunden sind , und man beweist genau so wie bei den Kegelschnitten 
(„Kegelschnitte“ Art. 259.), dass dio Normale einer solchen Curve den 
Winkel zwischen den Brennstrahlen in zwei Theile zerlegt, deren 
Sinus im Verhältniss m : n stehen. Der Ort von M ist also ein Car- 
tesisches Oval, für welches A und B die Brennpunkte sind und da 
MR normal zu diesem Orte ist, so ist die Brennlinie die Evolute dieser 
Curve ,7 ). 

Die Ellipse in 1) und das Cartesische Oval in 2) sind Curven, 
welche die gebrochenen Strahlen rechtwinklig durchschneiden; man 
nennt solche Curven sowohl für die gebrochenen als für dio reflectier- 
ten Strahlen secundärc Brennlinien. 


1 18. Es bleibt übrig, kurz einiger andern Classen von Enve- 
loppen zu gedenken. Wir haben früher das Problem erwähnt, 
die Parallelcurve einer gegebenen Curve zu bestimmen. 
Dasselbe kann entweder als das Problem der Bestimmung der 
Enveloppe einer Geraden behandelt werden, die parallel der 
Tangente der Curve in fester Entfernung von derselben ist, 
also der Enveloppe von 

U x x + U 2 y + U, » = k * (U* + 

oder als das Problem der Bestimmung der Enveloppe des 
Kreises von gegebenem Radius, 

{x — a) 1 + (y — b)- = F, 

dessen Mittelpunkt a, b der Gleichung der Curve genügt, 
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oder was dasselbe ist von der Bestimmung der Bedingung, 
unter welcher dieser Kreis die Curve berührt. Das Ergebniss 
ist natürlich eine Function von k' 1 . In gewissen besonderen 
Fällen kann dieselbe in Factoren zerfallen, wie z. B. die Pa- 
rallele in der Entfernung k zu einem Kreise vom Radius r 
aus zwei Kreisen von den Radien (r + k) besteht. Im All- 
gemeinen ist aber eine solche Reduetion nicht möglich und 
die beiden Tangenten in der Entfernung + k von einer Tan- 
gente der Originalcurve gehören derselben Parallelcurve an. 
Für dieselbe ist daher die Zahl der einer gegebenen Geraden 
parallelen Tangenten doppelt so gross wie für die Original- 
curve, d. h. v' = 2v. Ebenso entsprechen jeder Inflexious- 
tangente der Originalcurve zwei solche Tangenten der Parallel- 
curve, i = 2t.. Um die Ordnung der Parallelcurve zu finden, 
reicht es hin, in ihrer Gleichung k — 0 zu machen, weil 
diess die Glieder von höchster Dimension in der Gleichung 
nicht beeinflusst; man findet allgemein wahr, was für Kegel- 
schnitte bekannt ist („Kegelschnitte 1 ' Art. 348, 2.), dass das Re- 
sultat die zweifach gezählte Originalcurve zusammen mit den 
zwei Büscheln von v Tangenten ist, die von den Punkten 
I, J an die Curve gehen; die Ordnung der Parallelcurve ist 
also = 2 (g -f- v). Es hat keine Schwierigkeit, die Modifi- 
c-ationen dieser Zahlen festzustellen, welche der Berührung 
der Originalcurve mit der unendlich entfernten Geraden oder 
dem Hindurchgeheu durch einen der Punkte I,J entsprechen; 
wir kommen so zu Cayley’s Formeln 

#*' = 2(fi + v) — 2 (« + «), v' = 2v, 
i' = 2t= — 6p-j- 2a, x — 2a — 6 (f -f- ff), 
t = 2 (v — ff), ff' = 2ff. 

Die Parallelcurve und die Originalcurve haben die nämlichen 
Normalen und dieselbe Evolute, aber jede Normale der Pa- 
rallelcurve hat im Allgemeinen zwei den Werthen + k ent- 
sprechende Fusspunkte in ihr. 

Beispiel 1. Man bestimme die Parallelcurve der Ellipse oder 
Parabel. (Vergl. „Kegelschnitte“ Art :U8.) 

Beispiel 2. Bestimme die Parallelcurve zu xi -f- j/5 = ai. Die 
Gleichung einer Tangente ist (Art. 99, 6.) 

x cos cp -(- y sin <p — a sin cp cos tp ; 
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die einer Parallelen in der Entfernung k also 

x cos qp -|- y sin qp = k -f- a sin qp cos qp 
und deren Enveloppe (Art. 85, 3.) 

{s (x* -f y* - o») — 4fc« )’ + {27oa:j/ - 9 k ( X i« -f- y") 

— 18 o» Jfc + 8 *'}* = 0. 

Sie bietet einen von den Fällen dar, wo die den Werthen H- k ent- 
sprechenden Parallelen verschiedene Cnrvcn statt Theile derselben 
Curve sind. 

Die Curve, welche der eben erhaltenen Gleichung ent- 
spricht, ist die Enveloppe einer Linie, in welcher durch zwei 
feste Gerade eine Strecke von constanter Länge abgeschnitten 
wird. Wenn die Geraden rechtwinklig zu einander sind, so 
erkennt man, indem man sie als Coordinatenaxen wählt, un- 
mittelbar, dass die Gleichung einer Linie von desr Länge a 
zwischen ihnen und dem Winkel tp zur Axe der x durch 

x sin cp -{- y cos ip = a cos <p sin (p 

dargestellt ist, welche die Enveloppe xl y\ — oi bildet. 
Betrachten wir aber für einen Augenblick den Durchmesser 
und eine zu ihm parallele Sehne eines Kreises, so ist evident, 
dass wenn eine Linie von der Länge a an irgend einem 
Punkte einen rechten Winkel spannt, eine zu ihr parallele 
Linie im Abstand \ a cos cp den Abschnitt a sin cp mit einem 
Paar unter dem Winkel cp geneigter, zu den rechtwinkligen 
Geraden symmetrischer Linien bildet. Daher ist die Enveloppe 
einer Geraden von der Länge a sin <p zwischen den schiefen 
Geraden eine dem Werthe k — ^ a cos cp entsprechende Pa- 
rallelcurve zu der Enveloppe für die rechtwinkligen Geraden 
d. h. zu xi -f- iß — ai. 

119. Wenn I# + *73/ + 5 = 0 die Tangente einer in 
rechtwinklige« Coordinaten ausgedrückten Curve darstellt, 
so ist 

Ss + ’iy + e + W + ’j’) = 0 

eine Tangente der Parallelcurve ; ist also die gegebene Curve 
in Liniencoordinaten ausgedrückt, so erhalten wir die der Pa- 
rallelcurve, indem wir für g den Werth £ -f- kg substituieren, 
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für p = j/(| ? -f- rj*). Ist jene Gleichung der Originalcurve 
V = 0, so ist die der Parallelcurve 


|r , 7 dV . 1 

F + df + r 2 


* V + ■ • • = o. 


Diese Gleichung wird von den Wurzeln befreit, indem mau 
die Glieder mit ungeraden Potenzen von p auf die eine Seite 
bringt und dann quadriert; der Grad der so entstehenden 
Gleichung ist das Doppelte von dem der Originalgleichung 
in Ueberein Stimmung mit den schon gewonnenen Ergeb- 
nissen. 

Beispiel 1. Man bestimme die Gleichung der Parallelcurve 
zu — + — l in Liniencoordinaten. Die entsprechende Gleichung 

der Ellipse ist 

o* i* + 6* ij» - r, 
die der Parallelcurve also 


o* 6* + 6* v‘ = (f + M* 

oder 

{(«» - **) {* + (6» - **) v* — ?*>* = 4 fc* ({» + ,») f«. 

Beispiel 2. Die Gleichung der Parallelcurve der Parabel 
» 7 » px in Liniencoordinaten zu geben. Die entsprechende Gleichung 
der Parabel ist 

Pi’ =* 4 

die der Parallelcurve also 

(P V* - 4 S £)• = 4 fc* {* ({• + »?*). 

Beispiel 3. Entwickele die Gleichung der Parallelen eines 
KreiseB in Liniencoordinaten. Der Kreis vom Mittelpunkt a, b und dem 
Radius c hat die Gleichung in Liniencoordinaten („Kegelschnitte“ 
Art. 120, 3.) 

(<*« + &>) + £)* - * (6* + -?*); 

seine Parallelcurve somit 

(«e + + £ + *<?)’ = «V; 

diese Gleichung zerfällt in Factoren und giebt 

<*l + bri + f + ftp = ± cp, 
welches rationalisiert die Gleichung 

(af + 6, + J)« _ («± »)•(? + *■) 

giebt, die ein Paar von concentrischen Kreisen mit den Radien (c + k) 
darBtctlt, wie es sein muss. 
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120. Ganz so wie im letzten Beispiel ergiebt sich , dass 
für jede Curve, deren Gleichung in Liuiencoordinaten von 
der Form 

- u‘ (£ 2 -f »f ) = v 2 

ist, die Parallelcurve in zwei Theile von gleicher Form mit 
dem Original zerfällt, oder dass die den Werthen + k ent- 
sprechenden Parallelen verschiedene Curven anstatt zwei 
Zweige derselben Curve sind. Denn durch die Substitution 
£ -f- k(> für £ werden u und v in ganz gleicher Weise ver- 
ändert, nämlich in 

u -f- u'Jcq -|- tt" k- q- -)-•••, v -{- v k q -(- • • und u 2 q 2 ==• v 2 
wird also zu 

(m + «&P + «’ k 2 g 2 + • ) 2 q 2 — (v + qkQ -f- v"k 2 Q 2 -j- • -) 2 , 

was in Factoren zerfällt , die getrennt rationalisiert werden 
können und das Resultat liefern 

{« -{- u'k 2 Q 2 -j 4- (v'k -(- v" k 3 p 2 -f- • • -)} 2 q 2 

= {?; + v'k 2 Q 2 H + (tt'kg 2 + u" *V -( )} 2 . 

Die Gleichung, welche wir vorher für die Parallelcurve eines 
Kegelschnitts gegeben haben, ist von der hier betrachteten 
Form und wir entnehmen daraus, dass die Parallelcurve zu 
ihr in der Entfernung k' in zwei ihr wesentlich gleiche Tbeile 
zerfällt, nämlich in die beiden Parallelcurven des Kegelschnitts 
in den Entfernungen k + k', wie geometrisch evident ist. 
• Für die früher erwähnte Curve xl -f- tß — al zeigt die Form 
ihrer Gleichung in Liniencoordinateu 

(S 2 + V?) £ 2 — « 2 S 2 v', 

dass ihre Parallelcurve in Factoren zerfällt; in der That ist 
die Gleichung derselben in Liuiencoordinaten 

(S 2 + »i 2 )g 2 ={«S 2 J±fe(l 2 + 2 ? 2 ) 2 }- 

Wenn wir für t< und v die allgemeinsten Functionen ersten 
und zweiten Grades in £, rj, £ nehmen, so bezeichnet 
m 2 q 2 = v 2 

eine Curve vierter Classe mit zwei Doppeltangenten also von 
der achten Ordnung; diese Functionen können aber so an- 
genommen werden, dass die Doppeltangenten zu stationären 
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Tangenten werden, und dass die Curve überdiess eine andere 
doppelte oder stationäre Tangente hat, und man kann somit 
in dieser Art die Gleichung einer Curve dritter und vierter 
Ordnung bilden, deren Parallelcurve in Factoren zerfällt. 
Von dieser Art ist wie wir später sehen werden die Reeiproke 
des Cartesischen Ovals. 

121. Wenn wir statt der rechtwinkligen Coordinaten pro- 
jectivische (vergl. „Kegelschnitte“ Art. 61, 64.) anwenden, so 
ist die Gleichung einer zur Geraden 

£| *1 "Ki>2 X 2 ~f" £3 x 3 — ^ 
parallelen Linie von der Form 

£, sr, + -f- gjSEj -)- m (.e, sin A , -f - r i sin A_, -f- sc 3 sin A ,)j/(S) = 0 

mit 

S = i| J + W+ W ~ 2£ 2 l 3 cos A, — 2 g 3 £, cos A 2 — 2 g, g 2 cos A,; 

wir erkennen daraus , dass die Gleichung der Parallelen einer 
Curve in Liniencoordinaten aus der Gleichung dieser Curve 
selbst in Liniencoordinaten entsteht, indem man für die g, die 
Summen g, -|- m j/(S) sin A, substituiert. Wir wussen (vergl. 
„Kegelschnitte“ Art. 363.), dass S = 0 die Gleichung der 
Punkte I, J in Liniencoordinaten ist und erkennen damit, 
dass für S — 0 als die Gleichung von zwei beliebigen Punk- 
ten und 

a, sc, a 2 x 2 -{- a 3 .t 3 = 0 

als die Gleichung ihrer Verbindungslinie die Enveloppe von 
g,SC| -f g 2 xj + l 3 * 3 = ° 

und von 

-(- g 2 sc 2 4 - 65X3 + (»i*i + «2*2 + «a*») V(Sj = 0 

parallele oder vielmehr quasi -parallele Curven sind. 

122. Wir nannten in Art. 1 i£. den Ort des Fusspunktes 
der Normale zur Tangente, die von einem gegebenen Pol 
oder Centrum ausgeht, die Fusspunktlinie der gegebenen 
Curve. Denken wir zu derselben abermals die Fusspunkt- 
curven bestimmt, etc., so entsteht eine Reihe von zweiten, 
dritten, etc. Fusspunktcurven der gegebenen Curve. Diese 
Reihe kann auch rückwärts fortgesetzt werden, indem man 
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die Curve aufsucht und als erste negative Fusspunktcurve 
bezeichnet, von welcher die gegebene Curve die Fusspunkt- 
curve ist, etc. Das Problem der Bestimmung der negativen 
Fusspunktcurve fordert die Bestimmung der Enveloppe einer 
Geraden , welche durch den Endpunkt des Radius vector recht- 
winklig zu demselben gezogen wird; in andern Worten, es 
fordert die Bestimmung der Enveloppe von 

5z + ny = 5 J + rf, 

wo t] die Gleichung der Curve befriedigen. Wir sahen so- 
eben, dass das Problem der Aufsuchung der Parallelcurve 
auf das der Bestimmung der Enveloppe von 

2gz + 2 W + **-**-»*- P + ß 

mit denselben Bedingungen zurückkommt ; in der That hat 
schon Roberts bemerkt, dass diese beiden geometrischen 
Probleme auf dasselbe analytische Problem zuriickkommen, 
nämlich die Bestimmung einer Enveloppe von der Form 
Ai + Br, + C= V + v*, 

und dass man aus der Gleichung der Parallelcurve die Glei- 
chung der negativen Fusspunktcurve erhält, wenn man in 
ihr = x- + tß macht und dann ^ x und ^ y für x und y 
einsetzt. Gewöhnlich ist jedoch das Problem der Bestimmung 
der Parallelcurve das schwierigere von beiden; immerhin giebt 
die Methode unmittelbar die negative Fusspunktcurve der 
geraden Linie und des Kreises vom Radius a, weil die Pa- 
rallelcurve für jene ein Paar von äquidistanten parallelen 
Geraden und für diesen ein Paar concentrischer Kreise von 
den Radien (« + k) ist, so 'dass die Gleichung der Parallel- 
curve in beiden Fällen unmittelbar gegeben ist und somit die 
der negativen Fusspunktcurven durch das angegebene Ver- 
fahren gebildet werden können. 

123. Wenn man' für irgend eine Curve in jedem von 
einem festen Ursprung oder Centrum der Inversion 0 aus- 
gehenden Radius vector OP ein Stück OP' abtrügt, welches 
dem reciproken Werthe von OP gleich ist, so heisst der Ort 
von P die Inverse der gegebenen Curve. Daraus erhellt, 
dass die Fusspunktcurve einer gegebenen Curve die Inverse 
ihrer reciproken Polare und dass die erste negative Fusspunkt- 
curve die reciproke Polare ihrer Inversen ist, vorausgesetzt, 
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dass diese reeiproken Polaren in Bezug auf einen aus dem 
Centrum der Inversion beschriebenen Kreis gebildet sind. 

Es unterliegt keiner Schwierigkeit, durch eine mit der 
in den andern Fällen angewendeten sehr ähnliche Schluss- 
weise die Charactere der inversen Curve einer gegebenen 
Originalcurve zu bestimmen, somit auch die Charactere der 
Fusspunktcurve und der negativen Fusspunktcurve; es er- 
scheint als hinreichend, die Resultate der Untersuchung mit- 
zutheilen. Wir gebrauchen £ und <?, um dadurch wie früher 
auszudrücken respective, wie viel mal die Curve durch einen 
der Punkte 2 oder J geht, und wie viel mal sie die Gerade 
IJ berührt; wir bezeichnen durch £*, c* die reeiproken Sin- 
gularitäten, nämlich die Zahl von Berührungen einer Curve 
mit einer der Geraden Ol oder OJ und die Vielfachheit des 
Hindurchgehens durch den Ursprung 0; ferner durch n 0 und 
«r, die Zahl der zusammenfallenden Tangenten für einen viel- 
fachen Punkt in 0 oder in I oder J, so dass z. B. jr„ = 1 
wäre, falls der Ursprung eine Spitze ist; endlich durch x 0 * 
und iti* die reeiproken Singularitäten. Dann erhalten wir 
für die inverse Curve 

g'= 2 ^ — £ — o* v'=* v + 2(i — 2 (£ + a*) — (f *-f- a) -f (»„+»,), 
l — 2 (l — £ — 2 ö*, 0'=X 0 , £*'=»,-, Q*' — fl — £, 

xö— a, x /= s*; 
für die Fusspunktcurve 

g'= 2*/ — £* — a , v — (i-\-2v — 2 (o-f- £*) — (o*-H) -f- x 0 *-{-x*, 
£== 2 v — 2 a — £*, a — x*, s*‘ = x,*, a*' = v — £*, 

xö = a*, xl = £ ; 
endlich für die negative Fusspunktcurve 

#*'= v + 2fi-2(c + o*)- (£*+ a) -f x„ -f x t , 
v'«= 2(i — £ — a*, e'= Xi , & = fi — £, 
e*' — 2 fi — e — 2a*, a*'—x 0) x 0 '=o, »/= £*. 

Beispiel 1. Mau bestimme die negative Fusspunktcurve der 
Parabel für den Brennpunkt als Pol, oder was dasselbe ist, ihre Brenn- 
linie durch Reflexion für Strahlen, welche der Axe parallel sind. 

Sei die Gleichung 

y* = 4 («na: -j- m*) , 
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so kann jeder Punkt der Curve dargestellt werden durch 
x -f- m = 1*»» , y = 2 Im 
und die Gleichung £x -j- r/y — £* 4" V* wir d 

(i* — \)x + 21y = (1* 4- 1)* m. 

Die Invarianten dieser in I biqnadratischen Form sind 


S — 3 (x -J- 4m)*, T =■ (x -j- 4 m) 3 -• 54m (x* -j- y-) ; 


die Di8criminante <S 3 — 27 T* wird daher dnrch x 1 + y‘ tbeilbar und 
giebt die Gleichung 

(x -f- 4 m) 3 = 27 m (x* -j- «/*). 


Dieselbe iBt der Gleichung in Polarcoordinaten pi cos J u> = mä äqui- 
valent, zu welcher man auf anderem Wege gelangen konnte, weil aus 
Art. 95. unmittelbar folgt, dass für eine Curve, deren Gleichung in die 
Form p m = a”‘cosmco gebracht werden kann, die Gleichungen der 
Fusspunktcurve und der negativen Fusspunktcurve von derselben Form 

sind , indem nur in respective in - ^ und - — übergellt. Es mag 

angemerkt werden, dass die Gleichung der Tangente einer Parallel- 
curve zu dieser Curve 


(1* — l)x4-21t/ = (l*4- 1)1- 

ist und dass dieselbe eine Enveloppe fünfter Ordnnng erzeugt,' bei 
welcher die den Werthen jh Jfc entsprechenden Curven verschieden sind. 
So sind im Allgemeinen die Parallelcurven unicursal für Curven, deren 
Tangente die Gleichungsform 


(1» — 1) a: -f- 2Ay = qp (A) 

hat. Nehmen wir z. B. <p (I) = ml 3 , so erhalten wir eine Curve dritter 
Classe und vierter Ordnung, welche durch die unendlich ferne Gerade 
berührt wird und die Punkte I, J enthält. 


Beispiel 2. Die negative Fusspunktcurve für die Ellipse 

/pi 

= 1 zu bestimmen, wenn der Pol im Centrum derselben 

o* 5* 

liegt. Setzen wir für die Coordinaten eines Punktes der Ellipse wie 
gewönlich a cos <p und b sin <p , so gilt es, die Enveloppe der Geraden 

«X cos tp -\- by sin q> = a* cos* ip 4" 6* sin*qp 
= ^ (o* + h’) + ^ («* — 6*) cos 2 <fi 

zu bestimmen. Setzen wir 

l (a* -j~ 6*) = m , j (o* — 6*) = n 
so wird die Enveloppe nach Art. 85. 

{3 («*x* + b'y') — 4 (m* 4- 3n*)} 3 
4- {9 (m — 3n) a*x* 4- 9 (m 4" 3w ) — 8m (m* — 9n*)} 3 = 0 19 ). 
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Beispiel 3. Man bestimme die negative Fuaspunktcurve der 
Ellipse für den Pol im Brennpunkt. Bas vom Brennpunkt aus ge- 
messene x ist c -f- a cos qp und der Brennstralil a -f- c cosqp; es ist also 
die Enveloppe von 

x (c -f- a cos qp) -f y b sin <p — (a -|- c cos qj)* 
zu bestimmen, oder von 

c* cos 2qp -)- a (4c — 2x) cos qp — 2 6y sin <j> -(- (2a ! -J- c* — 2cx) = 0 ; 
sie ist durch 

v { 3 6‘ (x* -f y») — (26* -f cx)*} * 

-J- {96* (o* — cx -f- 2c*) (x* -f- y’) — (26* + cx) 3 { 1 = 0 

dargestellt, welche Gleichung in entwickelter Form den Factor (x*-j-y ! ) 
abzusondern gestattet und somit eine Curve vierter Ordnung reprä- 
sentiert, die die Geraden x* -)- y* = 0 zu stationären Tangenten hat. 
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Viertes Kapitel. 

Metrische Eigenschaften der Curven. 

124. Die wichtigeren metrischen Eigenschaften der Curven 
sollen in diesem Kapitel entwickelt werden. Zur Unter- 
suchung solcher Eigenschaften benutzt man am besten die 
rechtwinkligen Cartesischen Coordinaten, weil wir (vergl. 
Art. 35.) durch die Substitution von p cos 9 und p sin 0 für 
x und y aus der Gleichung unmittelbar die Längen der Seg- 
mente erhalten, welche von der Curve in irgend einer durch 
den Anfangspunkt der Coordinaten gehenden Geraden be- 
stimmt werden; also auch in jeder beliebigen Geraden, weil 
durch Coordinaten - Transformation jeder Punkt zum Anfangs- 
punkt gemacht werden kann. 

Daraus entspringt zunächst der Satz von Newton: Wenn 
man durch einen Punkt 0 zwei Sehnen zieht, die 
eine Curve w 1 " Ordnung in den Punkten 

■ • ■> -ß»; ^*i> • • •> S» 

respective schneiden, so ist das Verhältniss 
OR, . OR , . . . OR n 
US, . US t . . . .' OR,, 

der Producte der Abschnitte in der einen und der 
andern Geraden constant für alle Lagen des Punk- 
tes 0, bei unveränderter Richtung der Transver- 
saleu*“). (Vergl. „Kegelschnitte“ Art. 111.) Denn aus der 
Polargleichung der Curve (Art. 36.) folgt, dass das Product 
aller Werthe des Radius vector in einer durch den Anfangs- 
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))unkt gehenden und unter dem Winkel 6 zur Axe der x ge- 
neigten Geraden 

A 

P cos” 0 -f Q cos" -1 6 sin 8 H ’ 

ist, und dass das entsprechende Product für eine andere unter 
0' zur Axe der x geneigte Gerade den Werth 

A 

V cos" 6' -f- Q cos" -1 0' sin 0' -f- • • • ’ 
dass also das Verhältniss beider durch den Bruch 
P cos" 0 + (J cos“ -1 0 siu 0 -f- • • • 

1‘ cos" 0' -j- Q cos” 1 0' sin 0' -(- • • • 

ausgedrückt wird. Durch eine Transformation Cartesisclier 
Coordinaten zu parallelen Axen werden aber die Coefficienten 
der höchsten Potenzen der Veränderlichen in der Gleichung 
und also auch das geschriebene Verhältniss nicht geändert. 
(Vergl. „Kegelschnitte“ Art. 93.) Wir können denselben 
Satz auch so aussprechen: Wenn durch zwei feste Punkte 
0, 0' parallele Transversalen zu einer Curve « ,cr 
Ordnung gezogen werden, so ist das Verhältniss 
der Segmentenproducte 

oüy . oiii . o ii; . . . 

constant, welches auch die Richtung der Trans- 
versalen sein mag. („Kegelschnitte“ Art. 111.) Denn 
für Ä als das absolute Glied der Gleichung der Curve nach 
der Verlegung des Anfangspunktes der Coordinaten von 0 
nach O’ ist das zweite Product 

A'_ 

r cos" 0 -+•••■ ’ 

so dass das Verhältniss der Producte der Segmente — A : A' 
und somit unabhängig von 6 wird. 

Man weiss ferner (vergl. „Kegelschnitte“ Art. 93.), 
dass das neue absolute Glied das Resultat der Substitution 
der Coordinaten des neuen Anfangspunktes 0' in die Glei- 
chung der Curve ist und sieht daher, dass das Resultat einer 
solchen Substitution immer dem Product der Segmente pro- 
portional ist, die von der Curve in einer durch 0' in ge- 

Saltnon, Höhere Curven. 9 
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gebener Richtung gezogenen Geraden abgeschnitten werden. 
(Vergl. „Kegelschnitte“ Art. 291.) 

125. Aus dem vorigen Satze ergiebt sich der von Carnot, 
von welchem ein Si>ecialfall gegeben ist „Kegelschnitte“ 
Art. 327. Jede Seite eines Polygons ABC . . . schneide eine 
Curve w''' 1 Ordnung in n reellen Punkten, und seien durch 
\B ) , (Bj die Productc der n von B ausgemessenen Segmente 
bezeichnet, die die Curve so auf den .Seiten BC, BA be- 
stimmt, so ist 

{A)\ (BJ. (C)\ (Bf . . . = \A) . \B) .'(C) • \D) . . . 

Denn für Radien vectoren, die durch einen beliebigen 
Punkt parallel zu den Seiten des Polygons gezogen werden, 
gelten, wenn wir ihre Segmentenproducte in analoger Weise 
durch ( a ), (b) t (c), . . . bezeichnen, ohne Rücksicht auf die 
Vorzeichen die Relationen 

'(7,*) : (71)' = («) : (b) , '{(J) : {Cf = (b) : (r) , 

(71) : (77)' = (c) : (</), etc. 

und die Verbindung derselben zum Product beweist den aus- 
gesprochenen Satz. 

126. Bei der Anwendung des Carnot’schen Satzes ist auf 

die Vorzeichen der Producte sorgfältig zu achten, um Zwei- 
deutigkeiten zu vermeiden. Betrachten wir die Segmente in 
der Linie AB, so ist (Af das Product von n im Sinne von 
A nach 71 gemessenen Segmenten und '(71) das l’roduct von 
gleichfalls n im Sinne von 71 nach A gemessenen Segmenten, 
sodass nach der Regel der Zeichen (vergl. „Kegelschnitte“ 
Art. 6., 7.) jedes Segment der letzteren Gruppe als von ent- 
gegengesetztem Zeichen zu jedem der erstem zy betrachten 
ist und also wenn wir dem Product (Af das Zeichen -|- geben, 
das Product '(71) das Zeichen ( — )" erhalten juuss, d. i. -(- für. 
gerade und — für ungerade n. Ist dann 1; die Seitenanzahl 
des Polygons, so muss die Gleichung des letzten Artikels, 
in der jede Seite aus 1; Factoren wie (Af oder '(/l) besteht, - 
in der Form '*-** 

{Af. {Bf. {Cf . . . = (-)»* \A) .'(71) .\G) 

geschrieben werden, d. h. die rechte Seite hat für Curven 
von gerader Ordnungszahl und für Polygone von gerader 
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Seitenzahl das Zeichen -f- und erhält, das Zeichen — , wenn 
beide Zahlen ungerade sind - 0 ). 

Beispiel 1. Eine gerade Linie schneide die Seiten eines Drei- 
ecks AB, BC, CA in den Punkten C', A', B' , dann ist 
A C . BÄ . CB' = — AB' . B C . CÄ 
(„Kegelschnitte“ Art. 42.) und das Zeichen sagt aus, dass eine Gerade 
welche zwei Seiten des Dreiecks zwischen ihren Endpunkten schneidet, 
die dritte Seite ausserhalb schneiden muss. Wenn die Linien AA', 
BB\ CG*' durch einen Punkt gehen , so wird die Relation 
AC*' . BÄ . CB' — Al{' . B C*' . CÄ 
erfüllt („Kegelschnitte“ Art. 43.) und die Gerade AB wird in den 
Punkten C und C*‘ harmonisch getheilL 

Beispiel 2. Die Seiten des Dreiecks werden von einem Kegel- 
schnitt in den Punkten A', B‘, C berührt, wenn nach Carnot's Theorem 
AC' 1 . BÄ * . CB ' 1 = + AB'*. BC * . CÄ * 

und daher 

AC . BÄ . CB' = ± AB' . BC . CÄ 
ist, wo das obere Zeichen dadurch ausgeschlossen ist, dass eine gerade 
Linie nicht drei Punkte mit einem Kegelschnitt gemein haben kann. 
Damit sagt aber der Satz aus, dass die Verbindungslinien der Ecken 
des Dreiecks mit den Berührungspunkten der Gegenseiten sich in einem 
Punkte schneiden. 

Beispiel 3. Wenn Ä, B', C Iuflexionspuukte einer Curve 
dritter Ordnung mit den Tangenten BC, CA, AB sind, so sagt der 
Carnot’sche Satz, dass 

A C 3 .BÄ*. CB 3 = — A B' 3 . BC 3 . V A'* 

sein muss, oder nach der einzigen reellen Wurzel 

A C . BA‘ .CB' AB' .BC . CÄ, 

d. h. wenn eine Curve dritter Ordnung drei reelle Inf lexions- 
punkte hat, so liegen dieselben immer in einer geraden 
Linie. Daher kann eine Curve dritter Ordnung überhaupt nur drei 
reelle Inflexiouspunkte haben, weil, falls sie deren mehrere hätte, 
dieser Salz für alle die Lage in derselben Geraden fordern würde, 
während doch eine Gerade eine Curve dritter Ordnnng eben nur drei- 
mal schneiden kann. 

Derselbe Schluss beweist übrigens, dass drei reelle Punkte einer 
Curve von ungerader Ordnung n, in deren jedem die Tangente n 
Punkte mit der Curve gemein hätte, immer in einer geraden Linie 
liegen müssen. 

Beispiel 4. Wenn in einer Curve vierter Ordnung drei Doppel- 
tangenten AB, BC, CA mit den Berührungspunkten 
C, C; Ä, A"; B', B ", 

9* 
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betrachtet werden, so ist 

AC*.AK’*. BA'*.BA"*. CK*. CK * = AB *. AB"*. BC*. BC' *. CA’*. CA"* 
oder 

AK. AK’. BA’.BA". CB’. CB" — + AK. AB". BK. BC". CA’. CA". 

Diess giebt mit Rücksicht auf das doppelte Vorzeichen den Satz: Kür 
drei Doppeltangenten einer Curve vierter Ordnung geht der Kegel- 
schnitt, welcher fünf ihrer Berührungspunkte enthält, entweder auch 
durch den sechsten Berührungspunkt oder durch den ihm in der be- 
treffenden Seite des Dreiecks der Doppeltangenten harmonisch conju- 
gierten l’unkt. Somit giebt es zwei verschiedene Arten von Triaden 
der Doppeltangenten einer Curve vierter Ordnung, die diese geome- 
trischen Kennzeichen von einander trennen. 

127. Es giebt besondere Fälle, in denen der Carnot’sche 
Satz eine Modification verlangt. Zuerst, wenn eine der Ecken 
des Polygons z. B. A unendlich fern wäre, oder zwei Nach- 
barseiten desselben parallel, so ist in der Grenze (A)’ — ’(A) 
und somit die Gleichung des Caruot'schen Satzes 

(-BY- (cy .... «= V!) /«?).... 

Wenn zweitens eine der Ecken z. B. A in der Curve läge, 
so würde einer der n Factoren in jedem der Producte (A)’ 
und '(J) verschwinden; wir können aber, wiegen 

AR: All’ = sin RRA : sin R’RA , 

für das Verhältniss dieser verschwindenden Factoren das Ver- 
hältniss der siuus der Winkel setzen, -welche die Seiten des 
Polygons in A mit der Tangente der Curve in A machen, 
so dass die Carnot sche Formel wird 

(A)’ . ( B )'. ( C)’ ...: sin c = \A) .\B) ,’(C) . . . : sin 

wo nun (A)’ und ’(A) nur je (u — 1) Factoren haben, und 
a, a die Winkel bezeichnen, welche die Seiten der Geraden, 
in denen ( A )' und ’(A) respective gemessen sind, mit der 
Tangente in A machen. In dieser Art folgt z. B. der Satz: 
„Wenn ein Polygon einem Kegelschnitt eingeschrieben ist, 
so ist das stetige Product der sinus der Winkel, welche die 
Seiten desselben mit der Kegelschnittstangente am jedes- 
maligen rechten Ende bilden , gleich dem Product der sinus 
der Winkel, welche sie mit der Tangente am linken Finde 
einschliessen. 
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128. Wenn in einer geraden Linie n Punkte liegen, so 
nennt man denjenigen Punkt in ihr, für welchen die alge- 
braische Summe seiner Entfernungen von ihnen verschwindet, 
das Centrum der mittlern Entfernung der gegebenen Punkte. 
Ist die Entfernung des Centrums von irgend einem gegebenen 
Punkte 0 der Linie y und sind die Entfernungen desselben 
Punktes 0 von den n angenommenen Punkten 

Vn ••.»!/«» 

so sind die Entfernungen des Centrums von den n Punkten 

y—Ui, y — ’Jt) — ,y — Vn 
und die durch die Definition gegebene Bedingung ist 
I (y — *b) = 0 oder ny = I ()/,); 

d. h. die Entfernung eines angenommenen Punktes vom Cen- 
trum ist gleich der durch die Zahl der Punkte dividierten 
Summe seiner Entfernungen von den gegebenen Punkten oder 
gleich der mittleren Entfernung des angenommenen 
Punktes von den letzteren. So ist für zwei Punkte das Cen- 
trum der mittlern Entfernungen der Mittelpunkt der von 
ihnen begrenzten Strecke und die Entfernung jedes Punktes 
von ihm ist gleich der halben Summe seiner Entfernungen 
von den beiden Punkten der Gruppe. 

Die wohlbekannten Eigenschaften der Durchmesser der 
Kegelschnitte wurden in dem hierdurch begründeten Sinne von 
Newton 21 ) im folgenden für alle algebraischen Curven gül- 
tigen Satze, erweitert: Wenn man eine Curve n u ' r Ord- 
nung durch ein System von Parallelen schneidet 
und in jeder derselben das Centrum der mittlern 
Entfernungen ihrer n Schnittpunkte mit der Curve 
bestimmt, so ist der Ort dieses Centrums eine 
gerade Linie, welche als der dem gegebenen System 
paralleler Sehnen entsprechende der Richtung 
desselben conjugierte Durchmesser bezeichnet 
werden kann. Wir benutzen zum Beweis die in dem spe- 
ciellen Falle der Kegelschnitte angewendete Methode (vergl. 
„Kegelschnitte“ Art. 100.). Der Anfangspunkt der Coordi- 
naten ist das Ceutrum der mittlern Entfernungen für eine 
Sehne unter dem Winkel 0 zur Axe der x, wenn 0 so be- 
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stimmt ist, dass durch die dem Uebergaug zu Polarcoordi- 
iiaten entsprechende Substitution p cos 0, p sin 0 oder im 
Falle schiefwinkliger Axen mg, ng für x und ij der Coef- 
fieient von p"- 1 verschwindet. Wir suchen dann die Be- 
dingung auf, unter welcher ein anderer Punkt x y das Gen- 
trum der mittlern Entfernungen für eine zur vorigen parallele 
Sehne ist, indem wir zu neuen Axen durch diesen. Punkt 
x y und parallel zu den alten transformieren; der neue Coef- 
fieient von g"~ l muss für denselben Werth von 0 ver- 
schwinden. Wenn aber die Gleichung U — 0 zu parallelen 
Axen durch die Substitution 

* + <j + .'/ 

für x und y transformiert wird, so wird sie 



IT I - (lu i • 
1 + x dx + y 


dU 

,ly 


d’U . , , 

7f,t + 2 * 9 


d • U 
dxdy 



hier euthalton nur die drei ersten Glieder die Variabelu in 
der (n — l) lc " Potenz und weil in diesen Gliedern x', y nur 
im ersten Grade vorkommt, so muss der fragliche Ort eine 
gerade Linie sein. Ihre Gleichung ist 


.. . r b* ( "' 
,t(,) + * rfj- 


wenn wir in für x und y entweder cos 0 und sin 0- 

oder m und n substituiert denken. 


129. Newton hat auch bemerkt, dass der nämliche Punkt 
das Centrum der mittleren Entfernungen in einer Geraden 
ist für das System ihrer Schnittpunkte mit der Curve und 
für das ihrer Schnittpunkte mit den Asymptoten derselben, 
und dass daher die algebraische Summe der Abschnitte zwi- 
schen der Curve und ihren Asymptoten gleich Null ist — 
auch die Erweiterung eines wohlbekannten Satzes („Kegel- 
schnitte“ Art. 205.). Die Wahrheit derselben folgt aus der 
im letzten Artikel gegebenen Gleichung eines Durchmessers 
und aus Art. 52. , wonach die Glieder «<"> und m** - 1 * in der 
Gleichung der Curve und der Gleichung ihrer Asymptoten 
übereiustimmeu. 
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130. Wir können in analoger Weise den Ort eines Punk- 
tes suchen, für welchen die Summe der Producte in Paaren 
Null ist für die in gegebener Richtung gemessenen Abschnitte 
zwischen ihm und der Curve. Der Anfangspunkt der Coor- 
dinaten ist ein solcher Punkt, wenn der Coefficient von p"~ s 
für den gegebenen Werth von 0 verschwindet; der Ort sol- 
cher Punkte wird also wie in Art. 128. gefunden, indem mau 
untersucht, welche Relation zwischen x und y stattfinden 
muss, damit der Coefficient von p'- 2 in der transformierten 
Gleichung verschwindet. Weil aber die Glieder (u — 2) lcn 
Grades in x und ij keine höheren als die zweiten Potenzen 
von x' und y enthalten, so ist der fragliche Ort ein Kegel- 
schnitt, den wir den Diametralkegelschnitt neunen 
wollen. Seine Gleichung ist 

,, , da'— '» . (!«<—" 

_i_ x — - - M . 

1 < ' * J dy 


. . / , .. dhc ,H) , d'u ,n) \ 

+ 2 \ x ' dx* + 2x,J dxdy + tr ~dy r ) 


rix 
dx (ly 


wenn wir in — 3 >, etc. cos 0 und sin 0 für x und y substi- 
tuiert denken. Wenn die Entfernungen irgend eines Punktes 
vom Diametralkegelschnitt durch y und von der Curve durch 
7/, , y.,, . . . bezeichnet sind, so haben wir nach der Deti- 
natiou 


£ (y — :Vi) (// - y-i) = o, 

eine Summe von so viel Gliedern als Combinationen zu 
zweien zwischen n Dingen, also von ^ n(u — 1) Gliedern. 
Denken wir dieselbe entwickelt und nach Potenzen von y ge- 
ordnet, so ist der Coefficient von y 3 eben gleich ^ n (« — 1); 
der Coefficient von y besteht dann aus \ n (» — 1) Gliedern 
von der Form — (y, -f- y.,) und muss somit, weil er in den 
n Grössen y t , y , , . . . symmetrisch sein muss, durch 


- (» -1)1 (y) 

dargestellt sein. Es ist also 

£ (.y — */i) {y - </ 3 ) 

= { n (n — 1) y- — (» — I) y I (y { ) + I (y, y.) = 0. 

Diese quadratische Gleichung giebt die Entfernungen 
eines beliebigen Punktes vom Diametralkegelschnitt, wenn 
wir seine Entfernungen von der Curve wissen. Das \ n(n — 1) 
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fache dieses Products ist gleich Z (//, y ? ), d. h. das Product 
der Eiitfernungcu vom Diametralkegulschnitt ist 
gleich dem mittlern Product der Distanzen von 
der Cur ve in Paaren, weil ja die Zahl der Producte dieser 
Art ebenfalls \n (n — 1) ist. Die Summe der Entfernungen 

9 .... 

vom Diametralkegelschnitt ist gleich ~ Zf//). Diu mittlere 

Entfernung ist daher für beide Curven dieselbe, weil in dem 
einen Falle zwei, im andern n Distanzen auftreten; die bei- 
den Curven haben also denselben Durchmesser. 

131. Man erkennt ohne Schwierigkeit, dass eine Curve 
n ler Ordnung krummlinige Durchmesser von jeder Ord- 
nung bis zur (h — l) 1 '" haben kann. Der Ort eines Punktes, 
für welchen die Summe der Producte zu dreien Null ist für 
die in gegebener Richtung gemessenen Distanzen von der 
Curve wird z. D. gefunden, indem man den Coefticienten 
von p' 1 3 in der transformierten Gleichung gleich Null setzt. 
Wir linden ebenso wie vorher, dass 

£ (.'/ — >J\) i!l ~ !)■•) (.'/ ~ Vs) = I, n (« — 1) (» — 2) f 
~ i (»— 1) (« — 2) f I (y,) + («— 2) y Z (y, y ,) — Z (y, y, y 3 ) 

ist und erkennen, dass die Curve und ihr cubisclier Durch- 
messer dieselbe mittlere Entfernung, dasselbe mittlere Product 
in Paaren und dasselbe mittlere Product zu dreien für die 
Entfernungen haben. Ebenso für Durchmesser höherer Ord- 
nungen. Die folgenden Betrachtungen werden über diese 
krummlinigen Durchmesser weiteres Eicht geben. 

132. Zunächst fügen wir dem von den Durchmessern 
gesagten einiges von den Centren an. Wenn alle Glieder 
vom Grade (n — 1) in der Gleichung verschwinden, so ver- 
schwindet* die algebraische Huunne aller Radien veetoren 
durch den Anfangspunkt der Coordinaten und mau könnte 
denselben in diesem Sinne als ein Gentrum benennen. Man 
wendet jedoch die Benennung Centrum gewöhnlich nur auf 
den Fall an, wo jedem Werthe des Radius vector ein gleicher 
und entgegengesetzter Werth entspricht. In diesem Falle 
muss die zu Polarcoordinaten transformierte Gleichung eine 
Function von q- sein. Ist die Curve also von gerader Ord- 
nungszahl, so kann ihre Gleichung in x und y für das Cen- 
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trum als Anfangspunkt keine der ungeraden Potenzen der 
Variabein enthalten und muss von der Form 
m<°> + «< 2 > + «O H = 0 

sein. Ist die Curve aber von ungerader Ordnungszahl, so 
muss ihre Polargleichung durch Division mit Q auf eine 
Function von p 2 reducierbar sein, und die Gleichung in x 
und y kann keine der geraden Potenzen der Veränderlichen 
enthalten und muss die Form 

«<*) + «W + «< 5 » H 0 

haben. Diese Form zeigt, dass das Centrum einer Curve von 
ungerader Ordnung noth wendig ein Intlexiouspunkt sein 
muss. 

Es ist offenbar, dass eine Curve von höherer als der 
zweiten Ordnung nur ausnahmsweise ein Centrum haben 
kann, weil es im Allgemeinen nicht möglich ist, durch 
Transformation der Coordinaten so viele Glieder aus der 
Gleichung der Curve zu entfernen, wie zu ihrer Keduction 
auf eine der obigen Formen erforderlich wäre. 

133. Von Cotes rührt der wichtige Satz her: Wenn in 
jedem durch einen festen Punkt 0 gehenden Ra- 
dius vector der Curve ein Punkt R so bestimmt 
wird, dass 

' i _ 1 i } i 

OB OB, ' OB, "r OB, ' 

ist, so ist der Ort von R eine gerade Linie ■■). Denn 
für 0 als Anfangspunkt der Coordinaten ist die Bestimmungs- 
gleichung der n Radien vectoren von der Form 

A i -f- (77 cos 8 -f- C sin 8) -~ 

Q 9 

-f- {D cos 2 8 -f- E cos 8 sin 8 4- V siir'ö) -(-•..== 0 , 

e" 

und somit 

n B cos 0 -f- C sin0 

OB ~ 3 

oder mit Wiederherstellung der x und y 
Ex -f- Cy -f nA — 0. 

Diess ist die in Art. 60. für die Polargerade A des Aufaugs- 
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puuktes gefundene Gleichung und die eben bewiesene Eigen- 
schaft ist die Erweiterung der wohlbekannten harmonischen 
Eigenschaft von Pole und Polare bei Kegelschnitten. (Vergl. 
„Kegelschnitte“ Art. 108.) 

134.' Man begründet dieselbe Eigenschaft durch eine Me- 
thode, die der in „Kegelschnitte“ Art. 124. angewendeten 
analog ist, auch ohne den Punkt 0 zum Anfangspunkt der 
Coordinaten zu machen. Wir sahen in Art. 63., dass für 
zwei Punkte 0 oder xi und R oder x, die Gleichung A = 0 
.oder 


x* u' - f p 1 fi a ir -f i A» - 2 fi ! A- u' + 


o. 


die Verhältnisse lt R, :OR t , ... . bestimmt, nach welchen 
die Verbindungslinie dieser zwei Punkte durch die (Jurve ge- 
theilt wird. Aus der Theorie der Gleichungen folgt dann, 
dass A U' — 0 die Bedingung ausdrückt, unter welcher die 
Summe der Wurzeln der Gleichung A = 0 verschwindet, d. h. 
dass A U' --= 0 den Ort eines Punktes 11 darstellt, für welchen 


RR, . RR, - 
OR, ' OR, > 


= 0 


ist. Indem man 11 li, durch (0 li, — O R) ersetzt , wird diese 
Gleichung in • 

n _ _* 1 1 _)_... 

OR OR, T 0Ut T 

ubergefuhrt. 

135. Mau erkennt in gleicher Art, dass der Polar- Kegel- 
schnitt A 7 U' = 0 der Ort eines Punktes ist, für den 


oder 


( RR, 
\OR . 


RI \') = 0 


( L . 

\OR 


0 


OR/ 

J-)( l -J-) 

OR,l \OR OR/ 
ist, und ähnlich für die Polarcurven höherer Ordnungen. 
Polarcurve k ,er Ordnung besitzt die Eigenschaften 

l 1.3 1 


_! . X _L 

n OR 


L £ 

k OR' 


1 < 

k[k - 1) 


OR,- . OR,* 
1 . 2.3 


’ n (n — 1) 
1 . 2.3 

« (» — 1) (n — 

1 


OR, . OR, 




l 

OR , . ORt . 
, etc. 


Die 


OR, 


— k (k — 1) (k — 2) OR,' . OR,' . OR,’ 
wo wir mit 0 R einen Radius veetor der Curve und mit 0 11* 
einen der Polarcurve bezeichnet haben. 
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136. Wenn der Punkt 0 ein unendlich ferner Punkt ist, 
so können die von ihm aus gemessenen Entfernungen als im 
Verhältnis^ Eins zu einander stehend und die Nenner der 

UM MM 

Brüche () j ,' , Q-jf t • • • ah einander gleich betrachtet werden. 
MM 

Die Gleichung X () ^ —0, welche die Eigenschaft der Polar- 
linie ausdrückt, reduciert sich dann auf X (RU,) = 0, d. h. 
die Summe der Abschnitte zwischen der Polare und der Curve 
in allen den nach 0 gehenden parallelen Sehnen verschwin- 
det. Die Polarlinie eines unendlich fernen Punktes 
ist der Durchmesser des Systems paralleler Seh- 
nen, welche denselben zur Richtung haben. 

Die Gleichung X (^' ' f)j/) ~ 0 des Polarkegelschnitts 
reduciert sich für einen unendlich fernen Punkt U auf 
. X(JR-ß, . ER,) = 0 

oder 

X {Olt - Gilt) ( Uli -- Olli) = 0, 

die Gleichung, welche nach Art. 130. den Diametralkegel- 
schnitt bestimmt. Und so ist allgemein der krumm- 
linige Durchmesser irgendeiner Ordnung mit der 
Polarcurve derselben Ordnung identisch, für 
welche die Richtung des Systems paralleler Seh- 
nen, dem der Durchmesser entspricht, der Pol ist. 

137. Mac Laurin hat 53 ) einen Satz gegeben, welcher die 
Erweiterung des Satzes von Newton in Art. 129. ist: Wenn 
man durch einen Punkt 0 eine gerade Linie zieht, 
die die Curve in n Punkten schneidet, so werden 
die Tangenten der Curve in diesen Punkten in 
Punkten 7J,*, 1{. 2 *, ... so geschnitten, dass sie mit 
den Schnittpunkten ll { , 1{,, . . . derselben Geraden 

mit der Curve der Relation X = X (J l j„ genügen. 

138. Man weiss, dass das Centrum eines Kegelschnitts 
als der Pol der unendlich fernen Geraden in Bezug auf den- 
selben zu betrachten ist und bemerkt sofort, dass für Curven 
höherer Ordnungen, als in denen jeder geraden Linie (n— l) 2 
Pole entsprechen (Art. 61.), ein einzelner Punkt vou der Be- 
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deutung des Ceiitrums für einen Kegelschnitt nicht existiert. 
Es ergiebt sich aber ein solcher für Curven höherer (.'lassen, 
d. h. wenn man die vorhergehenden Untersuchungen, wie sie 
offenbar zu thun gestatten, auf Liniencoordinaten anwendet. 
Dann ergiebt sich für jede Gerade ein Pol, eine Polarcurve 
zweiter, dritter, etc. Classe bis zu einer Polarcurve (w — l) lor 
Ulasse aufwärts, die von den n Tangenten der Originalcurve 
in ihren Schnittpunkten mit der Geraden berührt wird. Wir 
finden also bei der Untersuchung in Liniencoordinaten auch 
als den Pol der unendlich fernen Geraden einen einzigen be- 
stimmten Punkt. Untersuchen wir nun die metrischen Eigen- 
schaften des Pols einer Geraden in diesem Sinne und insbe- 
sondere des Pols der unendlich fernen Geraden. Wir be- 
nutzen das System des Art. 19., in welchem die Coordinaten 
einer geraden Linie den Perpendikeln proportional sind, 
die von drei festen Punkten auf sie gefüllt werden; dann 
bezeichnet offenbar l : m das Vcrhältniss der Sinus der Win- 
kel, in welche die Gerade 

+ ■>«!,', ll> + mit', + »'i,i 

den Winkel theilt, den die Geraden 

In In Ij u,lJ in in l.' 

mit einander bilden. Die der Gleichung A — 0 entsprechende 
Gleichung bestimmt das Vcrhältniss der Sinus der Theile, in 
welche jener Winkel durch jede der Tangenten zerlegt wird, 
die man von seinem Scheitel an die Curve » ,cr Classe ziehen 
kann. Und wie in Art. 134. besitzt der Pol R einer Geraden 
die Eigenschaft 

y Anu ltPU,\ /. 

Vsin if, V(j) ~ 

für V als einen veränderlichen, 0 als einen festen Punkt der 
gegebenen Geraden und R n R v ... als die Berührungspunkte 
der von ihm ausgehenden Tangenten. So ist z. B. für eine 
Curve zweiter Classe diese Relation 

siu MPH, . sin RPh, .. 

sin R, PO "■ sinÄ,J'0 ’ 

d. li. wenn mau von einem Punkte 1‘ in der festen Geraden 
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OP Tangenten Pli, , PP., an den Kegelschnitt und sodann 
die Gerade PP so zieht, dass [P . 0 R, R R, } ein harmo- 
nisches Büschel ist, so geht P P durch einen festen Punkt 
— die fundamentale Abhängigkeit von Pol und Polare in 
Bezug auf einen Kegelschnitt als Curve zweiter Classe. Wir 
können die Relation 

y 0> iu RPBi \ _ 0 
Vain if, P 0/ 

in die Form 



setzen, wenn wir als den Fusspunkt der Senkrechten von 
P, auf die Gerade PP und 0, als den Fusspunkt der Senkrech- 
ten von demselben Punkt auf die Gerade OP bezeichnen. 
Denken wir dann speciell die Gerade OP als unendlich fern, 
so werden die Nenner in der letztem Summe einander gleich 
und wir erhalten einfacher Z (3/, P,) = 0, d. h. die Summe 
der Perpendikel ist Null, die man von den Berührungspunk- 
ten eines Systems paralleler Tangenten auf eine gleichge- 
richtete Gerade durch P fällen kann. Mit andern Worten: 
Das Centrum der mittlern Entfernungen der Be- 
rührungspunkte eines Systems von parallelen Tan- 
genten einer gegebenen Curve ist ein fester Punkt, 
welcher als Centrum derselben betrachtet werden 
kann — ein Satz von Chasles 54 ). In einem Kegelschnitt ist 
os der Mittelpunkt in der Verbindungslinie der Berührungs- 
punkte paralleler Tangenten, in einer Curve dritter Classe 
der Schwerpunkt des von diesen Berührungspunkten gebil- 
deten Dreiecks, etc. 

131). Es ist bekannt (vergl. „ Kegelschnitte“ Art. 310.), 
dass die Brennpunkte der Kegelschnitte die Eigenschaft be- 
sitzen, dass die von ihnen nach den Kreispuukten im Unend- 
lichen J, J gehenden Geraden die Curve berühren. Diess leitet 
zu der allgemeinen Erklärung der Brennpunkte von PI Ücker* 5 ): 
Ein Punkt F heisst ein Brennpunkt einer Curve, wenn die 
geraden Linien FI, FJ die Curve berühren, oder wie wir 
sagen wollen, wenn er der Durchschnitt einer i-Tangente 
mit einer J - Tangente ist. Eine Curve v 1 ' 1 Classe hat dann 
im Allgemeinen v- Brennpunkte, nämlich die Durclischnitts- 
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punkte der v /-Tangenten mit den v /- Tangenten. Es sind 
aber nur v von diesen Brennpunkten reell, so lange die 
Curve reell ist; denn wenn die Gleichung einer der /-Tangen- 
ten A -(- iB — 0 ist, mit A und B als linearen Functionen 
der Coordinaten, so hat eine unter den /-Tangenten die 
Gleichung A — iB — 0 und diese beiden durcbschncidcn 
einander in dem reellen Punkte A — 0, B = 0, während auf 
keiner von beiden ein anderer reeller Punkt möglich ist. So 
hat ein Kegelschnitt v = 2 vier Brennpunkte, von denen 
zwei reell sind. 

Das Vorige gilt in der Voraussetzung, dass die Punkte 
/, / keine specielle Lagenbeziehung zur Curve haben. Den- 
ken wir aber die Gerade // als gewöhnliche oder singuläre 
Tangente in einem Punkt A oder mehrergn Punkten A, B, . . 
welche von J, J selbst verschieden sind , also z. B. ff fach 
unter den von / oder J ausgehenden Tangenten der Curve, 
so werden die /-Tangenten von der ff fach zählenden Linie 
1J und von ( v — o) andern Tangenten gebildet und ebenso 
die /-Tangenten. Die einzigen Brennpunkte, welche nicht 
im Unendlichen liegen, sind dann die Schnittpunkte der 
(v — ff) / und der ebenso vielen /-Tangenten; also giebt es 
( v — ff) 2 endliche Brennpunkte , von denen (v — ff) reell 
sind. Die Gesammtzahl der v' ! Brennpunkte wird gebildet 
von den (v — ff) 2 Brennpunkten in Verbindung mit den je 
ff (v — ff) fach zählenden Punkten / und /, so wie den o* 
Schnittpunkten der ff /-Tangenten, welche mit // und der 
ff /-Tangenten, welche mit // zusammen fallen. Jene zäh- 
len nämlich ff (v — ff) fach,, als Durchschnitte von jeder der 
(v — ff) /- oder /-Tangenten mit jeder der ff /- oder /- 
Tangenten, welche mit // zusammen lallen; im Falle der 
mit // zusammenfallenden ff Tangenten aus I und aus / 
ist für irgend eine von ihnen IA ihr Berührungspunkt A 
als ihr Schnittpunkt mit der entsprechenden Tangente JA 
anzusetzen, iudess ihr Durchschnittspunkt mit jeder andern 
/-Tangente JB unbestimmt ist. 

Wenn also die unendlich ferne Gerade die Curve ff mal in 
reellen Punkten berührt, so giebt cs v reelle Brennpunkte, von 
denen ( v — ff) im Endlichen als eigentliche Brennpunkte anzu- 
sclien und ff die Berührungspunkte mit der unendlich fernen 
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Geraden sind *). So hat die Parallel (v = 2, a — 1) einen end- 
lich angebbaren Brennpunkt und der andere reelle Brenn- 
punkt füllt mit der Kichtung ihrer Axe zusammen. 

Ist ferner der Punkt I in der Curve, so muss so lauge 
die Curve reell ist auch / in der Curve liegen und wenn 1 
singulär in der Curve ist, so muss / ein singulärer Punkt 
derselben von der nämlichen Art sein. Denken wir beide 
zunächst als einfache Punkte der Curve, so bestehen die 
( v — o ) /-Tangenten aus der. zweifach zählenden Tungente 
in I und (v — <J — 2) andern Tangenten; und ebenso für 
die /-Tangenten. Die ( v — o)'-’ Brennpunkte bestehen dann 
aus folgenden Gruppen: Dem reellen vierfach zählenden 
Schnittpunkt der Tangenten in 1 und/, den je für zwei zäh- 
lenden ( v — 6 — 2) nicht reellen Schnitten der Tangente in 
I mit den ( v — o — 2) /-Tangenten und den ebenso vielen 
nicht? reellen Schnittpunkten der Tangente in / mit den /- 
Tangenten; den ( v — a — 2j 2 Schnittpunkten der beiden 
Büschel von je ( v — a — 2) /- und /-Tangenten, von wel- 
chen Punkten wie vorher nur (v — a — 2) reell sein können, 
sodass die zwei letzten reellen Brennpunkte in dem Schnitt 
der Tangenten in I und / vereinigt sind. Betrachtet man 
nur die reellen Brennpunkte, so ist also dieser Punkt als ein 
doppelter Brennpunkt zn zählen und wir halten es für vor- 
theilhaft, ihn so zu bezeichnen, dürfen aber nicht vergessen, 
dass er vierfach ist, wenn wir zugleich die nicht reellen 
Brennpunkte zählen wollen. So ist im Falle des Kreises das 
Centrum der einzige Brennpunkt, .welcher als vierfach zu 
denken ist, wenn wir betrachten, dass in ihm die vier Brenn- 
punkte eines Kegelschnitts vereinigt sind, und den wir als 
Doppelbrennpunkt bezeichnen, insofern die beiden reellen 
Brennpunkte in ihm zusammenfallen. 

Wenn ferner jeder der Punkte /, / ein s faclier Punkt 
der Curve ist, so zeigt die analoge Ueberlegung, dass es c- 
Brennpunktc giebt, welche vierfach zählen und von denen s 
reell sind; ferner 2s (v — o — 2s) nicht reelle Brennpunkte, 


*) Cayley betrachtet es als den natürlichem Gesichtspunkt, die 
(v — fl)* als die einzigen und somit die (v — e) als die einzigen reellen 
Brennpunkte anzusehen. 
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deren jeder für zwei zählt und (v — ff — 2f) 2 einfache. 
Brennpunkte, von denen ( v — ff — 2 a) reell sind. Betrach- 
ten wir dann sowohl die reellen als die nicht reellen 
Brennpunkte, so sind e- vierfache, 2a (v — ff — 2a) doppelte 
und (v — o — 2a) 2 einfache Brennpunkte zu zählen; beach- 
ten wir ausschliesslich die reellen , so giebt es von solchen a 
doppelte, v — ff — 2a einfache und ff, welche in unendlicher 
Ferne liegen. 

Wenn die Punkte I und J Inflexionspunkte oder Spitzen 
sind, so zählt die Tangente in I und J dreifach unter den 
I- oder J - Tangenten und es gehen von jedem dieser Punkte 
( v — ff — 3) andere Tangenten aus. Die (v — ff) 2 Brenn- 
punkte setzen sich dann zusammen aus einem neunfach zäh- 
lenden , aus ( v — ff — 3) -f- (v — ff — 3) dreifach zählenden 
und ( v — ff — 3) 2 einfach zählenden. Von diesen letzteren 
sind (n — ff — 3) reell und der einzige andere reelle Brenn- 
punkt ist der Durchschnitt der Tangenten in I und J, der 
als unter den reellen Brennpunkten dreifach zählend, ge- 
wöhnlich als dreifacher Brennpunkt betrachtet wird, während 
er bei Zählung der reellen wie der imaginären neunfach ge- 
zählt werden muss. In der Ausdehnung dieser Theorie auf 
die Fälle, in welchen 1 und J singuläre Punkte von höheren 
Graden der Vielfachheit mit verschiedenen vereinigten Tan- 
genten sind, oder in welchen dieselben Punkte sind, in 
denen die Tangente mehr als zwei Punkte mit der Curve ge- 
mein hat, oder endlich, in welchen sie gewöhnliche oder 
singuläre Punkte sind, die die Gerade IJ zu ihrer gemein- 
samen Tangente haben, liegt keine Schwierigkeit. 

140. Wenn A, Ä zwei reelle Brennpunkte der Curve sind, 
so schneiden sich die Geraden AI, AJ\ Ä1,ÄJ in zwei 
imaginären Punkten B, II, welche auch Brennpunkte der 
Curve sind. Zwischen beiden Paaren von Punkten findet die ■< ' 
Beziehung statt, dass die Geraden AA', B 11 sich in einem 
Punkte 0 rechtwinklig halbieren, so dass 

OA = OA = j . OB = i . OIT 

ist. Man hat die Punkte A, A und B, 1> als Anti-Punkte be- 
zeichnet. Ihre Beziehung ist eine in der Geometrie der Ebene 
häufig begegnende: Ein Kegelschnitt besitzt zwei Paare von 
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Brennpunkten, welche Anti -Punkte bilden; jeder durch A, Ä 
gehende Kreis schneidet jeden durch B, B gehenden unter 
rechten Winkeln. Wir fügen bei, dass aus v reellen Brenn- 
punkten ^ v (y — 1) Paare entstehen, von denen jedes ein 
Paar von Anti -Punkten liefert, so dass wir die {v- — v) 
übrigen Brennpunkte erhalten. 

141. Man erhält die Coordinateu der Brennpunkte einer 
Curve, indem man die Gleichungen der Tangenten bildet, 
welche von dem Punkte I an die Curve gehen. Dieselbe 
wird von der Form P-\-iQ — 0 sein, während die entspre- 
chende Gleichung für den Punkt J die Form P — i Q = 0 
haben muss, so dass die Durchschnittspunkte der beiden Sy- 
steme durch die Gleichungen P = 0, <2 = 0 gegeben sind. 
Bezeichnen wir wie schon früher die ersten Differentiale des 
Polynoms U der Curvengleiehung nach x, respective j/ durch 
TJ l und U 2 und die zweiten Differentiale durch U u , U vtt U n , etc., 
so ist nach Art. 78. die Gleichung des vom Punkte 1 , i, 0 
ausgehenden Taugentensystems zu erhalten durch Bildung 
der Discriminantc von 

A" ü +A- I (Z7 l +i U t )+ J P-*{U U + 2i U H - U n ) + •• -=0. 

Ist also z. B. die Curve ein Kegelschnitt, so hat man den 
reellen und den mit dem Factor i behafteten Factor von 

{ U* - US - 2 U(U U - u„)} + 2* (P, r 2 - 2 UU n ) 

getrennt gleich Null zu setzen, um zwei die Brennpunkte 
enthaltende Oerter zu finden. Die Combination dieser Glei- 
chungen zeigt, dass die Brennpunkte in zwei geraden Linien 
liegen , deren Gleichung ist 

ütt W - US) - (U n - ir n ) u t u 2 = o; 

diese sind die Axen. 

Ganz dieselben Gleichungen bestimmen auch die Brenn- 
punkte einer durch die Punkte I und J gehenden Curve 
dritter Ordnung, so wie die einer Curve vierter Ordnung, 
welche diese Punkte zu Doppelpunkten hat, etc.; denn man 
sieht in allen diesen Fällen leicht, dass alle oben nicht ge- 
schriebenen Glieder der Gleichung A = 0, deren Discrimi- 
naute man zu bilden hat, wirklich verschwinden. 

Salmon, HühcTo Cnrven. 10 
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142. Wir können die Brennpunkte auch durch die Auf- 
stellung der Bedingung bestimmen , unter welcher die Gerade 

(ar — x') + i (y — y) = 0 

die Curve berührt (vergl. „Kegelschnitte“ Art. 310.) oder 
mit andern Worten durch die Substitution von 1, i, — {x -\-iy) 
für | 3 oder 1,^,5 in die Gleichung in Liniencoordi- 

naten. Die Coordinaten der Brennpunkte ergeben sich aus 
den Gleichungen, die durch die Gleichsetzung des reellen 
und des mit dem Factor i behafteten Theils der so entstehen- 
den Gleichung mit Null entstehen. 

Es ist nicht schwer, für jede dieser Gleichungen eine 
geometrische Interpretation zu finden. Denken wir die Be- 
dingung der Berührung der Curve durch 

x — x + p (y - y') = 0 

in der Form erhalten 

op n -f- bp n ~ l -[* cp”- 2 = 0, 

in welcher a, b, . . . Functionen von x , y sind, so sind nach 
der Theorie der Gleichungen — b : a, c : a, etc. die Summe, 
die Summe der Producte in Paaren, etc. für die trigonome- 
trischen Tangenten der Winkel, welche die von x', y aus- 
gehenden Tangenten der Curve mit der Axe der x bilden. 
Setzen wir p — i, und den reellen und-den mit i behafteten 
Theil der Gleichung getrennt gleich Null, so erhalten wir 
die beiden Gleichungen 

a — c-J-e — ••• = 0, b — d -f- f — ... = 0; 

nach der bekannten Formel Tür die Tangente der Summe, 
drückt die zweite dieser Gleichungen aus, dass die Summe 
der mit der Axe der x von den aus x y gehenden Tangen- 
ten der Curve gebildeten Winkel Null oder ein Vielfaches 
von n ist; und die erste besagt, dass die Summe der Winkel 
ein ungerades Vielfaches von ^ n ist. Der Ort eines Punktes, 
für welchen die Summe der Winkel der Tangenten gegeben 
ist, die die von ihm ausgehenden Tangenten einer Curve 
n ,er Classe mit einer festen Geraden bilden, ist daher eine 
Curve w u '‘ Ordnung, deren Gleichung für die feste Gerade als 
Axe der x 
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— c + e — ' • 0 tan 8 = b — d -{- f — 
ist; und welches auch immer die feste Gerade oder der Win- 
kel 0 sei, so enthält dieser Ort die Brennpunkte der Curve. 
Diess kanu paradox erscheinen, weil man daraus schliessen 
muss, dass die Summe der von den Tangenten der Curve - 
aus einem Brennpunkte mit irgend einer Geraden gebildeten 
Winkel jeder gegebenen Grösse gleich sein muss. Es ist aber 
darin begründet, dass die Tangenten von zweien dieser Win- 
kel + i sind und die Tangente ihrer Differenz daher die 
Form 0 : 0 annimmt, die in der Tliat jeden beliebigen Werth 
darstellen kann. In der That kann für tan <p — i der Win- 
kel ip als ein unendlicher Winkel betrachtet werden, weil er 
die Eigenschaft besitzt, dass 

sin tp — cos <p — oo und tan (<p -(- a) — tan <p 

ist; denu die Differenz zweier unendlichen Grössen ist unbe- 
stimmt. 

Wir sahen in Art. 110., dass jede Tangente durch einen 
der Punkte I, J mit der Normale zusammenfüllt; wir schlies- 
sen daraus, dass jeder Brennpunkt einer Curve auch für ihre 
Evolute und für alle ihre Involuten oder Evolventen ein 
Brennpunkt ist. 

143. Eine wichtige Eigenschaft der von den Brennpunk- 
ten auf eine beliebige Tangente zu füllenden Perpendikel er- 
giebt sich sofort aus der Gleichung der Curve in solchen 
Liniencoordinaten (Art. 19. und „Kegelschn.“ Art. 318., 3.), 
welche die Entfernung der Geraden von drei festen Punkten 
sind. Seien durch a = 0, ß = 0, y = 0, d = 0, . . . die 
v Brennpunkte und durch oj = 0 , ta* = 0 die Punkte /, J 
dargestellt, so muss die Gleichung der Curve in Liniencoordi- 
naten von der Form 

aßyä . . . = öo'f 

sein, mit <p als einer Function (v — 2) ,, ' n Grades in den Ver- 
änderlichen, weil «o, cuo, etc. Tangenten der Curve sind. 

Für die Curven zweiter Classe giebt diess die Eigenschaft, 
dass das Product der Senkrechten von den Brennpunkten 
auf eine Tangente constant ist, weil für axo eine Constante 
substituiert werden kann. („Kegelschnitte“ Art. 318., 2.) 

io* 
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Ebenso wird mit Ersetzung von an durch eine Oon- 
stante die allgemeine Gleichung der Curveu dritter Classe 

aßy — xä für « = 0 , ß = 0, y — 0 

als die drei Brennpunkte und d — 0 als einen vierten Punkt, 
der dadurch bestimmt ist, dass die drei einzigen Tangenten, 
die von den Brennpunkten ausser den nach I , J gehenden 
Geraden an die Curve gehen, sich in ihm schneiden. (Für 
das dualistisch entsprechende projectivisch allgemeine Theo- 
rem in Bezug auf Curven dritter Ordnung vergl. Art. 149.) 
Die Gleichung sagt aus, dass das Product der drei Brenn- 
punktsabstände einer Tangente zur Entfernung derselben Tan- 
gente vom Punkte d = 0 ein constantes Verhültuiss hat. 
Wenn die Cnrve durch die Punkte I, J geht, so hat sie 
einen Doppelbrennpunkt und die Gleichung nimmt die Form 

a- ß — xd 

an, deren Bedeutung gleichfalls offenbar ist. 

Wenn ein Brennpunkt A im Unendlichen liegt, so lässt 
sich die entsprechende Modification der Gleichung erkennen, 
indem man zuerst für die Coordiuate a die mit AB divi- 
dierte senkrechte Entfernung von A zu einer beliebigen Tan- 
gente nimmt und sodann für das unendlich ferne A als 
Richtung von AB den cosG dafür nimmt, wo 0 der Winkel 
ist, den AB mit der Richtung der Normalen zur Tangente 
macht. So wird die Gleichung eines Kegelschnitts aß — st- 
ill dem Falle der Parabel, wo A in unendlicher Ferne liegt, 
ß cos 0 = x und lehrt, dass der Ort des Fusspunktes der vom 
Brennpunkt auf die Tangente gelallten Normalen eine gerade 
Linie ist. Ebenso wird für eine Curve dritter Classe die Glei- 
chung aßy = xd in ßy cos 0 = xd übergeführt, welche in 
der Form 

ßy = xd' 

geschrieben werden kann, wenn ö' den von der veränder- 
lichen Tangente in einer durch 1) parallel zu AB gezogenen 
Geraden bestimmten Abschnitt bezeichnet. 

Die Gleichung von Curven vierter Classe ist 

aßyd =“ x-<p, 
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wenn (p = 0 ilen Kegelschnitt bezeichnet, welcher nach die- 
ser Gleichung von den acht Brenupunktstaugenten berührt 
wird, die nicht durch die Punkte I oder J gehen. Wenn 
aber ij = 0 , £ = 0 die Brennpunkte dieses Kegelschnitts be- 
zeichnen, so geht die Gleichung in die Form von leicht er- 
kennbarer geometrischer Bedeutung über 

ttßyd=lk*rit+l*. 

Diese Gleichung schliesst die speeiellere 

aßyö = l* oder = o 2 <a' 2 
ein, welche eine Curve darstellt, die die Punkte 
« = 0 , ft = 0, y = 0 , <5 = 0 
zu Doppelbrennpunkten hat; ebenso die Form 
cd ft — ta-’ra' 2 , 

für welche die Punkte 7, J lnfiexionspuukte sind, etc. 

So giebt im Allgemeinen die Gleichung einer Curve v' cr 
Classe in Liniencoordinaten eine Kelation erstell Grades zwi- 
schen dem Product der v Normalen von den Brennpunkten, 
von (v — 2) andern Normalen, von (y — 4) ferneren Nor- 
malen , etc. und man kommt so zuletzt entweder auf eine ein- 
fache Normale oder auf ein constantes Glied. 

144. Aus diesen die Brennpunktsentfernungen einer 
Tangente verbindenden Relationen können Relationen un- 
ter den Winkeln der Brennstrahlen mit der Tangente 
leicht abgeleitet werden. Denn wenn AP die Normale 
« auf die Tangente der Curve im Punkte 11 ist und dtp der 
Winkel zwischen zwei auf einander folgenden Tangenten ist, 
so ist da = RP . d<p. Ebenso ist dft = RP . d<p, etc., so 
dass wir in dem Differential der die Brennpunktsdistanzen 
der Tangente verbindenden Relation für jedes da den ent- 
sprechenden Abschnitt der Tangente zwischen dem Fusspunkt 
der Brennpunktsnormale und dem Berührungspunkt substi- 
tuieren können. So leiten wir aus aßy = P > 8 die Gleichung 

du . dß , dy dS ~ 

T "r ß + y-j- u 
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ab, also 

PP . PP' , HP' _ PP " _ 

AP + BP' + CP“ DP'' ~~ 

oder 

cot 0 -(- cot 0’ + cot 0" — cot 0'” = 0 

für 0 = -^ j-1 7( P, den Neigungswinkel der Tangente zum 
Brennstrahl Ali, etc. 

145. Das Beispiel der Kegelschnitte führt zu der Er- 
wartung, dass sich einfache Relationen unter den Entfer- 
nungen eines Punktes der Curve von den Brennpunkten er- 
geben müssten. Eine allgemeine Theorie solcher Relationen 
ist nicht ersichtlich, aber man kann leicht l>esondere Curven 
finden, für welche sie existieren; es ist nur uöthig, irgend 
eine Relation zwischen den Entfernungen eines veränder- 
lichen Punktes von festen Punkten zu schreiben und den Ort 
aufzusuchen, für welchen sie erfüllt ist. Jede in Function 
der Coordinateu ausgedrückte Entfernung enthält eine Qua- 
dratwurzel und wenn wie gewöhnlich geschieht die von Wur- 
zeln befreite Gleichung von der Form 


HQ 2 = 0 2 tV 

ist, so sind die beiden durch p- — 0 dargestellten nicht 
reellen Geraden Tangenten der Curve und der feste Punkt 
J*’, den sie bestimmen, ist ein Brennpunkt, 
ln dieser Weise können die Relationen 


nt 

vO 


p -f- mp' — d, Iq -f- m q -f- np" — 0, 

, pp' = d‘, a p- -}- öpp' + cp' 2 = <P, etc. 

untersucht werden. Die erste derselben giebt eine Ellipse 
oder Hyperbel für in — + 1, einen Kreis für d = 0, in an- 
dern Fällen ein ('artesisches Oval; die zweite im Allgemeinen 
eine Curve vierter Ordnung mit den Punkten 1, J als Doppel- 
punkten oder eine bicirculare Curve vierter Ordnung; insbe- 
sondere aber für l + m + n = 0 eine durch die Punkte I, J 
gehende -oder circulare Curve dritter Ordnung. Die dritte 
giebt eine Cassini’sche Curve (Art. 55.); die vierte im Allge- 
meinen eine Curve vierter Ordnung und in der speciellen 
Voraussetzung 
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a -4- b -f- c — 0, 

wo die linke Seite der Gleichung durch p -1- q theilbar ist, 
eine Curve dritter Ordnung. Wir verschieben die weitere 
Untersuchung dieses Gegenstandes bis zur speciellereu Be- 
handlung dieser Ourveu. 

Aus einer die Brcnnpuuktsdistanzen verbindenden Re- 
lation kann immer eine solche zwischen den Winkeln, der 
Brennstrahlen gegen die Tangente abgeleitet werden; denn 
man beweist (vergl. „Kegelschnitte“ Art. 259.), dass jedes 
dg gleich cos Q ds ist für 0 als den Winkel zwischen Breun- 
strahl und Tangente. So folgt aus 


p -f- m q — d 


die Relation 

cos 0 -(- m cos 0' = 0, etc. 

Aus dem im letzten Artikel für da, etc. gegebenen 
Werth ergiebt sich auch 


11 d n = QdQ, etc. 


für 11 als den Krümmungsradius. So folgt z. B. aus der Be- 
dingung, dass 

ln -f- mß -(- • • • 
einer Coustanten gleich sei, dass auch 


eine Constante ist. 


/ Q l -f m q- -f 


146. Wenn wir durch N die Zahl von Bedingungen be- 
zeichnen, welche zur Bestimmung einer Curve von bestimm- 
ter Ordnung nöthig ist (Art. 27.), so bringt die Voraussetzung, 
dass eine solche Curve circular sei, d. h. dass sie durch die 
Punkte I, J geht und dass man von ihr N — 3 andere 
Punkte kenne, mit sich, dass der Ort ihres Doppelbrenn- 
punktes oder des Schnittes ihrer Tangenten in I und J ein 
Kreis ist. Denn es giebt nur eine durch N Punkte bestimmte 
Curve ihrer Ordnung, wenn zu den obigen Bedingungen ein 
zu I benachbarter Punkt, d. h. die Tangente FI in I hinzu- 
gefügt wird und es ist somit dann auch die Tangente in j 
bestimmt. Der Punkt F ist also der Schnittpunkt der ent- 
sprechenden Strahlen von zwei projectivischcu Büscheln 


<J 
t »/:- 

t/}r 

- f 
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(„Kegelschnitte“ Art. 298.), weil jedem Strahl des einen ein 
und nur ein Strahl des andern entspricht und umgekehrt; 
sein Ort ist also ein Kegelschnitt, welcher I, J, d. h. die 
Scheitel der Büschel enthält, und somit ein Kreis. Dieser 
Kegelschnitt zerfällt iiberdiess in die Gerade IJ und eine 
andere Gerade, wenn der Strahl IJ, der beiden Büscheln 
gemeinschaftlich ist, sich selbst entspricht. Diess ist im 
gegenwärtigen Beispiel für v — 2 der Fall, weil IJ einen 
durch 1 und J gehenden Kegelschnitt nicht berühren kann, ohne 
dass dieser in zwei Gerade zerfällt; es ergiebt sich dann der 
Satz, dass die Centra der durch zwei feste Punkte gehenden 
Kreise in einer Geraden liegen. Wenn v grösser ist als zwei, 
so ist der Ort im Allgemeinen ein Kreis. 

147. Wenn für eine Curve vorbestimmter Classe N — 1 
Tangenten gegeben sind, so wird dieselbe durch eine Tan- 
gente FI, die man hinzufugt, vollkommen bestimmt, die 
Schlüsse des letzten Artikels sind anwendbar und der Ort 
des Brennpunkts ist ein Kreis, wenn die Bedingungen von 
solcher Art sind, dass an die durch sie bestimmte Curve vom 
Punkte J nur eine Tangente gezogen werden kann. Diess 
findet statt, wenn unter den gegebenen Bedingungen Viel- 
fachheit der Lini.e IJ als Tangente im Grade (v — 1) ist, 
da dann von jedem Punkte dieser Linie aus nur eine weitere 
Tangente an die Curve geht. Wir sahen in Art. 41., dass 
ein vielfacher Punkt vom Grade 1c mit ^ k (1c -(- 1) Doppel- 
punkten äquivalent war und schliessen, dass die Bestimmung 
der Geraden IJ als einer (v — 1) fachen Tangente mit der 
Angabe von j v (v — 1) Tangenten äquivalent ist. Indem 
man dann bemerkt, dass 

N — i v (v — 1) — 2 v 

ist, sieht man, dass für eine Curve v ,n Classe bei (2v — 1) 
Tangenten und der unendlich fernen Geraden als einer 
(v — 1) fachen Tangente der Ort des Brennpunktes — es 
giebt in diesem Falle nur einen — ein Kreis ist. Daraus 
ist für die Parabeln zu drei festen Tangenten der Ort der 
Brennpunkte ein Kreis. Er ist auch ein Kreis für die Cur- 
ven dritter Classe mit fünf festen Tangenten und der unend- 
lich fernen Geraden als Doppeltaugente. 
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Von diesem System ist das zusammengesetzte ein spe- 
cieller Fall, welches von der Richtung der einen unter fünf 
Geraden und von der Parabel , welche die andern vier be- 
rühren, gebildet wird, und der Brennpunkt der Parabel ist 
der Brennpunkt des zusammengesetzten Systems. So erhält 
inan den Satz 26 ), dass die Brennpunkte der fünf Parabeln in 
einem Kreise liegen, welche durch je vier von fünf Geraden 
bestimmt sind. (Vergl. „Kegelschnitte“ Art. 284., 2.) 
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Fünftes Kapitel. 

Curven dritter Ordnung. 

148. Es ist in Art. 42. bewiesen worden, dass eine 
Curve dritter Ordnung einen Doppelpunkt, aber dann keine 
andern vielfachen Punkt haben kann und damit die funda- 
mentale Theilung dieser Curven in solche ohne Doppelpunkt, 
solche mit einem Doppelpunkt, dessen beide Tangenten ver- 
schieden sind, und solche mit einem Rückkehr- oder statio- 
nären Tunkt, gegeben. Die Plüeker’schen Zahlen (Art. 81.) 
für diese drei Fälle sind respective 

fi d x v t i ' > 

3 U 0 6 0 9 r'b« ' 

3 1 0 4 0 3 v v/ , i t 

3 0 1 3 0 1 K.S r ,»v*. 

Diese Curven sind also respective von der sechsten, vierten 
oder dritten Classe, d. h. von einem willkürlichen Punkte aus 
können sechs, vier oder drei Tangenten an dieselben gezogen 
werden; liegt der fragliche Punkt in der Curve, so zählt ihre 
Tangente in ihm für zwei unter diesen Tangenten (Art. 79.) 
und die Zahl der ausser ihr von ihm an die Curve gehenden 
Tangenten ist also vier, zwei oder eins; ist derselbe ein In- 
flexionspuukt der Curve, so zählt die zugehörige stationäre 
Tangente für drei unter den von ihm ausgehenden Curven- 
Tangenten und die Zahl der von ihr verschiedenen wird noch 
um eine Einheit mehr vermindert. 

Die Curven dritter Ordnung mit Doppelpunkt zerfallen 
(Art. 38.) naturgenniss weiter in solche, bei denen die Tan- 
genten im Doppelpunkt reell, und solche, bei denen sie nicht 
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reell sind, also mit Kuotenpuukt uud mit isoliertem Punkt 
respective. Wir werden später sehen , dass eine analoge 
Untereintheilung für die Curven dritter Ordnung ohne singu- 
lären Punkt existiert; aber für jetzt brechen wir die Discus- 
sion der Eiutheilung' der (Jurveii dritter Ordnung hier ab, 
weil die Kenntniss einiger allgemeiner Eigenschaften dieser 
Curven für das Verstäuduiss derselben von wesentlichem Vor- 
theil ist. Wir verschieben ebenso die Discussion der allge- 
meinen Gleichung und die Untersuchung ihrer Invarianten 
und beginnen damit, die Anwendung früher entwickelter all- 
gemeiner Sätze über die algebraischen Curven auf den Fall 
der Curven dritter Ordnung zu zeigen; zunächst entsprechend 
dem ersten Abschnitt des 11. Kapitels in Bezug auf die Durch- 
schnitte der Curven. 


I. Abschnitt. 

Durchschnitt einer gegebenen Cyrve dritter Ordnung 
mit andern Curven. 

Wir haben in ArtJ_9. bewiesen, dass alle Cur- 
ven dritter Ordnung, welche durch acht Punkte 
einer gegebenen Curve dieser Art geh-en, einen 
neunten festen Punkt derselben enthalten. Diess 
ist ein Fundamentalsatz, der zu dem grossem Theil der Eigen- 
schaften der Curven dritter Ordnung leitet. 

Wenn insbesondere zwei gerade Linien von den Glei- 
chungen 

A = 0, B = 0 
eine Curve dritter Ordnung in Punkten 
A,A', A"; B,B, B' 
respective schneiden und wenn die Geraden 

AB, A ir, A" B', 

deren Gleichungen wir durch 

Z) = 0, 0, F — () 

dargestellt denken wollen, die Curve ferner in den Punkten 
C, C, C" respective schneiden, so geht die Gerade C — 0, 


Digitized by Google 



156 

welche zwei dieser Punkte C, C verbindet, auch durch den 
dritten. Denn die Geraden 

77 = 0, 27=0, F=0 

bilden eine Curve dritter Ordnung durch diese neun Punkte 
und die Geraden 

A = 0, B = 0, C = 0 

eine zweite, welche durch acht von denselben geht und daher 
auch den neunten C" enthält, der, weil er nicht in den schon 
je drei Punkte der Curve enthaltenden Geraden A — 0, B = 0 
liegen kann, in der Geraden (7=0 liegen muss. 

Weil die gegebene Curve dritter Ordnung durch die 
Durchschnitte der Oerter 

ABC = 0, DEF = 0 
geht, so muss ihre Gleichung in der Form 
DEF — lcABC= 0 

darstellbar sein. 

150. Setzen wir voraus, dass die Geraden .4 = 0, B = 0 
zusammenfallen, so folgt als Specialfall des vorigen der Satz: 
Wenn eine gerade Linie A = 0 die Curve in drei Punkten 
A, Ä, A" schneidet, so schneiden die Tangenten der Curve 
in diesen Punkten, 

D = 0, 27= 0, F = 0 

die Curve respective in drei weiteren Punkten C, C', C", 
welche in einer geraden Linie (7=0 liegen. Die Gleichung 
der Curve kann in die Form 

DEF-kA'C^Q 

gesetzt werden. 

Der Punkt C, in welchem die Tangente im Punkte A 
die Curve schneidet, wird der Tangentialpunkt von A 
genannt und die gerade Linie (7 = 0, in welcher die Tan- 
gentialpunkte von drei Punkten (A, A’, A") einer Geraden 
liegen, heisst die Begleiterin (Satellite) der Geraden 
(^4 = 0). Wir werden später zeigen, wie aus der Gleichung 
A = 0 oder g, x t + • • = 0 

die Gleichung (7=0 gebildet werden kann ; eine Gerade hat 
; eine reelle Begleiterin auch daun, wenn sie die Curve nicht 
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in drei reellen, sondern in zwei nicht reellen Punkten und 
einem reellen Punkte schneidet; die Tangenten in den ersten 
beiden erscheinen in der Form 

P+,() = 0 

und das Product ihrer Gleichungen ist reell, die Gleichung 
der Curve kann in der Form 

D (P 2 + Q 1 ) = kA*C 

geschrieben werden. 

Zwei besondere Falle unseres Satzes sind bemerkenswert!). 
Wenn zuerst die Linie A = 0 die unendlich ferne Gerade 
der Ebene ist, so sind die Tangenten der Curve 

1) = 0, P = 0, P= 0 

in ihren Schnittpunkten mit derselben die Asymptoten der 
Curve; jede derselben schneidet die Curve in einem weiteren 
Punkte und wir lernen, dass diese drei Punkte in einer 
Geraden liegen, der Begleiterin der unendlich fernen 
Geraden. In diesem Falle ist die Gleichung der Curve auf 
die Form 

' BEF = kC 

leducierbar, welche aussagt, dass das Product der senkrech- 
ten Entfernungen eines Curvenpunktes von den Asymptoten 
zu seiner Entfernung von der Geraden C — 0 in einem con- 
stanten Verhältniss ist. 

Wenn zweitens die Punkte A, Ä Inflexionspunkte sind, 
so fallen ihre respectiven Tangentialpunkte mit ihnen seihst 
zusammen und die begleitende Gerade (7=0 ist somit von 
A — 0 nicht verschieden, d. h. der dritte Punkt der- 
selben in der Curve A" ist auch ein Tnflexions- 
punkt. (Vergl. Art. 126., Beisp. 3.) Die Gleichung der 
Curve ist auf die Form 

' DEF = kA 3 

reducierbar, für A = 0 als die Gleichung der durch die In- 
flexionspunkte gehenden Geraden und 

1) = 0, E = 0, F = 0 

als die respectiven Gleichungen der drei Tangenten in den- 
selben. 
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151. Der Satz des vorigen Artikels lautet, wenn man 
von der Linie (7 = 0 anstatt von A = 0 ausgeht, so: Für 
drei in einer Geraden liegende Punkte ü, C, C" einer Curve 
dritter Ordnung geht die Verbindungslinie des Berührungs- 
punktes A einer der Tangenten der Curve aus dem ersten C 
mit dem Berührungspunkt Ä einer der Tangenten aus dem 
zweiten C immer auch durch den Berührungspunkt einer der 
Tangenten aus dem dritten Punkte C". Weil nur eine Tan- 
gente in einem Punkte an eine Curve gezogen werden kann, 
so entspricht jeder Lage von A = 0 nur eine Lage von C— 0; 
weil aber im Falle der Curve dritter Ordnung ohne singu- 
lären Punkt vier Tangenten von einem Punkte der Curve 
aus an dieselbe gehen , so entsprechen einer Lage von (7=0 
sechzehn Lagen von A = 0. Die zwölf Berührungspunkte 
liegen in den sechzehn Linien A = 0, nämlich drei in 
jeder derselben und durch jeden Berührungspunkt gehen vier 
derselben. 

Betrachten wir specieller den Fall, wo C = 0 die Curve 
berührt, wo also zwei der Punkte, sagen wir C, C, Zusam- 
menfällen, so sehen wir, dass die gerade Linie, welche einen 
der Berührungspunkte A { " der Tangenten von C" mit einem 
der Berührungspunkte A, der Tangenten von C verbindet, 
auch durch einen der andern Berührungspunkte A. t der 
Tangenten von C gehen muss; und in gleicher Art die 
Gerade A," A 3 durch A v So dass der Satz gilt: Die vier 
Berührungspunkte A n A t ,'A 3 , A t der von einem 
Punkte C in der Curve ausgehenden Tangenten 
derselben sind die Ecken eines Vierecks, dessen 
drei Gegenseiten-Schnittpuukte oder Centra'auch 
in der Curve liegen; und die Tangenten der Curve 
in diesen Punkten so wie die Tangente dersel- 
ben in C schneiden sie s ä m m 1 1 i c h in demselben 
Punkte 6'". 

152. Wir kommen auf den Fall zurück, wo C — 0 die 
Curve nicht berührt und nehmen an, dass die Berührungs- 
punkte der von 0 ausgehenden Tangenten A , , A.,, A :u A t 
und die der von V ausgehenden A,', A.,’, A 3 ', A,’ seien. 
Gehen wir -dann von zwei Punkten der ersten Gruppe aus 
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z. B. von A lt A 2 , so erhellt, indem wir die Punkte der zwei- 
ten Gruppe in einer bestimmten Art in Paare trennen, z. B. 
A,', A j und A 3 ', A } ' und dann das Paar A t , A., zuerst mit 
A,', Aj verbinden, dass die Linien A , A^', A., A 2 ' sich in 
einem Punkte der Curve und die Linien A, A./, A 2 A t ' sich 
in einem andern Punkte der Curve schneiden; und ferner, 
wenn wir A,,A } mit A :l ', A/ verbinden, dass A,A 3 ', A 2 A/ 
in einem dritten und A, A 4 ' und A,A 3 ' in einem vierten Punkte 
der Curve zusammen laufen — nämlich so , dass die vier neuen 
Punkte die Berührungspunkte der von C" ausgehenden Tangen- 
ten der Curve sind. Wenn wir dann zwei Punkte als correspon- 
dierend bezeichnen, deren Tangenten sich in der Curve 
schneiden, so ist klar, dass jede zwei der Punkte A, , A v 
A 3 , A, und ebenso jede zwei der Punkte A,', A 2 , A 3 , A,' 
correspondierend sind. Von den zwei Punkten A t , A 2 aus 
können aber insbesondere die Punkte A t ', A.j oder A 3J A t ' 
als correspondierende Punkte derselben Art mit 
A l , A.j bezeichnet werden, auf Grund der Eigenschaft, dass 
aus zwei Paaren derselben Art durch Verbindung jedes 
Punktes des einen mit jedem des andern ein Vierseit ent- 
steht, dessen zwei neue Ecken gleichfalls Punkte der Curve 
und zwar selbst correspondierende Punkte von der nämlichen 
Art mit den gegebenen Paaren sind. Es folgt daraus, dass 
drei Arten correspondierender Punkte existieren, nämlich die 
von der Art A,A 2 oder A 3 A t> der Art A, A 3 oder A.,A i und 
der Art A t A t oder.^4 2 j4 3 ; und dass wir aus einem Paare 
A , ^1 2 das ganze System der entsprechenden Punkte derselben 
Art erhalten, indem wir einen veränderlichen Punkt K der 
Curve immer mit A , uud A., durch gerade Linien verbinden, 
die dann die Curve ausserdem in correspoudierenden Punkten 
derselben Art A t A. t durchschneiden. 

Da diese Theorie zum grössten Theil von Maclaurin 
herrührt * 7 ), so mag sie als Maclaurin’s Theorie der 
correspoudierenden Punkte einer Curve dritterOrd- 
nung benannt werden. 

153. Sind dann, immer für den Fall, wo (7=0 die 
Curve nicht berührt, 

D i = 0, E t — 0, J-’,=0 
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Tangenten durch die Punkte C, C', C" respective, so sahen 
wir, dass die Gleichung der Curve immer in die Form 
I) l E l F t —A l ‘C=0 
gebracht werden kann. Sind dann 

I). l = 0, E t = 0 

ein anderes Paar der durch C, C gehenden Tangenten, so 
dass ihre Berührungssehne durch den Berührungspunkt von 
7’, = 0 geht, so kann die Gleichung auch in die Form 
D 2 E 2 F, - 0 

gesetzt werden ; daraus folgt aber die Identität 
(11,7?, - 1),E 2 ) F t = (A* - A*) C, 
deren rechte Seite gleich Null gesetzt drei gerade Linien , dar- 
stellt und deren linke Seite daher dieselben drei Geraden aus- 
drüc^en muss. In Folge dessen muss einer der Factoren 
von 

7), /?, — D 2 E. 2 ■= 0 

mit C — 0 iibereinstimmen, welches durch die Punkte 
7>,7> 2 , E x E, 

geht; der andre Factor, welcher die Verbindungslinie von 
7),7?j mit 7), J?| darstellt, muss mit A, + A t = 0 ilberein- 
stimmen, wenn 7’, = 0 mit A, + A. 2 = 0 sich deckt. Wir 
sehen, dass die letztem beiden Geraden und die Sehnen 
A t — 0, A 2 = 0 ein harmonisches Büschel bilden, dessen 
Scheitel der Berührungspunkt von F = 0 ist. 

Wir werden später diesen Satz auf den Fall anwenden, 
wo die Punkte C, C' die imaginären Kreispunkte 7, J im 
Unendlichen sind; die Punkte l) l E i , 77,7?, sind dann Brenn- 
punkte und F t =0 ist eine Tangente parallel der einzigen 
reellen Asymptote der Curve. 

Wenn die Punkte C, C zusammenfallen, so bilden die 
Gerade von C nach dem Berührungspunkt von 7’, = 0, 
F { = 0 selbst und die beiden Sehnen A t = 0, A 2 = 0 ein 
harmonisches Büschel. 

154. Daraus ergiebt sich ein anderer Satz von Mac- 
laurin: Jede Gerade durch einen Punkt A in der 
Curve dritter Ordnung wird harmonisch getheilt 
in den Punkten ß, y der Curve, die sie ausserdem 
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enthält, und in den zwei Punkten 3, 3', in denen 
sie ein Paar der Sehnen schneidet, welche die Be- 
rührungspunkte der von A an die Curve gehenden 
Tangenten verbinden. Denn wenn die Gerade die Tan- 
gente (J — 0 im Punkte li schneidet, so ist, weil sie A t =0 
und 7?, — 0 in A trifft nach Art. 137. c' •! ( 

t_ , 1 , 1 2 , _1 \ 

SA ‘ Sß 'Sy SA * SK 

oder 


£ + 1 = -L 

8ß ~ Sy SA 


+ 


1 

SK' 




\ 


und da nach dem letzten Artikel 33' ein harmonisches Mittel 
zwischen 3A und 3E ist, so ist es auch ein solches zwischen 
3ß und dy. 

Wenn die Curve einen Doppelpunkt hat, so können nur 
zwei Tangenten von »einem ihrer Punkte an die Curve ge- 
zogen werden; aber der eben bewiesene Satz behält seine 
Geltung, wenn wir für die zweite der Sehnen die gerade 
Linie substituieren, welche den Doppelpunkt mit dem dritten 
Schnittpunkte der ersten Sehne mit der Curve verbindet. 

155. Wir fügen eine weitere Anwendung des Satzes hin- 
zu, dass alle Curven dritter Ordnung, welche durch acht 
feste Punkte einer solchen Curve gehen , einen neunten festen 
Punkt derselben enthalten. Wenn durch vier feste 
Punkte einer Curve dritter Ordnung ein Kegel- 
schnitt beschrieben wird, so geht die gerade 'Ver- 
bindungslinie der zwei übrigen Schnittpunkte der- 
selben mit der Curve durch einen festen Pun kT 
derselben. Denken wir einen Kegelschnitt durch die 
Gruppe («) der vier Punkte und sei (ß) die Gruppe von zwei 
Punkten, in denen er die Curve ferner schneidet, ( ß ') aber 
die entsprechende Gruppe der letztem für einen andern die 
(a) enthaltenden Kegelschnitt. Dann bilden der erste Kegel- 
schnitt und die gerade Verbindungslinie der Punkte ß' ein 
System dritter Ordnung durch die acht Punkte a, ß, ß'\ und 
der zweite Kegelschnitt und die gerade Verbindungslinie der 
ß ein zweites System derselben Art durch dieselben acht 
Punkte; es muss also der neunte Durchschnittspunkt mit der 

Salmon, Höhere Cnrven. 1 1 
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Curve beiden Systemen gemein sein, d. h. die Verbindungs- 
linien der Punkte ß und der Punkte ß' respective schneiden 
die Curve in dem nämlichen Punkt *). Ich habe diesen Punkt 
früher den Gegenpunkt des Systems der vier Punkte 
genannt; wegen der Uebereinstimmung mit der Nomenclatur 
von Sylvester’s Theorie der Reste, die jetzt entwickelt 
werden soll, soll er der beigeordnete liest des Systems 
der vier Punkte heissen. Man construiert diesen Punkt leicht, 
in dem man unter den durch die vier Punkte gehenden 
Kegelschnitten eines der Linienpaare benutzt; wenn die gera- 
den Verbindungslinien der Punkte 12 und 34 respective die 
Curve dritter Ordnung in den Punkten 5 und 6 schneiden, 
so schneidet die Gerade 56 die Curve ausserdem in dem ge- 
suchten Punkt. Die Construction ist also in drei verschie- 
denen Wegen ausführbar, entsprechend den drei paarweisen 
Gruppierungen der vier Punkte. 

Aus dem Satze folgt offenbar als Specialfall, dass durch 
vier Punkte einer Curve dritter Ordnung vier Kegelschnitte 
möglich sind, die die Curve ausserdem berühren, nämlich 
diejenigen, welche durch die Berührungspunkte der vier vom 
beigeordneten Rest der Gruppe ausgehenden Tangenten hin- 
durchgehen. 

156. Wir wollen die gefundene Regel für die Construction 
des beigeordneten Restpunktes auf die Gruppe von vier auf 
einander folgenden Punkten der Gruppe anwenden. Dann 
ist die Verbindungslinie der Punkte 1 , 2 eine Tangente und 
der Punkt 5, in welchem sie die Curve ferner schneidet, ist 
der Tangentialpunkt des Punktes 1 ; ferner ist der weitere 
Schnittpunkt 6 der Geraden 34 mit der Curve der auf 5 fol- 
gende Punkt der Curve; der gesuchte beigeordnete Rest ist 
daher der Punkt, wo die Tangente im Tangentialpunkt 5 von 


*) Das Gleiche zeigt die Verbindung der Gleichungen 
. DEF=kABC und DE— k' AB; 

■ denn sie gieht k'F=kC. Die Curve dritter Ordnung erscheint als 
der Ort der Durchschnittepunkte der Kegelschnitte eines Büschels mit 
den entsprechenden Strahlen eines zu ihm projectivischen Strahlen- 
bfischels. 
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1 die Curve ferner schneidet, d. 1). er ist der Tangentialpunkt 
des Tangen tialpunktes oder, wie wir sagen wollen, der 
zweite Tangentialpunkt. 

Wenn also z. B. gefordert wird, einen Kegelschnitt 
zu bestimmen, der durch vier auf einander folgende 
Punkte der Curve geht, d. h. in einem gegebenen Punkte 
eine vierpunktige Berührung mit ihr hat, während er sie zu- 
gleich an anderer Stelle einfach, d. h. zweipunktig berührt, 
so folgt, dass dieser letztere Berührungspunkt ein Berüh- 
rungspunkt einer der Tangenten sein muss, welche vom 
zweiten Tangentialpunkt des ersten an die (Jurve gehen; da 
einer von diesen der Tangentialpunkt des ersten ist und für 
diesen der fragliche Kegelschnitt offenbar in zwei gerade 
Linien degeneriert, so geben nur die drei andern eigentliche 
Lösungen des Problems. 

Man construiert ferner einen Kegelschnitt durch 
fünf auf einander folgende Punkte der Curve oder 
in fünfpunktiger Berührung mit ihr in einem Punkte 1, in- 
dem mau den sechsten Schnittpunkt desselben mit der Curve 
bestimmt, nämlich den dritten Schnittpunkt der Curve mit 
der geraden Verbindungslinie des Punktes 1 mit seinem 
zweiten Tangentialpunkt. 

Wenn dieser letztere Punkt mit dem Punkt 1 zusammen 
fallen soll, so muss die Verbindungslinie von 1 mit seinem 
zweiten Tangentialpunkt die Curve in 1 berühren, d. h. der 
erste und der zweite Tangentialpunkt müssen zusammen 
fallen ; da nun ein Punkt, dessen Tangentialpunkt mit ihm 
zusammen fällt, nothwendig ein Inflexionspunkt ist, so folgt: 
Es giebt in einer Curve dritter Ordnung ohne sin- 
gulären Punkt sieben und zwanzig Punkte, in deren 
jedem ein Kegelschnitt mit sechspunk'tiger Berüh - 
rung mit der Curve construiert werden kann, näm- 
lich die Berührungspunkte der neun mal drei Tan- 
genten, welche an die Curve von ihren Inf lexions- 
punkten aus noch gezogen werden können. 

157. Der bisher angewendete Fundamentalsatz des Art. 
29. ist in Art. 33. verallgemeinert worden und wird in der 
dort gewonnenen Gestalt auf unsern Fall bezogen, indem 

. - u* 
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wir p = 3 setzen: Jede Curve der Ordnung n, welche durch 
(3 n — 1) feste Punkte einer Curve dritter Ordnung geht, 
enthält ausserdem einen festen Punkt derselben. Es ist dazu 
zu bemerken, dass für n— 1 und « = 2 nur eine Curve 
n Wr Ordnung durch bezeichnet« (3m — 1) Punkte möglich ist 
und daher der Satz die Bedeutung verliert, die er für alle 
Fälle hat, wo n > 2 ist. Wenn in diesen Fällen durch 3w 
willkürlich gewählte Punkte einer Curve dritter Ordnung eine 
Curve n ler Ordnung gelegt werden sollte, so würde dieselbe 
(vergl. Art. 33.) im Allgemeinen keine eigentliche Curve 
ihrer Ordnung sein , sondern zusammengesetzt aus der Curve 
dritter Ordnung selbst und einer Curve der Ordnung (» — 3). 

158. Wenn von den 3 (in -j- n ) Durchschnitts- 
punkten einer Curve der Ordnung (»»-(-») mit einer 
Curve dritter Ordnung 3w? in einer Curve m' er Ord- 
nung U m liegen, so sind die übrigen 3« in einer 
Curve der n' r " Ordnung enthalten. Denn nach der so 
eben gemachten Bemerkung kann durch (3m — 1) von diesen 
Punkten eine Curve M‘'' r Ordnung U„ stets beschrieben werden, 
und diese bildet mit U m zusammen ein System der Ordnung 
(in -f- n ), welches nach dem vorigen Artikel durch den 
letzten Punkt gehen muss, der, weil er nicht in U m liegen 
kann, als welche die Curve dritter Ordnung bereits in 3w 
Punkten schneidet, nothwendig in U„ liegen muss. 

159. Wir wollen nun mit Sylvester von zwei Systemen 
von Punkten , welche zusammen den vollständigen Durch- 
schnitt der Curve dritter Ordnung mit einer algebraischen 
Curve bilden, immer das eine System als den Rest des an- 
dern Systems bezeichnen. Da die Gesammtzahl der Schnitt- 
punkte ein Vielfaches von drei sein muss, so muss die Zahl 
der Punkte des Systems « durch 3p -f- 1 , die der Punkte 
des Systems ß durch 3# — 1 ausdrückbar sein und umgekehrt, 
und jenes System kann als ein positives, dieses als ein ne- 
gatives bezeichnet werden, so dass der Rest eines positiven 
Systems ein negatives System ist und umgekehrt. Das ein- 
fachste positive System besteht aus einem Punkt und ent- 
spricht dem p — 0; das einfachste negative System bilden 
zwei Punkte entsprechend 5=1; das eine erscheint als Rest 


Digitized by Google 



165 


des andern, wenn die drei Punkte in gerader Linie sind. 
Weil durch ein gegebenes System von Punkten « eine Un- 
endlichkeit von Curven verschiedener Ordnungen beschrieben 
werden kann, so ist deutlich, dass ein solches System <x un- 
endlich viele Reste ß, ß', ß", . . . hat. Zwei Systeme ß, ß' 
sollen beigeorduete Reste heissen, wenn sie beide dem- 
selben System « als Reste entsprechen. So können im Falle 
des Art. 155. unendlich viele Kegelschnitte durch ein System 
von vier Punkten er in der Curve dritter Ordnung gelegt 
werden, welche die Curve ferner in Punktepaaren ß , ß', . . . 
schneiden, von denen jedes ein Rest von a ist und die daher 
alle einander beigeorduete Reste sind. Wenn ferner die Ver- 
bindungslinie des Paares ß die Curve iiberdiess im Punkte 
er' schneidet, so wird dieser ebenso wie die vier ursprüng- 
lichen Punkte ein Rest der Gruppe ß sein und der Punkt a 
ist daher, wie wir ihn schon bezeiclmeten, beigeordneler Rest 
des Systems er. Es ist offenbar, dass zwei beigeordnete Rest- 
systeme entweder zugleich positiv oder zugleich negativ sind. 
Mit dieser Terminologie lautet der Satz des Art. 157.: Zwei 
Punkte der Curve dritter Ordnung müssen zusam- 
men fallen, wenn sie beigeordnete Reste sind. In 
der That zeigten wir dort, dass wenn durch dieselben (3p — 1) 
Punkte a eine Curve U p gelegt wird, welche die Curve drit- 
ter Ordnung im Restpunkt ß schneidet, und eine audere 
Curve derselben p Un Ordnung, die den Restpunkt ß' bestimmt, 
diese beigeordneten Reste ß, ß', welche auf beiden Wegen 
entstehen, in demselben Punkt vereinigt sind. 

160. Wenn zwei Restsysteme ß, ß' einander bei- 
georduet sin’d, so ist jedes System welches für 
das eine ein Rest ist, auch ein Rest für das andere. 
Denken wir durch ein System « zwei Curven U p , U q be- 
schrieben, welche die Curve dritter Ordnung ferner in Punkt- 
systemen ß, ß' schneiden, so dass diese beigeordnete Reste 
sind; so wird behauptet, dass die a Punkte, in denen eine 
durch das System ß' gehende Curve JJ r die Curve dritter Ord- 
nung ferner schneidet, mit dem System ß zusammen den 
vollständigen Durchschnitt einer Curve mit der gegebenen 
Curve dritter Ordnung bilden. Denn da die Systeme a und 
ß zusammen den Durchschnitt einer Curve U P mit ihr bilden, 
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und ebenso ß den einer andern (Jurve U r , so repräsen- 
tieren alle vier vereinigt den Durchschnitt der (Jurve dritter 
Ordnung mit einer Curve von der Ordnung p -(- r; da nun 
die vereinigten Systeme a, ß' den Schnitt mit der Curve U n 
von der Ordnung q darstellen, so müssen (Art. 158.) die ver- 
einigten Systeme ß den Schnitt der Curve dritter Ord- 
nung mit einer Curve von der p -(- r — q repräsentieren. 

In Folge dessen sind auch zwei Systeme, welche 
als beigeordnete Reste desselben dritten auftreten, 
beigeordnete Reste zu einander. Wenn ß und ß' bei- 
geordnetc Reste sind und also einen gemeinsamen Rest a 
haben, und wenn ß' und ß" den gemeinsamen Rest a be- 
sitzen, dann ist nach dem eben Bewiesenen « auch ein Rest 
von ß" und a von ß, d. h. wenn ß, ß” beigeordnete Reste 
mit ß' sind, so sind sie es zu einander, denn «, a sind ge- 
meinschaftliche Reste von ß, ß". 

161. Wir können nun von dem Satze des Art. 155. einen 
Beweis geben, welcher zu Sylvester’s Erweiterung des 
Satzes natürlich leitet. Ein durch vier Punkte a der Curve 
dritter Ordnung gehender Kegelschnitt schneidet die Curve 
noch in zwei Punkten ß , welche einen Rest des Systems « 
bilden; die durch die beiden Punkte ß gehende Gerade schnei- 
det die Curve noch in einem Punkte a, welcher Rest zu ß 
und daher beigeordueter Rest zu « ist. Wiederholen wir 
dasselbe Verfahren mit einem andern Kegelschnitt, so kom- 
men wir zu einem Punkte a", welcher ebenfalls beigeordueter 
Rest zu u und daher zu «' ist; somit fallen a, u" nach 
Art. 151). zusammen. 

Die Schlüsse dieses Beweises bleiben aber offenbar gültig, 
wenn wir anstatt von der Gruppe von vier Punkten von 
irgend einem positiven System von (3p +1) Punkten P aus- 
gehen ; eine durch diese Punkte geführte Curve von der Ord- 
nung (p -f- 1) schneidet die Curve dritter Ordnung in zwei 
weiteren Punkten und die Verbindungslinie der letztem thut 
diess in einem dritten Punkte , welcher beigeordueter Rest zu 
P und unveränderlich ist, welches auch die Curve der Ord- 
nung (p -f- 1) sei. Wir können aber ferner zu dem beige- 
ordneten Restpunkt der Gruppe P anstatt in zwei Schritten 
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iu irgeud einer geraden Zahl von Schritten gelangen; wir 
legen durch die (3p -(-1) Punkte P eine Curve U p + r und 
erhalten als liest das negative System N von (3r — 1) Punk- 
ten; wir beschreiben durch N eine Curve U r + , und erhalten 
einen Rest P von (3s -f- 1) Punkten. Aus P leiten wir in 
gleicher Weise einen Rest von (3 1 — 1) Punkten ab, etc. 
Wenn wir dann bei irgend einem negativen Restsysteme von 
(3 1 — 1) Punkten angekommen eine Curve U, der Ordnung 
t durch dasselbe legen, so erhalten wir als Rest einen einzigen 
Punkt. Dass dieser Punkt iu allen Fällen derselbe 
ist, durch welche Stuleu der Restbildung man auch zu ihm 
gelangt sei, ist die Erweiterung, welche Sylvester dem 
Satze des Art. 155. gegeben hat. In der That, das System 
N ist ein Rest von P, P ist ein Rest von N und beigeord- 
netcr Rest von P; N' ist ein Rest zu P', also beigeordnet zu 
N und daher auch Rest zu P, und so fort. Jedes positive 
System in der Reihe ist Rest zu jedem negativen System und 
beigeordneter Rest zu jedem positiven System. Der Punkt, 
zu welchem wir zuletzt gelangen, ist beigeordneter Rest zu 
dem ursprünglichen positiven System und muss mit dem auf 
irgend einem andern Wege erhaltenen beigeordneten Reste 
desselben Systems identisch sein. " 

Wenn wir z. 13. durch vier Punkte eine Curve dritter 
Ordnung beschreiben, die die Curve in fünf andern Punkten 
schneidet, durch diese fünf eine andere Curve dritter Ord- 
nung, welche einen Rest von vier Punkten giebt, durch 
diese sodann eine Curve vierter Ordnung mit einem Rest von 
acht Punkten und durch diese endlich eine neue Curve dritter 
Ordnung, welche die Originalcurve in einem weitern Punkte 
schneidet, so ist dieser letztere Punkt notli wendig derselbe, 
wie der nach dem Verfahren des Art. 155. aus den ursprüng- 
lichen vier Punkten construiertc Gegenpunkt. 

Und wir können endlich ebenso von irgeud einem nega- 
tiven Systeme N von (3 q — 1) Punkten beginnend nach einer 
ungeraden Zahl "von Operationen zu einem einzigen Punkt 
kommen, welcher der Rest des- Originalsystems und von der 
besondern Weise der Restbildung unabhängig ist. 

162. Die entwickelten Principien erlauben uns, durch 
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lineare Constructionen den Punkt zu finden , welcher der 
Rest oder der beigeordnete Rest zu einem gegebenen nega- 
. tiven oder positiven System ist. Wenn z. B. verlangt wäre, 
den Restpunkt zu acht gegebenen Punkten der Curve zu fin- 
den, so verbinden wir dieselben auf irgend eine Weise in 
Paaren durch vier Gerade und erhalten ein System vierter 
Ordnung und vier neue Schnittpunkte desselben mit der 
Curve, welche einen Rest zu den gegebenen bilden; verbin- 
det! wir diese abermals in Paaren, so erhalten wir eine 
Gruppe von zwei Punkten als beigeordneten Rest der acht 
gegebenen; der Punkt, wo die Verbindungslinie der letztem 
die Curve zum dritten mal schneidet, ist der verlangte Rest- 
punkt. 

Oder wir können irgend vier der gegebenen Punkte durch 
ihren beigeordneten Rest ersetzen, den wir wie in Art. 155. 
eonstruieren, und das Problem ist so auf die Aufsuchung des 
Restes zu einem System von fünf Punkten zurückgeführt; 
ersetzen wir dann irgend vier von diesen durch ihren beige- 
ordneten Rest, so ist die Aufgabe auf die Construction des 
Restes zu einem System von zwei Punkten reduciert. Auf 
jedem dieser Wege erkennt man, dass der beigeordnete 
Rest eines Systems von acht auf einander folgen- 
den Punkten in einem gegebenen Punkte der Curve 
dritter Ordnung der dritte Taugentialpunkt dieses 
Punktes ist; sowie dass der Rest eines Systems von zwei- 
mal vier auf einander folgenden Punkten in der Verbindungs- 
linie der zweiten Tangentialpunkte der beiden gegebenen 
Punkte liegt. 

Bei der entwickelten linearen Construction des 
neunten Punktes, welchen alle die durch acht gegebene 
Punkte gehenden Curveu dritter Ordnung enthalten, ist vor- 
ausgesetzt, dass eine dieser Curven durch die acht Punkte 
gegeben ist; und die Aufgabe ist dadurch von der verschie- 
den, welche verlangt, dass jener neunte Punkt coustruiert 
werde, wenn nur die acht Punkte bekannt sind. Hart hat 
gezeigt, dass auch im letzteren Falle dieser Punkt linear con- 
struiert werden kann, wenn auch durch ein eomplicierteres 
Verfahren - s ). 

163. Wir schliessen diesen Abschnitt mit einigen Be- 
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merkungen über Systeme von Curven dritter Ordnung, welche 
gewisse Punkte gemein haben. Zuerst wenn acht Punkte 
der Curve gegeben sind, oder acht lineare Relationen zwi- 
schen den Coefficienteu der allgemeinen Gleichung, so können 
dieselben alle bis auf einen eliminiert und die Gleichung da- 
mit auf die Form gebracht werden 

U + k V = 0. 

Wenn sodann sieben Punkte oder sieben lineare Relationen ' 
gegeben sind, so kann die allgemeine Gleichung auf die Form 
U + lcV+lW= 0 
gebracht werden , in . welcher 

U = 0, V =0, W=0 

drei Curven dritter Ordnung bezeichnen, die die sieben Be- 
dingungen erfüllen, und die beiden Constanten k, l, welche 
zur Disposition sind, die Erfüllung von zwei andern Be- 
dingungen erlauben. Die vorige Gleichung repräsentiert ein 
Büschel, die letzte ein Bündel oder Netz von Curveu dritter 
Ordnung, eine einfach oder zweifach unendliche Reihe von 
solchen Curven, d. i. ein Gebilde erster oder zweiter Stufe aus 
solchen, entsprechend den Werth -Combinationen der Con- 
stanten. Die allgemeine Form der Gleichung der durch sechs 
gegebene Puukte gehenden Curveu dritter Ordnung (Gebilde 
dritter Stufe) ist ebenso 

U + JfcK+JJF+»»S = 0. 

Wir können für U, V, . . . Systeme von drei Geraden setzen, 
von denen jede durch zwei der ^gegebenen Punkte geht; 
sind also 

A, B, C, D, E, F 

die sechs Puukte und repräsentiert ab = 0 die Gleichung 
der geraden Verbindungslinie von A und B , so ist eine Form 
der Gleichung der Curve dritter Ordnung durch jene 

ab.cd.ef-\-Je.ac.be. df-\- l.ad. bf. ce -f- m . ac . bd . cf — 0. 

Weil diese Gleichung drei unbestimmte Constanten enthält, 
so muss jedes andere System dritter Ordnung durch die ge- 
gebenen sechs Punkte, z. B. die Verbindung der drei Geraden 

AF, BC, DE, 
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durch sie ausdriickbar sein, und die vorige Gleichung würde 
also an Allgemeinheit nicht gewinnen, wenn mau ihr ein 
Glied n. af.bc.de hinzufügen wollte, weil dieses selbst 
gleich der Summe der mit gewissen Factoren respective mul- 
tiplicierten vorigen vier Glieder sein muss. 

In derselben Art, wie die Doppel verlijiltnissgleichheit 
der Punkte eines Kegelschnitts aus der Gleichung 
ab . cd = k . ac . bd 

abgeleitet wird (vergl. „Kegelschnitte“ Art. 288.), können 
wir aus der soeben geschriebenen Gleichung das folgende 
Gesetz als die Ausdehnung des erwähnten auf Curven dritter 
Ordnung ableiten: Wenn sechs Punkte einer Curve dritter 
Ordnung mit einem siebenten Punkte derselben durch gerade 
Linien verbunden werden, so besteht zwischen den durch 
die Schnittpunkte 

A, B, C, D, E, F 

seiner Strahlen in irgend einer Geraden bestimmten Segmen- 
ten die Relation 

AB .CD; EF -f k . A C . BE. DF +1. A D .BF. CE 
+ m . AE.BD . CF = 0, 

in welcher k, l, in für jede besondere Curve dritter Ordnung 
durch die sechs Punkte vollkommen bestimmte Constanten 
sind. Der Satz umfasst zahlreiche besondere Fälle, welche 
man leicht in analoger Weise wie in der „Anal. Geom. d. 
Kegelschn.“ Art. 295. ableiteu kann durch specielle Voraus- 
setzungen über die Lage der Transversale, etc. 

164. Wir sahen in Art. 41., dass die Angabe eines 
Doppelpunktes äquivalent war mit drei Bedingungen. Sind 
also ausser dem Doppelpunkt fünf andere Punkte gegeben, 
so würde eine einzige weitere Bedingung die Curve bestimmen 
und dieselbe kann daher in der Form 

S—kS ' = 0 

dargestellt worden, wo S — 0, & = 0 zwei besondere Cur- 
ven des Systems sind. Wir können sie in die Form 

(o ab c d) o e — k . (o ab c e) o d — 0 
setzen , wenn (o ab c d) die linke Seite der Gleichung des 


Digitized by. Gopgli 



171 


durch deu Doppelpunkt 0 und die vier Punkte A, B, C, 1) 
gehenden Kegelschnittes repräsentiert. 

Ebenso kann die Gleichung einer Curve dritter Ordnung 
durch den Doppelpunkt 0 und vier andere Punkte A, B, C, D 
in der Form geschrieben werden 

oa . ob . cd -f- k . ob . oc . ad -f- l . oc . oa .bd = 0; 
und es besteht, die nämliche Relation wie im letzten Artikel 
zwischen den Abschnitten, welche in irgend einer Transver- 
sale durch die Strahlen gebildet werden, die einen beliebigen 
Punkt der Curve mit diesen gegebenen Punkten verbinden. 

165. Indem wir das Doppelverhältniss eines Büschels 
mittelst der senkrechten Entfernungen seines Scheitels von 
den Seiten eines Vierecks ausdrücken, dessen Ecken einzeln 
in den vier Strahlen desselben liegen (vergl. „Kegelschn.“ 
Art. 288.), können wir den Ort des gemeinsamen Schei- 
tels zweier Büschel finden, deren Doppelverhältniss das- 
selbe ist und deren Strahlen durch feste Punkte gehen, so- 
fern zwei von diesen beiden Büscheln gemein sind. Denn 
wenn ab = 0 die Gleichung der Verbindungslinie der Punkte 
A und B bedeutet, so erhalten wir eine Gleichung von der 
Form 


ao . bp co . dp 

ab . po cd . op 


oder ao . bp . cd = ab . co . dp. 


Wenn 0 und P die beiden nicht reellen Kreispuukte im Un- 
endlichen sind, so giebt uns diess (vergl. a. a. O. Art. 420.) 
den Ort des gemeinsamen Scheitels zweier Dreiecke von ge- 
gebenen Basen und gleichen Winkeln an der Spitze und wir 
sehen, dass dieser Ort eine durch die besagten Kreispunkte 
gehende Curve dritter Ordnung ist. Wenn statt dessen die 
Differenz der Winkel au der Spitze gegeben wäre, so wäre 
diess nach der angeführten Stelle durch das Verhältniss 
von zwei Doppelverhältnisseu ausdrüekbar und leitet zu einer 
Gleichung von der Form 


ao . bp j . co.dp 

ap .bo cp .do ’ 

welche eine Curve vierter Ordnung darstellt, die die beiden 
« Kreispunkte zu Doppelpunkten hat. 


I 



X 
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II. Abschnitt. 


Pole und Polaren. 


166. Die früher entwickelten Sätze über Pole und Po- 
laren sind zunächst für den bestimmten Fall der Curven 
dritter Ordnung zu wiederholen und anzuwenden. Jeder 
Punkt 0 hat in Bezug auf eine Curve dritter Ordnung eine 
gerade Polare oder Polarlinie und eine conische Polare oder 
einen Polarkegelschnitt; ihre Gleichungen sind respective 


dU' , dU' . dü' n , dU , , dU . . dU A 

* & + y wy + 2 W = °’ * & + y dy + ' “ = 0 


dx 
oder 


dz 


Z Xi 


dU' 
d x[ 


0 und Z x{ ^ = 0 , 


oder endlich 


lXi Ui = 0, Z Xi Ui 


0 . 


Wenn man die Gleichung des Polarkegelschnitts nach den 
Potenzen der Variabein ordnet, so ist sie 


dx? -f- Vif -f- c z 1 -j- Vf'yz + 2g zx -{- 2h' xy == 0 

oder 

Z U d Xi x k = 0 

wenn a, respective Ud die zweiten Differeutialquo- 

tienten in den gestrichenen Variabein bezeichnen. 

Der Polarkegelschuitt ist der Ort der Pole aller der 
geraden Linien, welche durch den Pol gehen, und es besitzt 
daher jede gerade Linie in Bezug auf eine Curve dritter 
Ordnung ohne Doppelpunkt vier Pole, nämlich die Dureh- 
schnittspuukte der Polarkegelschnitte von irgend zweien ihrer 
Punkte. 

Der Folarkegelscknitt geht durch die Berührungspunkte 
der sechs Tangenten, welche im Allgemeinen von 0 an die 
Curve gezogen werden können. Im Falle der Curve dritter 
Ordnung mit Doppelpunkt geht er durch den Doppelpunkt 
und schneidet die Curve nur in vier Punkten ausserdem und 
jede gerade Linie besitzt nur drei Pole, weil von den Grund- 
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punkten des Büschels der Polarkegelschnitte für die Punkte 
der Geraden nur drei verschieden sind vom Doppelpunkt der 
Curve. Im Palle der Curve mit Rückkehrpunkt geht der Po- 
larkegelschnitt jedenfalls durch diesen stationären Punkt und 
berührt die Rückkehrtangente; er schneidet also die Curve 
ausserdem nur noch in d#ei- Punkten ; es schneiden sich da- 
her auch zwei Polarkegelschnitte ausserdem nur noch in zwei 
Punkten , den beiden Polen der Verbindungslinie ihrer 
Pole O. 

Wenn die Curve dritter Ordnung in einen Kegelschnitt 
und eine Gerade zerfällt, so geht der Polarkegelschnitt jedes 
Punktes 0 durch ihre Schnittpunkte und eine beliebige Gerade 
besitzt zwei Pole; der Polarkegelschnitt geht auch durch die 
Durchschnittspunkte des gegebenen Kegelschnitts mit der in 
Bezug auf ihn genommenen Polare von 0. Denn man sieht 
leicht, dass der Vollzug der Operation A oder 

. d i _ > d . , d 

X l (ix, + Xl dx, + X * dx s 

an dem Producte LS einer linearen und einer quadratischen 
homogenen Function von 
drei Variabein das Re- 
sultat 

L'S + LAS 

giebt. Wenn die Curve 
in drei gerade Linien zer- 
fällt, 

x , x 2 x 3 = 0, 

so geht jeder Polarkegel- 
schnitt durch die Ecken des von denselben gebildeten Dreiecks 
und eine gerade Linie hat nur einen Pol. In diesem Falle 
sind die Gleichungen der Polargeraden und des Polarkegel- 
sehnitts respective 


Fig. 31. 



und 

oder 


x l x 2 x 3 -f- x 2 x 3 x,' + x 3 x l 'x 2 = 0 
x l 'x 2 x s '+ x 2 x 3 x t -f x 3 x t x^= 0, 



0 ‘ und 


x l _ 1 _ *0* =0 

X, ' X t ' X, 
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Die gegebene Gleichung der Polarlinie führt sogleich zu einer 
geometrischen Construction derselben, denn aus Art. 60., 2. der 
„Anal. Geom. d. Kegelschn.“ folgt, dass für xl als den Punkt 
E der Figur die Linie E,E 2 E 3 die durch die besagte Glei- 
chung dargestellte Gerade ist. Die Tangente des Polarkegel- 
schnitts im Punkte a;, =» x. t = 0 ist nach Art. 56. a. a. 0. 

durch -4- Xt , — 0 ausgedrückt und wird daher als die Ver- 

bindungslinie des Punktes A 3 mit dem Durchschnittspunkt 
E ; , der Polarlinie mit der Gegenseite A, A 2 erhalten. 

167. Wenn eine durch den Pol O gezogene Gerade die 
Curve dritter Ordnung in Punkten A, B, C schneidet, so wird 
ihr Schnittpunkt P mit der Polarlinie von 0 nach Art. 134. 
durch die Gleichung 


3 

OP ~ 


l 

OA 


+ ÖB + 


1 

OO 


bestimmt. Wenn eine zweite gerade Linie aus 0 in der 
Curve die Punkte Ä , B, C giebt, so ist auch ihr Punkt S' 
in der Polarlinie damit gegeben und also diese selbst be- 
stimmt und muss die nämliche bleiben für alle durch die 
sechs Punkte 

A, B, C, A, B, V, 


gehenden Curven dritter Ordnung. Wir können daher die 
Polarlinie von 0 in Bezug auf eine Curve dritter Ordnung 
linear constrnieren , wenn wir die Schnittpunkte 
A, B, C; A’, B', C 

zweier von 0 ausgehenden Geraden mit der Curve als be- 
kannt voraussetzeu ; denn sie ist die Polare von O in Bezug 
auf das durch die Geraden 

AA’, Blf, ÜC 

gebildete Dreieck. Die im Art. 135. gegebenen metrischen 
Relationen zeigen auch, dass mit den Punkten A, B, C die 
zwei Punkte des Polarkegelschnitts in ihrer Verbindungslinie 
bestimmt sind, und dass daher durch drei vom Pol 0 aus- 
gehende Gerade und die Gruppen ihrer Schnittpunkte 
A, B, C; Ä, B, 6"; A", B\ ü” 
mit der Curve dieselbe bestimmt und somit für alle durch 
diese neun Punkte gehenden Curven dritter Ordnung dieselbe 
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ist. Da die Punkte A, Ä, A" als Punkte einer Geraden ge- 
wählt werden können, so ist das Problem der Construction des 
Polarkegelschnitts in Bezug auf eine Curve dritter Ordnung 
reduciert auf das seiner Construction für das aus einer Gera- 
den L und den durch die übrigen sechs Punkte gehenden 
Kegelschnitt £ gebildete System. Wegen der Relation von p. 173 
geht dieser letztere Polarkegelschnitt durch die Schnittpunkte 
von L und S sowie durch die Schnittpunkte von S mit der Po- 
lare von 0 in Bezug auf S, und die Polare von 0 in Bezug auf 
ihn ist bekannt. 

Wir behandeln speciell die Fälle 1) wo 0 ein Punkt der 
Curve dritter Ordnung und 2) wo O ein Punkt ihrer llesse- 
schen Curve ist. 

168. Wenn wir aus zwei auf einander folgenden Punkten 
0, 0' der Curve dritter Ordnung die beiden Reihen von Tangenten 

(JA, OB, OC, 01); O'A, OB, O’C, O B 

ziehen, so schneidet jede Tangente OA die nächstfolgende 
Tangente O'A in ihrem Berührungspunkt A. Nun liegen die 
vier Berührungspunkte A , B, C, 1) im Polarkegelschnitt des 
Punktes O, welcher die Curve dritter Ordnung in diesem 
Punkte O berührt (Art. 64.), d. h. die sechs Punkte 


O, 0', A, B, C, D 

liegen in demselben Kegelschnitt und das Uoppelverhiiltniss 
des Büschels O.ABCB 

ist somit dasselbe wie das des Büschels 
O. AB CD. 


Weil endlich diess Verhältniss dasselbe bleibt, wenn wir von 
einem Punkte der Curve zum nächstfolgenden Punkte der- 
selben gehen, so erkennen wir, dass das Doppel verhält- 
niss des Büschels constant ist, welches die von 
irgend einem Punkte einer Curve dritter Ordnung 
an sie gehenden Tangenten mit einander bilden. 
Zu einem algebraischen Beweis dieses Satzes gelangen wir 
später dadurch, dass das Doppelverhältniss des Büschels von vier 
durch eine homogene biquadrat.ische Gleichung zwischen zwei 
Variabein ausgedriiekten Geraden in Function des Verhält- 


i 
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nisses der Invarianten S 3 und T 2 der biqnadratisehen Form 
ansgedrückt werden kann und dass diese absolute Invariante 
des Büschels in dem Falle, wo dasselbe von den vier Tan- 
genten einer Curve dritter Ordnung aus einem ihrer Punkte 
gebildet ist, als Function einer absoluten Invariante der cu- 
bisclien Form erscheint, die ihn ausdrückt, also unveränder- 
lich bleibt für alle Lagen des Punktes in der Curve. Diese 
absolute Invariante ist eine numerische Charakte- 
ristik der Curve, welche durch Projection und 
durch lineare Transformation nicht verändert wird. 
Es wird in der Algebra nachgewiesen 2ä ), dass man durch den 
Werth dieser Invariante diejenigen biquadratischen Gleichungen, 
welche zwei reelle und zwei imaginäre Wurzeln haben, von denen 
unterscheiden kann, deren Wurzeln sämmtlich reell oder imagi- 
när sind; man sieht darans, dass, wenn für irgend einenPunkt 
einer Curve dritter Ordnung von den vier von ihm ausgehen- 
den Tangenten derselben zwei reell und zwei imaginär sind, 
noth wendig für alle Punkte derselben Curve das Gleiche 
stattfindet; und ebenso, dass jene vier Tangenten für alle 
Punkte der Curve entweder sämmtlich reell oder sämmt- 
lich imaginär sind, wenn sie in irgend einem ihrer Punkte 
sämmtlich reell oder sämmtlich imaginär sind. Darauf grün- 
det sich eine fundamentale Eintheilung der Curven dritter 
Ordnung ohne singulären Punkt in zwei Classen; die einen, 
in welchen von jedem Punkte der Curve aus zwei und nur 
zwei reelle Tangenten der Curve an dieselbe gehen, die an- 
dern, in welchen die vier Tangenten aus einem Punkte ent- 
weder sämmtlich reell oder sämmtlich nicht reell sind. Diese 
Bemerkung wird in dem Abschnitt über die Classification der 
Curven dritter Ordnung ihre weitere Ausführung finden, und 
es wird sich dabei ergeben, dass im zweiten Falle die Curve 
dritter Ordnung immer aus zwei getrennten Theilen besteht, in 
deren einem die Punkte mit vier reellen- Tangenten und in deren 
anderem die Punkte mit vier nicht reellen Tangenten liegen. 

1G9. Aus dem Satze des Art. 1G8. folgt, dass für 0, i J 
als zwei beliebige Punkte der Curve dritter Ordnung stets 
ein Kegelschnitt existiert, der sie mit denjenigen vier Punk- 
ten verbindet, in denen die vier Tangenten aus dem ersten 
je ihre entsprechenden aus dem zweiten dnrchschneiden. Da 
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das Doppel verhältn iss von vier Punkten durch die Vertau- 
schungen von ABCD in liADC, CDAB, DCBA nicht 
geändert wird, so können die Strahlen des zweiten Büschels 
nach einander in jeder von diesen vier Ordnungen mit denen 
des ersten Büschels in der Ordnung ABCD combiniert wer- 
den und die sechzehn Durchschnittspunkte der 
ersten Reihe von Tangenten mit der zweiten lie- 
gen somit in vier Kegelschnitten, welche siimmt- 
lich die Punkte 0 und P enthalten. Ist die Curve cir- 
cular, d. h. geht sie durch die nicht reellen Kreispunkte 
I, J im Unendlichen, so ergiebt sich, indem man diese für 
die Punkte 0 und P wählt, dass die sechzehn Brenn- 
punkte einer circularen Curve dritter Ordnung in 
vier Kreisen, zu je vier in einem derselben gelegen 
sind — ein von Hart 30 ) auf andern Wege erhaltener Satz, 
der den Verfasser auf den Hauptsatz des vorigen Artikels 
führte. 

170. Wenn 0 ein Punkt der Curve ist, so wird 
jede durch ihn gehende Sehne in der Curve und im 
Polarkegelschnitt von 0 in Bezug auf dieselbe har- 
monisch get heilt. Denn wir sahen, dass die Durch- 
schnittspunkte der Curve dritter Ordnung mit der geraden 
Verbindungslinie von zwei gegebenen Punkten durch die 
Uleichung 

P U' + P(i A ü' + A A U + ft 3 ü = 0 
bestimmt werden ; für xi als einen Punkt der Curve ist aber 
U'— 0 und diese Gleichung durch (i theilbar, und wenn ferner 
die Punkte *,• und x{ durch die Relation Af/ = 0 verbunden 
wären, d. h. wenn der eine auf dem Polarkegelschnitt des 
andern liegt, so würde die übrig bleibende quadratische Glei- 
chung die Form 

PA U’+ (i*U = 0 

und somit zwei gleiche und entgegen gesetze Wurzeln haben, 
d. h. nach Art. 123. der „Anal. Geom. d. Kegelschn.“ die Ver- 
bindungslinie der beiden Punkte wird durch die Curve har- 
monisch getrennt. Mau beweist das Nämliche auch, indem 
man den Punkt 0 zum Anfangspunkt der Coordinaten macht 
und den Ort der harmonischen Mittel auf allen von ihm aus- 

S a 1 m o n , Höhere Cnrren. 12 
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gehenden Radien vectoren bestimmt. Indem man genau wie 
in Art. 133. verfährt und A = 0 setzt, findet man unmittelbar 
2 (Bx -f Cy) + Dx 2 + Exy + Fy 2 = 0, 
d. h. die Gleichung des Polarkegelschnitts für den Anfangs- 
punkt der Coordinaten als Pol. 

Man beweist ferner wie in Art. 137., dass die Tan- 
gente des Polarkegelschnitts in seinem Durch- 
schnittspunkt mit irgend einer Sehne aus dem in 
der Curve gelegenen Pol auch durch den Durch- 
schnittspunkt der Tangenten der Curve dritter Ord- 
nung in den beiden Punkten dieserSehne geht und 
zur Verbindungslinie ihres Schnittpunktes mit dem 
Punkte 0 harmonisch conjugiert ist. 

171. Wir untersuchen ferner insbesondere den Fall, in 
welchem der Punkt 0 ein Inflexionspunkt der Curve ist. In 
Art. 74. wurde gezeigt, dass der Polarkegelschuitt eines In- 
flexionspunktes in zwei gerade Linien zerfällt, von denen die 
eine die Tangente in diesem Punkte ist. 

Das Nämliche ergiebt sich auch aus der Gleichung für 
den Polarkegelschnitt des Anfangspunktes der Coordinaten, 
die wir so eben geschrieben haben; denn damit der Anfangs- 
punkt. ein Inflexionspunkt und die Axe y = 0 seine Tangente 
sei, muss (vergl. Art. 4G.) nicht nur A =0, sondern auch 
B = 0 , D = 0 sein und die Gleichung des Polarkegelschnit- 
tes aus Art. 170. wird somit 

y (2 C Ex -f- Fy) — 0. 

Da der Factor y offenbar für das Problem des Ortes der 
harmonischen Mittel seine Bedeutung verliert, so ergiebt sich, 
dass für alle durch einen Inflexionspunkt der 
Curve dritter Ordnung gehenden Radien vectoren 
der Ort der harmonischen Mittel eine gerade Linie 
ist, ein Satz von Maclaurin 3I ). Und umgekehrt: Wenn 
der Ort der harmonischen Mittel eine gerade Linie 
ist, so ist der Punkt O ein Inflexionspunkt. Denn 
nach Art. 74. kann der Polarkegelschnitt nur in dem andern 
Falle in zwei gerade Linien degenerieren, wenn O ein Doppel- 
punkt ist, und dieser Fall hat auf das Problem der harmo- 
nischen Mittel keine Anwendung, weil die durch den Doppel- 
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punkt gehenden Radien veetoren die Curve nur in einem 
weitern Punkte schneiden. 

Wir wollen die soeben gefundene Linie die harmonische 
Polare des Inflexionspunktes 0 nennen, um sie von 
der gewöhnlichen Polare zu unterscheiden, welche die ent- 
sprechende Inflexionstangente ist. 

172. Der Punkt 0 besitzt in Bezug auf die har- 
monische Polare Eigenschaften, welche analog 
sind den Eigenschaften von Pol und Polare bei den 
Kegelschnitten. Wenn wir durch 0 zwei gerade Linien 
ziehen, so schneiden sich die Paare der Verbindungslinien 
ihrer vier Schnittpunkte mit der Curve in der harmonischen 
Polare — unmittelbare Folge der harmonischen Eigenschaften 
des Vierecks. Wenn wir insbesondere in den Schnittpunkten 
eines durch 0 gehenden Strahls mit der Curve die Tangen- 
ten derselben ziehen , so liegt ihr Schnittpunkt in der har- 
monischen Polare. Die harmonische Polare geht auch durch 
die Berührungspunkte der von 0 aus an die Curve gehenden 
Tangenten, weil für OK 11 R" als eine harmonische Gruppe 
das Zusammenfallen von K mit R" auch das Zusammenfallen 
von K mit R nach sich zieht. Somit liegen die Berührungs- 
punkte der drei von einem Inflexionspunkt aus an die Curve 
gehenden Tangenten in einer geraden Linie. Wenn die 
Curve einen Doppelpunkt hat, so folgt genau in derselben 
Weise, dass er in der harmonischen Polare liegen muss. 

Man kann den ersten Satz des Artikels auch so aussprechen : 
W r enn drei Punkte Ä, K , C' der Curve in einer geraden 
Linie liegen und die sie mit 0 verbindenden Geraden die 
Curve ferner in A", K', C" schneiden, so liegen diese auch 
in einer Geraden, und diese beiden Geraden schneiden die 
harmonische Polare in demselben Punkte. Denken wir ins- 
besondere Ä , K, C als zusammen fallend, so kommen wir 
zu dem Satze, dass die Verbindungslinie zweier Inflexions- 
punkte durch einen dritten Inflexionspunkt gehen muss und 
dass die Tangenten der Curve in zweien derselben sich in 
der harmonischen Polare des dritten schneiden. 

173. Wenn man durch einen Inflexionspunkt 0 
drei gerade Linien zieht, die die Curve in A t , A 2 -, 

12 * 
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B ti B 2 \ Ci, C'j ferner schneiden, so hat jede durch 
die sieben Punkte OA i A 2 B l B 2 C i C 2 gehende Curve 
dritter Ordnung im Punkte O einen Inflexions- 
punkt. Denn die Schnittpunkte dieser drei Geraden mit 
der harmonischen Polare sind den Oertern der harmonischen 
Mittel des Punktes 0 für alle durch diese sieben Punkte 
gehenden Curven dritter Ordnung gemein und dieselben ent- 
halten also alle eine und dieselbe gerade Linie, während sie 
im Allgemeinen Kegelschnitte wären, nach Art. 171. muss 
daher der Punkt 0 für alle die bezeichneten Curven ein In- 
flexionspunkt sein. 

174. Wir haben im Art. 74. gesehen, dass die In- 
flexionspunkte einer Curve dritter Ordnung 77=0 ihre Durch- 
schnittspunkte mit einer Curve II = 0 sind , die auch von 
der dritten Ordnung ist; eine Curve dritter Ordnung 
hat daher im Allgemeinen neun Inflexionspunkte, 
von welchen jedoch (vergl. Beisp. 3. in Art. 126.) nur drei 
reell sind. Und da wir seitdem auch bewiesen haben, dass 
die gerade Verbindungslinie von zwei Inflexionspunkten 
durch einen dritten Inflexionspunkt derselben Curve gehen 
muss, so ergiebt sich, dass man durch jeden Inflexionspunkt 
vier gerade Linien ziehen kann, welche die übrigen acht In- 
flexionspunkte enthalten. Als einen Specialfall zu dem Satze 
des letzten Artikels erhalten wir dann den Satz: Jede Curve 
dritter Ordnung, welche durch die neun Inflexions- 
punkte einer solchen Curve geht, hat diese Punkte 
selbst zu Inflexionspunkten SJ ). 

175. Die Zahl der geraden Linien von denen jede drei 
Inflexionspunkte enthält, ist 

= i (4 X 9) = 12, 

weil je vier von ihnen sämmtliche Inflexionspuukte enthalten ; 
wir können auch daraus schliessen (vergl. Art. 126.), dass 
die Inflexionspunkte nicht sämmtlich reell sein können, weil 
durch neun reelle Punkte nur zehn Gerade gehen können, 
welche sie zu je dreien enthalten, aber nicht eine grössere 
Anzahl von Geraden. 

Der Versuch, ein Schema dieser Linien zu bilden, führt 
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auf Folgendes, von welchen jedes andere nur durch die Be- 
zeichnung abweichen kann: 


123, 

468, 

579. 

145, 

269, 

378. 

167, 

285, 

349. 

189, 

3GD y 

247. 


Es folgt daraus, dass jede Curve dritter Ordnung durch irgend 
sieben dieser Punkte einen derselben ihrerseits zum Inflexions- 
punkt haben muss; denn irgend sieben der Punkte liegen 
nach der Tabelle in drei Geraden, z. B. die ersten sieben in 
123, 145, 167, welche sich in einem Punkte der Curve schnei- 
den, und es ist somit nach dem letzten Artikel dieser ge- 
meinschaftliche Punkt (1) ein Inflexionspuukt für alle diese 
Curven. Aus der Uebersicht dieser Geraden geht hervor, 
dass sie . in vier Reihen von drei Geraden geordnet werden 
können, von denen jede Beihe sämmtliche Punkte enthält; 
oder dass, wenn wir die Gleichung 

U -f XH = 0 

bilden, drei Werthe von X existieren, für welche die Glei- 
chung sich auf die Gleichung eines Systems von drei geraden 
Linien reduciert. Einen directen Beweis davon geben wir 
im letzten Abschnitt dieses Kapitels. 

176. Wir betrachten ferner den Fall, wo der Punkt x( 
in der Hesse 'sehen Curve liegt und somit sein Polarkegel- 
schnitt in zwei gerade Linien zerfällt. Im Art. 70. wurde 
als allgemeines Gesetz bewiesen, dass immer wenn die erste 
Polare eines Punktes A einen Doppelpunkt B hat , der Polar- 
kegelschnitt von B einen Doppelpunkt in A besitzt. Im Falle 
der Curven dritter Ordnung ist die erste Polare eben der 
Polarkegelschnitt und der Satz lautet: Wenn der Polar- 
kegelschnitt von A in zwei gerade Linien zerfällt, 
die sich in B schneiden, so zerfällt auch der Polar- 
kegelschnitt von B in zwei Gerade, die sich in A 
schneiden. In der Tliat, wenn der Polarkegelschnitt von 
Xi in zwei gerade Linien zerfällt, so genügen die drei Co- 
ordinaten x{ des Durchschnittspunktes der letzteren den drei 
Gleichungen, welche durch Differentiation der Gleichung des 
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Polarkegelschnitts entstehen. Den äquivalenten Formen der 
letzteren (Art. 165.) 

Z.Xi'Ui — 0 oder ZUaZiXk — 0 
entspringen die äquivalenten Formen der fraglichen Diffe- 
rentiale 

tfnV+ U lt *J + U u x 3 ’' = 0, 

U -}- U n x 3 -j- U. l3 x 3 — 0, 

U j 3 i t/23^2 _ j Fjh 3 /|| — Oj * 

1 1^1 + U u 'x t -f- U l3 x 3 = 0, 

U\ 2 "I" ^2S "^2 “f" ^13 ®3 == 

• U n x t -f- U 2 3 x. t -f- U 33 x 3 — 0. 

Dieselben zeigen sich als symmetrisch in Bezug auf die Xi 
und die x( und beweisen daher, dass die Beziehung zwischen 
diesen Punkten eine gegenseitige ist. Aber A und B sind 
offenbar Punkte der Hesse'sclien Curve, und zwar als 
entsprechende Punkte derselben zu bezeichnen; wir wer- 
den jetzt zeigen, dass sie diess auch in dem in Art. 152. er- 
klärten Sinne sind, d. h. dass die Tangenten der 
Hesse’sclien Curve in A und B sich in einem an- 
dern Punkte dieser Curve begegnen. Wir werden 
später sehen, dass es drei Curven dritter Ordnung giebt, 
welche dieselbe Curve zu ihrer Hesse’sclien Curve haben 
und dass für jede dieser drei die Correspondenz der Punkte 
A und B in ihr eine andere von den drei Arten der Cor- 
respondenz ist, welche wir in Art. 152. f. kennen gelernt 
haben. Hier ergiebt sich zunächst, dass im Falle der Curven 
dritter Ordnung die Steiner 'sehe (Art. 70.) und die Hesse'- 
sclie Curve derselben in einer Curve vereinigt sind. 

177. Die Gleichung des Polarkegelschnitts eines durch 
die Coordinaten ?/, bestimmten Punktes 

Itfiüi — 0 

zeigt, dass das System der Polarkegelschnitte aller Punkte 
der Ebene in Bezug auf eine Curve dritter Ordnung ein 
solches System (Netz) von Kegelschnitten bildet, wie es in 
Art. 360. f. der „Anal. Geom. d. Kegelsehn.“ discutiert worden 
ist, nämlich ein System, dessen Gleichung zwei unbestimmte 
Parameter linear enthält. Die Gleichung der Polare des Punk- 
tes A in Bezug auf einen Kegelschnitt des Systems ist 
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V\ (U n x t '+ U l2 x 2 + U l3 x 3 ) + y 2 {U l2 x t '+ U 22 x 2 + ü n x 3 ) 
+ Vi {U\i x \ + U n x 2 + U 33 x 3 ) — 0 

und wird also durch die Coordinaten des Punktes _ = Z£_erfüllt; 
die Polare jedes der Punkte A , B geht somit durch den an- 
dern Punkt und die Hesse 'sehe Curve der Curve dritter 
Ordnung ist somit zugleich die Jacobi’sche Curve (a. a. 0. 
Art. 360.) des Systems der Polarkegelschnitte. Weil A und B 
in Bezug auf jeden Kegelschnitt des Systems conjugierte 
Pole sind, so werden sie in ihrer Verbindungslinie von allen 
den besagten Kegelschnitten harmonisch getrennt, d. h. diese 
Punktepaare bilden eine Involution, deren Doppelpunkte in 
A und B liegen. Somit können auch die beiden Punkte, in 
welchen diese Gerade je einen Kegelschnitt des Systems 
schneidet, nur in A oder in B zusammenfallen; uud somit 
kann, für das Zerfallen in zwei gerade Linien, die sich in 
AB durchschneiden , nur entweder A oder B der Schnitt- 
punkt derselben sein, wenn nicht AB selbst eine dieser Linien 
ist. Die Hesso’sche Curve einer Curve dritter Ordnung ist 
selbst eine Curve dritter Ordnung und wird also von der 
geraden Linie AB in drei Punkten, d. h. noch in einem 
dritten Punkte C ausser A und B geschnitten. Jeder Punkt 
der Hesse sehen Curve ist, wie wir gesehen, der Durch- 
schnitt von zwei Geraden, in welche ein gewisser Polarkegel- 
schnitt des Systems zerfallt, und es folgt somit aus dem so- 
eben bewiesenen, dass von den zwei Geraden dieser Art, 
welche sich in C durchschneiden, AB selbst die eine sein 
muss. Damit entspringt aus dem System der Punkte, deren 
Ort die Hesse’sche Curve ist, ein System von Geraden, 
nämlich der Paare von Linien , welche die Polarkegel- 
schnitte der Punkte der Hesse’schen Curve sind. Jede Linie 
des Systems schneidet die Hesse’sche Curve in drei Punk- 
ten, von denen zwei entsprechende Punkte der Hess eschen 
Curve sind und deren dritter C, den Durchschnittspunkt der 
Geraden mit ihrer conjugierten, wir als den ergänzenden 
Punkt bezeichnen können. 

178. Die von dem System der eben erwähnten Geraden 
umhüllte Curve ist von Cayley studiert worden und Cre- 
mona hat sie deshalb als die Cayley’sche Curve der Curve 
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dritter Ordnung bezeichnet M ). Sie ist von der dritten (.'lasse, 
weil durch einen beliebigen Punkt V der Ebene nicht mehr 
als drei von jenen Geraden gehen können. Ein Punkt 31 
nämlich dessen Polarkegelschnitt durch P geht, liegt nach 
Art. 61. nothwendig in der Polarlinie von P und damit der 
Polarkegelsehuitt in gerade Linien zerfalle, muss M in der 
llesse’schen Curve liegen; es giebt daher immer nur drei 
Punkte M, deren Polarkegelschnitt sich auf ein Paar von 
geraden Linien reduciert, von denen die eine durch P geht. 
Da die Curve keine Doppeltangente und keine stationäre Tan- 
gente besitzen kann, so ist sie von der sechsten Ordnung. 
Jede Linie des Systems verbindet ein Paar entsprechende 
Punkte der He sse'schen Curve (Art. 177.); die Cayley’sche 
Curve kann daher ebenso gut betrachtet werden als die En- 
veloppe der geraden Linien , in welche die Polarkegelschnitte 
der Punkte der Hesse’sehen Curve zerfallen, wie als die 
Enveloppe der Geraden, welche die correspondierenden Punkte 
der Hesse 'sehen Curve verbinden. Im Falle der Curveu 
höherer Ordnung jedoch ist die Enveloppe der Verbindungs- 
linien der entsprechenden Punkte A, B (Art. 70.) von der 
Enveloppe der geraden Linien verschieden, in welche Polar- 
kegelschnitte zerfallen können. 

Die Cayley’sche Curve kann auch als die Enveloppe 
der Geraden betrachtet werden (Art. 177.), welche vom Sy- 
stem der Polarkegelschnitte in Involution geschnitten werden. 
Es ist aus Art. 337. der „Kegelschnitte“ ersichtlich, wie 
die Gleichung dieser Enveloppe gebildet werden kann und 
dass sie von der dritten Classe ist. (Vergleiche a. a. 0. 
Art. 361.) 

179. Wir suchen ferner die vier Pole einer Tangente der 
II esse 'scheu Curve mit Berührungspunkt A in Bezug auf 
die Curve dritter Ordnung; sie sind offenbar die Durch- 
schnittspunkte des Polarkegelschnitts von A mit dem Polar- 
kegelschnitt des nächstfolgenden Punktes Ä der II esse 'scheu 
Curve. Der Polarkegelschnitt von A ist das Paar der gera- 
den Linien BL, BN und der Polarkegelsehuitt von A! ist 
ein demselben nächstbeuachbartes Linienpaar; nun schneidet 
BL die nächstfolgende Gerade zu BN im Punkte B und 
BN die nächstfolgende Gerade zu BL in demselben Punkte 
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und BL, BN schneiden die ihnen respecüve zunächst fol- 
genden Geraden in den Berührungspunkten derselben mit 
ihrer Enveloppe ; d. h. die gesuchten vier Pole sind der zwei- 
fach zählende Punkt B und die Berührungspunkte der Cay- 
ley 'sehen Curve mit den Geraden BL, BN. 

Insbesondere ist also die Polarlinie eines Punktes 
der Hesse’schen Curve in Bezug auf die Curve drit- 
ter Ordnung die Tangente der Hesse'schen Curve im 
correspondierenden Punkt. Man kann aus dem eben 
Entwickelten direct zeigen, dass die Cayley’sclie Curve 
von der sechsten Ordnung ist. (Art. 178.) Denn die Glei- 
chung des Ortes der Pole der Tangenten der Hesse’schen 
Curve in Bezug auf die Curve dritter Ordnung wird gefunden, 
indem mau die Bedingung ausdrückt, dass 

X\U y - f- X- 2 U t -f- x 3 U 3 = 0 

die Hesse’sche Curve berührt. Diese Bedingung enthält die 
Grössen Ui im sechsten Grade und der fragliche Ort ist so- 
mit von der zwölften Ordnung; und weil nach dem Bewie- 
senen die Hesse’sche Curve zweifach zählend dem Orte an- 
gehört, also auch als zweifach auftretender Factor seiner 
Gleichung angehört, so ist der liest, den die Cayley’sche 
Curve repräsentiert, von der Ordnung sechs. 

180. Der Ort der Punkte, deren Polarlinicn iu Bezug 
auf eine Curve U — 0 eine andere Curve V = 0 berührten, 
schneidet die erstere Curve nothwendig in ihren Berührungs- 
punkten mit denjenigen Tangenten, die sie mit der zweiten 
gemeinschaftlich hat, weil die Polarlinie eines Punktes von 
U = 0 die Tangente von U — 0 in diesem Punkte ist und 
nach der Voraussetzung für einen Punkt des Ortes die Polar- 
linie auch V— 0 berührt. Wir sahen aber so eben, dass 
für U — 0 als eine Curve dritter Ordnung und V = 0 als 
ihre Hesse'sche Curve der Ort aus der Cayley 'sehen und 
der zweifach zählenden Hesse’schen Curve zusammengesetzt 
ist. Die Curve dritter Ordnung und die Hesse’sche Curve 
haben als je von der sechsten Classe sechs und dreissig ge- 
meinschaftliche Tangenten und wir sehen nun , dass dieselben 
aus den achtzehn Tangenten von U — 0 in den Sclinitt- 
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punkten dieser Curve mit der Cayley 'sehen Curve und aus 
den Tangenten von U — 0 in ihren Schnittpunkten mit der 
Hesse 'sehen Curve bestehen, wobei die Letztere d. i. die 
neun stationären Tangenten je für zwei zu zählen sind. Und 
in der That haben wir schon in Art. 46. bemerkt, dass jede 
stationäre Tangente einer Curve als eine Doppeltangente der- 
selben zu betrachten sei, weil sie sowohl den ersten mit dem 
zweiten als den zweiten mit dem dritten Punkt verbindet; 
bei Zählung der gemeinschaftlichen Punkte oder Tangenten 
zweier Curven zählt ein Rückkehrpunkt wie ein Doppelpunkt 
und respective eine stationäre wie eine Doppeltangente für 
zwei. (Vergl. Art. 47.) Der Polarkegelschnitt eines In- 
flexionspunktes A besteht nach Art. 171. aus der Inflexions- 
tangente selbst und der harmonischen Polare von A, und der 
dem Punkte A correspondievende Punkt B ist daher der 
Durchschnittspunkt der Inflexionstungente mit der harmoni- 
schen Polare. Und die Tangente der II e s s e 'sehen Curve in 
B ist die Polare von A in Bezug auf die Curve dritter Ord- 
nung, d. h. die Inflexionstangentc selbst. Somit sind die 
neun Punkte, wo die Inflexionstangenteu die Hesse’sche 
Curve berühren, diejenigen Punkte, wo jede Inflexionstan- 
gente die entsprechende harmonische Polare schneidet. 

Es kann aus dem Bewiesenen geschlossen wird aber 
später unabhängig gezeigt werden, dass das Problem, eine 
Curve dritter Ordnung zu finden , von welcher eine gegebene 
Curve dritter Ordnung die Hesse’sche Curve ist, drei Lö- 
sungen hat. Denn weil die Inflexionspunkte beiden Curven 
gemein sind (Art. 174.), so kennt man neun Punkte der frag- 
lichen Curve dritter Ordnung, welche für acht Bedingungen 
zählen, und dieselbe wäre somit durch die Kenntniss der 
Tangente in einem dieser Punkte A vollständig bestimmt. 
Was aber soeben bewiesen wurde, zeigt, dass diese Tangente 
jede von den drei Tangenten sein kann, welche von A 
an die Curve gelegt werden können (Art. 172.). 

181. Die Tangenten der Hesso’scheu Curve in 
correspondierenden Punkten A, B schneiden sich 
in einem Punkte derselben Curve. Wenn die Linien 
BL, BN den Polarkegelschnitt von A und die Linien AR, 
AN den Polarkegelschnitt von B bilden, so sind die Punkte 
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L, M, N, 11 die vier Pole der Linie AB und die gemein- 
schaftlichen Punkte sämmtlieher den Punkten von A B ent- 
sprechenden Polarke- 
gelschnitte. Wenn 
also dieser Polarkegel- 
schnitt in zwei gerade 
Linien zerfallen soll, 
so können diese nur 
die Geraden LU, MN 
sein und der Durch- 
schnittspunkt 1) der- 
selben ist also ein 
Punkt der H e s s e’schen 
Curve und der corre- 
spondierende zu dem 
dritten Schnittpunkt C 
der geraden Linie AB 
mit derselben. Aber die Tangente der H esse sehen Curve 
in B ist die Polare von A in Bezug auf die Curve dritter 
Ordnung, welche nach Art. 60. auch seine Polare in Bezug 
auf den Polarkegelschnitt von A, d. h. das Linienpaar BL, 
BN ist, d. h. diese Tangente ist nach den harmonischen 
Eig enschaften des vollständigen Vierecks die Linie B D\ und 
in gleicher Art ist die Tangente in A die Linie A D. 

Wenn die Ilesse’sehe Curve und ein Punkt A in ihr 
gegeben sind, so gestattet das Problem, den entsprechenden 
Punkt B zu finden, drei Lösungen (vergl. Art. 152.); denn 
wenn wir die Tangente in A ziehen,' welche die Curve über- 
diess in D schneidet, so kann B der Berührungspunkt einer 
der drei von A D verschiedenen Tangenten sein , welche von 
D aus au die Curve gehen. Diese drei Lösungen entsprechen 
den drei verschiedenen Curven dritter Ordnung, für welche 
die gegebene Curve die Hesse’sche Curve sein kann. 

182. Die Berührungspunkte der Cayley’schen 
Curve mit den vier geraden Linien BL, BN, All, AN 
liegen in einer Geraden. Die Pole von AD in Bezug 
auf die Curve dritter Ordnung sind die Durchschnittspunkte 
der Polarkegelschnitte von A und 1) , d. h. des Paares BL, 
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B N mit dem aus AB uud einer durc-L C gehenden conju- 
gierten Geraden Ca bestehenden Paare; die vier Pole sind 
daher der zweifach zählende Punkt B und die beiden Punkte, 
in welchen Ca die Geraden BL, Bit schneidet. Da aber 
Al) eine Tangente der Hesse 'sehen Curve ist, so folgt aus 
Art. 179., dass die letzteren beiden Pole die Berührungspunkte 
der Geraden BL, BM mit ihrer Enveloppe sind. Und in 
gleicher Weise liegen die Berührungspunkte von AB, AN 
in derselben geraden Linie. Da diese gerade Linie selbst 
eine Tangente der Cayley 'sehen Curve ist, so sind ihre 
sechs Schnittpunkte mit derselben damit vollständig nachge- 
wiesen. Mit andern Worten: Jede Tangente der Cayley’ 
sehen Curve ist die eine von einem Paar von Geraden, das 
einen Polarkegelschnitt repräsentiert, uud dessen andere 
Linie zwei entsprechende Punkte der Hesse 'sehen Curve mit 
einander verbindet; die vier geraden Linien, welche die Po- 
larkegelschuitte dieser zwei Punkte bilden, gehen respective 
durch die vier Punkte, in welchen die gegebene Tangente 
die Cayley’sche Curve noch weiter schneidet. 

Um ferner den Berührungspunkt einer gegebenen Tan- 
gente mit der Cayley 'sehen Curve zu bestimmen, verbinden 
wir den ergänzenden Punkt in der gegebenen Tangente mit 
dem correspodierenden Pnnkte der Hesse’schen Curve und 
bestimmen zu dieser Geraden die conjugierte; sie schneidet 
die gegebene Tangente in dem verlangten Punkte. Aber 
wir können sofort eine noch einfachere Regel ableiteu. Denn 
da die beiden letzterwähnten Linien einen Polarkegelsehnitt 
bilden und jeder Polarkegelschnitt die Verbindungslinie cor- 
respondierender Punkte harmonisch theilt, so haben wir nur 
die drei Punkte zu nehmen, in welchen die gegebene Tan- 
gente die Hesse 'sehe Curve schneidet, nämlich die beiden 
correspondierenden Punkte und den ergänzenden Punkt, und 
den dem letztem in Bezug auf die beiden erstem harmonisch 
eonjugierten Punkt zu bestimmen. 

183. Wir wollen die vorstehend entwickelten Regeln auf 
den Fall anwenden, wo A ein Inflexionspunkt ist und B der 
correspondierende Punkt, somit der Durchschnittspunkt der 
Iuflexioustangente mit der harmonischen Polare. Daun ist 
der Polarkegelschnitt von B ein durch A gehendes Linien- 
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paar und der von A besteht aus der Inflexionstangente und 
der harmonischen Polare. Um die Punkte zu finden, in 
welchen diese vier Linien die Cayley’sche Curve berühren, 
nehmen wir den Punkt, in welchem die Linie AB die 
Ilesse'sche Curve zum dritten mal schneidet, d. h. den Punkt 
7i, weil AB die Ilesse’sche Curve berührt, und die durch 
B gehende zu AB conjugierte Linie, in welcher die vier 
Berührungspunkte liegen , ist die harmonische Polare. Somit 
ist der Berührungspunkt, der Inflexioustangente mit derCay- 
ley 'sehen Curve ihr Durchschuittspunkt mit der harmonischen 
Polare oder (Art. 180.) die Cayley’sche und die Ilesse’sche 
Curve berühren einander, und haben die neun Inflexions- 
tangeuteu zu ihren gemeinschaftlichen Tangenten. Die Cay- 
ley’sche Curve als eine Curve dritter Classe ohne Singulari- 
täten hat neun Rückkehrpunkte und die eben entwickelte 
Construction zeigt, dass die harmonischen Polaren die neun 
entsprechenden Rückkehrtangenten sind. 

184. Es ist gezeigt worden, dass die Tangente der 
He 8 se 'sehen Curve in irgend einem Punkte A diese Curve 
ferner in dem Punkte I) schneidet, wo sie die Polare von A 
in Bezug auf die Curve dritter Ordnung trifft. Wir schliesseu 
daraus, dass die Tangente einer Curve dritter Ordnung in 
irgend einem Punkte A diese Curve Uberdiess in dem Punkte 
schneidet, wo sie die Polare von A in Bezug auf eine Curve 
trifft, die die gegebene zu ihrer Ilesse’schen Curve hat. 
Da eine solche Curve dritter Ordnung durch die Inflexions- 
punkte der gegebenen Curve geht, so ist ihre Gleichung von 
der Form 

ccU+ ßH = 0 


und die Gleichung der Polare eines beliebigen Punktes u\ in 
Bezug auf sie ist 


( dl/' . dU' , 

“ V r > 3£7 + *2 d, ' + *i 


dH ' 


, 0 ( dH' U1X | 

+ 0V*1 dx' + ** dg + *3 dx 


dU\ 
3 dx 7/ 
dir 


) 


0 . 


So ergiebt sich, dass der weitere Durchschnittspunkt einer 
Curve dritter Ordnung mit einer ihrer Tangenten durch Com- 
bination der Gleichungen — wir bezeichnen die Differentiale 
durch Indices — 
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X. U.' -|- X., IJ.f -j- X« XJn = 0 , 

xji; + x.h.: + xji; = 0 

bestimmt ist; in andern Worten, dass der Tangentialpunkt 
eines Punktes x{ in der Curve dritter Ordnung der Durch- 
schnittspunkt der Tangente der Curve mit der Polare des- 
selben Punktes in Bezug auf die Hesse’sche Curve ist; wir 
können auch direct die Coordinaten x { des Tangentialpunktes 
in Function der x[ ausdriieken, denn sie sind offenbar den 
Determinanten 

XJ 2 H 3 — U 3 H 2 , U,H t — (7,i/ 3 , U x B 2 — U 2 H, 
proportional, welche Functionen vierten Grades in den x[ sind. 
185. Die Polarlinien der Punkte einer gegebenen Geraden 
+ % 2 x 2 -f- % 3 x 3 = 0 

umhüllen einen Kegelschnitt, den wir als den Polarkegel- 
schnitt der Geraden bezeichnen können. Die Gleichung 
der Polare eines Punktes x/ kann in der Form 

XJ n x^' 2 U 22 x 2 - -f- U 33 x 3 ' 2 -{- 2 U n x 2 x 3 -f- 2 U 3l x 3 x( 

2 XJ n x t 'x 2 = 0 

geschrieben werden, und das Problem, die Enveloppe dieser 
Linie unter der Bedingung 

Si < + l 2 < + Z3Z3 = 0 

zu finden, ist identisch (Art. 96.) mit dem der Aufstellung der 
Bedingung, unter welcher eine gerade Linie einen Kegelschnitt 
berührt. Die Gleichung der fraglichen Enveloppe ist daher 
U„ + u„6,’ + U 33 g 3 J -f 2V 23 l 2 i 3 + 2u 3I 
+ 2 U 1j |,| 2 = 0 , 

wenn wir den U,* dieselbe Bedeutung beilegen wie den Am- 
in der Theorie der Kegelschnitte nämlich, dass 

Uh = U 22 U 3 3 XI 2 - 2 , U 2 j = XJ 33 XJ lt XJ 3 1 "■*, etc. 

sind; also Functionen zweiten Grades in den Coordinaten 
X{. Es ist ofl'enbar, dass der Polarkegelschnitt einer Linie 
auch als der Ort derjenigen Punkte hätte definiert werden 
können , deren Polarkegelsehnitte die gegebene Linie berühren. 

Wenn die Methode des Art. 88 . zur Bestimmung dieser 
Enveloppe angewendet wird, so hängt die Lösung von den 
Gleichungen 
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££||®l "I - ^I2®2 ~f" ££|J*3 == ^£l ? 

£^12^1 ”"f~ U<22^2 “j" ^23^3 1 ^ ^2 > 

££l3®l “1“ £^23^2 ~l~ £^33-®3 == ^ £3 

ab, welche nach Art. 324. der „Anal. Geom. d. Kegelsclin.“ 

die Gleichungen sind, durch welche der Pol der gegebenen 
Geraden in Bezug auf 

as,' 77, + a: 2 ' Z7 2 + a: 3 ' U 3 — 0 

bestimmt wird. Der Polarkegelschnitt einer geraden Linie 
ist also auch der Ort der Pole dieser Geraden in Bezug auf 
die Polarkegelschnitte aller ihrer Punkte, wie auch aus geo- 
metrischen Betrachtungen geschlossen werden konnte. 

186. Weil die Polarlinie eines Punktes einer Geraden in 
Bezug auf eine Curve dritter Ordnung dieselbe ist, wie die in 
Bezug auf das Dreieck der Tangenten der Curve in ihren n , 
Schnittpunkten mit diesen geraden L inien, so ist auch der , 
Polarkegelschnitt der Linie der nämliche in Bezug auf diess 
Dreieck, wie in Bezug auf die Curve. Wenn die fraglichen 
drei Tangenten durch 

x,x 2 x 3 = 0 

dargestellt sind, so wird der Polarkegelschnitt einer Linie 
(Art. 1G6.) als die Enveloppe von 

x { x 2 x 3 -f- x 2 x 3 x x ' -f- x 3 x { 'x 2 == 0 
unter der Bedingung 

8i*i' + £ 2*2' + £3*3' = 0 

gefunden; und diese ist (vergl. „Kegelschn.“ Art. 157.) 

+ (£.*»)* 

(£3*3)* = °- 

Man sieht daraus, dass 
für P, Q, Jt als die 
Schnittpunkte der 
Curve dritter Ordnung 
mit der gegebenen 
Geraden und für ABC 
als das von den ent- 
sprechenden "Tangen- 
ten der Curve gebildete Dreieck der Polarkegelschnitt der 
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geraden Linie die Seiten dieses Dreiecks in den Punkten 
I), E, F berührt, welche den Punkten P, Q, R in Bezug 
auf die Paare RU, CA, AR respective harmonisch conjugiert 
sind. Dass der Polarkegelschnitt durch die Tangenten der 
Curve dritter Ordnung in P, Q, R berührt wird , ist a priori 
offenbar, weil dieselben besondere Lagen der Linie sind, 
deren Enveloppe gesucht wird. 

187. Es folgt aus der Definition, dass die von einem 
Punkte aus an den Polarkegelschnitt einer Geraden gehenden 
Tangenten die Polaren der beiden Punkte sind, in denen der 
Polarkegelschnitt des Punktes die gerade Linie schneidet. 
Der Polarkegelschnitt eines Punktes schneidet somit eine ge- 
gebene gerade Linie in reellen oder nicht reellen Punkten, 
je nachdem der Punkt ausser- oder innerhalb des Polarkegel- 
schnitts der Geraden liegt, weil ein Punkt als ausserhalb 
eines Kegelschnitts gelegen bezeichnet wird, so lange von 
ihm zwei reelle Tangenten an denselben gehen. Wir haben 
schon früher bemerkt, dass für einen Punkt des Polarkegel- 
schnitts einer geraden Linie der Polarkegelschnitt diese gerade 
Linie berührt. 

Da nun speciell der Polarkegelsclinitt eines Doppel- 
punktes das Tangentenpaar der Curve in demselben ist, so 
liegt für den Polarkegelschnitt jeder beliebigen Geraden in 
Bezug auf eine Curve dritter Ordnung mit Knotenpunkt der 
Knotenpunkt ausserhalb, für den in Bezug auf eine Curve 
dritter Ordnung mit conjugiertem oder isoliertem Punkt inner- 
halb; hat die Curve aber einen Rüekkehrpunkt, so geht der 
Polarkegelschnitt jeder Geraden durch denselben hindurch. 

188. Aus den vorhergehenden Definitionen und aus 
Art. 136. folgt, dass für die gegebene Linie als die unend- 
lich entfernte Gerade der Ebene der Polarkegelschnitt zu er- 
klären ist als die Enveloppe der Durchmesser der Curve 
dritter Ordnung, als der Ort der Centra der Diametralkegel- 
schnitte derselben und als der Ort derjenigen Punkte, deren 
Polarkegelschnitt eine Parabel ist. Seine Gleichung wird ge- 
funden, in dem man in der Formel des Art. 185. jj, und 
gleich Null setzt, und ist somit 

U l;t = 0 oder U u U n — U vl i = 0. 
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Und man sieht aus Art. 186., dass diess die Gleichung der 
Ellipse ist, welche die drei Seiten des Dreiecks der Asymp- 
toten in ihren Mittelpunkten berührt. 

189. Wenn die gegebene Gerade die Curve dritter Ord- 
nung berührt, so fällt sie, weil sie selbst die Polare des Be- 
rührungspunktes ist, mit einer der Lagen der umhüllenden 
Linie des Art. 185. zusammen und berührt also den Polar- 
kegelschnitt; und eine gerade Linie kann ihren Polarkegel- 
schnitt in Bezug auf eine Curve dritter Ordnung ohne singu- 
lären Punkt nur in dieser Voraussetzung berühren. Deshalb 
kann hiervon zur Bildung der Gleichung der Curve dritter 
Ordnung in Linieneoordinaten Gebrauch gemacht werden. 
Weil TT,, , U 22 , . . . Functionen zweiten Grades in den Coor- 
dinaten sind, so kann die Gleichung 

U„I, 2 H = 0 

des Polarkegelschnitts in der Form 

+ U 22 V + U 33 V + 2u n 'z,x, + 2TJ. M ’x 3 x t 

-f 2V^x l x. i = 0 

geschrieben werden, wo U,,', . . . Functionen vom zweiten 
Grade in den g, sind ; und die Bedingung , unter Welcher der- 
selbe die gerade Linie berührt, ist 

(u 22 'u 33 ' - u 23 '*) H = 0, 

vom sechsten Grade in den die Bedingung der Be- 
rührung der Geraden mit der Curve dritter Ordnung. 

Wenn die gegebene Gerade die Cayley’sche Curve be- 
rührt, so geht, weil sie mit einer andern geraden Linie zusam- 
men den Polarkegelschnitt eines gewissen Punktes bildet, der 
Polarkegelschnitt jedes ihrer Punkte durch diesen Punkt und 
die Enveloppe des Art. 185. reduciert sich folglich auf einen 
Punkt. 

190. Indem wir zur Betrachtung von zwei Curven drit- 
ter Ordnung 27=0, F=0 vorgehen, erörtern wir zuerst das 
Problem der Bestimmung eines Punktes, der in Bezug auf 
beide dieselbe Linie zur Polare hat, oder was dasselbe ist, 
dessen Polare in Bezug auf alle die Curven dritter Ordnung 
U -(- A V = 0 dieselbe ist. Damit 

ar, U, x 2 + x 3 U 3 = 0 

S alinon, Höhere Curven. 13 
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nnd 

x t F, x t V t + x 3 V.j = 0 
dieselbe gerade Linie darstelleu, müssen wir haben 

U, __ U t U_ 3 

V, V, V, 

oder 

U t V,~ U 2 V t = 0, i7 2 F 3 — TJ 3 V.j — 0, U : ,V t -U,V 3 = 0; 

und wir ersehen aus der ersten Form dieser Gleichungen, dass 
die drei Gleichungen in der zweiten Form zwei Gleichungen 
äquivalent sind, und dass die Curven vierter Ordnung, welche 
die Gleichungen der zweiten Form repräsentieren, gemeinsame 
Punkte besitzen müssen. Es sind aber nicht alle ihre Durch- 
schnittspunkte ihnen gemeinsam, weil alle die Werthe, welche 
Zähler und Nenner irgend eines der drei Brüche verschwin- 
den machen, zweien der resultierenden Gleichungen genügen, 
aber nicht der dritten Gleichung. Rechnen wir also von den 
sechszehn gemeinsamen Punkten zweier Curven dritter Ord- 
nung, z. B. den durch die ersten beiden Gleichungen darge- 
stellten, die der dritten nicht auch angehörigen ab, nämlich die 
vier den Kegelschnitten U Q — 0, F 2 = 0 gemeinsamen, so 
bleiben die zwölf Punkte übrig, welche allen gemeinsam sind 
und das vorgelegte Problem lösen. Wir wollen bemerken, 
dass allgemein für die U,- als Functionen m Un und die F,- als 
Functionen n 1 '" Grades in den Coordinaten das System 

U i .:V i = U 2 :V i =U 3 iV 3 

drei Curven der Ordnung (m -(- n ) darstellt, welche 
m* -f- mn + n* 

gemeinschaftliche Punkte haben. 

190. Weil die Discriminante einer cubischen Form vom 
zwölften Grade in den Coefficienten derselben ist (Art. 69.), 
so giebt es im Allgemeinen zwölf Werthe von X, für welche 
die Discriminante von 

U+ 1F=0 

verschwindet, weil die Bestimmungsgleichung für X durch 
Substitution von a -f- Xu für jeden Coefficienten a als eine 
Gleichung zwölften Grades erhalten wird. (Vergl. „Anal. 
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Geom. d. Kegelschn.“ Art. 270.) Die Coordinaten des Doppel- 
punktes in irgend einer durch die vorige Gleichung darge- 
stellten Curve dritter Ordnung genügen nach Art. 69. den 
drei Gleichungen 

U, + A F, = 0, U 2 + A V 2 = 0, U 3 + A Pj = 0. 

Und das System von Gleichungen, welches durch die Elimi- 
nation von A zwischen je zweien derselben entsteht, ist genau 
das des vorigen Artikels, sodass mau den Satz erhält: Durch 
die Durchschuittspunkte zweier Curven dritter 
Ordnung £7 = 0, V — 0 gehen zwölf Curven dritter 
Ordnung mit singulärem Punkt und die Polare eines 
jeden der zwölf Punkte ist dieselbe für alle Curven 
des ßüschels £7 -j- A V — 0. Diese Punkte sind die kri- 
tischen Centra des Büschels genannt worden, 

192. Wenn drei Curven dritter Ordnung 
£7=0, F = 0, W = 0 

gegeben sind, so genügen die Coordinaten des Doppelpunktes 
irgend einer Curve dritter Ordnung in dem System 

MJ+ pV+vW=Q 

— Netz oder Bündel, Gebilde zweiter Stufe — den Gleichungen 
A U, + ft F, -f v W, = 0, A £7 } + ft F 2 + v W. 2 = 0, 

* U 3 -j- P v a + v W 3 = 

und durch Elimination von A , p, v erhalten wir als den Ort 
dieser Doppelpunkte die Jacobi’selie Curve des Netzes 

u, (F 2 W, - F 3 W 2 ) + U 2 (V, W x - F, W 3 ) 

+ U 3 (F, TFj — V 2 TF,) — 0. 

Wenn die drei Curven dritter Ordnung 

£7=0, F = 0, W = 0 

einen gemeinsamen Punkt haben, so ist dieser ein Doppel- 
punkt in ihrer Jacobi’schen Curve; denn wenn die in x 
und y niedrigsten Glieder in £7, F, W respective sind 

ax-\-ly, dx-\-b'y, ax-\-b"y, 

so sind die in die Jacobi’sche Determinante eintretenden 
Glieder unter dem zweiten Grade in x und y 

13 * 
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«, b, ax -f- ly 
a, V, a x -f- b'y 
a , b , a x b y 

und ihre Gesanmitheit verschwindet identisch. Daher ist der 
Ort der Doppelpunkte aller Curven dritter Ordnung mit Doppel- 
punkten, welche durch sieben feste Punkte möglich sind, eine 
Curve sechster Ordnung, die diese sieben Punkte zu Doppel- 
punkten hat, weil mau 

*7=0, K = 0, JF=0 

als irgend drei der durch diese sieben Punkte gehenden 
Curven dritter Ordnung denken darf. Und die Doppelpunkte 
der Curven dritter Ordnung durch acht gegebene Punkte 
können als die gemeinsamen Punkte zweier Oerter sechster 
Ordnung bestimmt werden , welche im eben bezeichnetcn 
Sinne den ersten sieben und den letzten sieben gegebenen 
Punkten entsprechen; da sie sechs gemeinschaftliche Doppel- 
punkte besitzen , so ist die Anzahl ihrer übrigen gemeinsamen 
Punkte = 36 — 24,- d. h. zwölf, in Uebereinstimmung mit 
dem Resultat des letzten Artikels. 

193. ln manchen Fällen kann die Lage einiger unter 
den zwölf kritischen Centren leicht nachgewiesen werden. 
So ist es für das System 

lx t x t Xj -f- u v w = 0, 

wo 

« = 0 , v = 0 , w = 0 
gerade Linien darstellen; denn • 

x t XjX 3 = 0 und uvw = 0 
sind Curven des Systems und ihre Doppelpunkte 
x t x 2 — 0, XjX^ — 0, x 3 x t =0 ; 

UV = 0 , VW = 0, Wtl<= 0 

sind Doppelpunkte desselben und somit sechs von seinen kri- 
tischen Centren. Wir wollen etwas genauer das System 
Xx i x i x 3 -f- ti*o = 0 

untersuchen, indem wir zeigen, dass es ausser den Puukten 

x t x it x. 2 x 3 , x 3 x, , uv 

nur drei kritische Centra hat; es ist diess dieselbe Gleichung, 
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aus welcher für den Fall, wo u — 0 die unendlich entfernte 
Gerade ist, und also v = 0 ihre beigeordnete Gerade, ferner 
x, =0, x 2 — 0, x 3 = 0 

die Asymptoten der Curve sind, von Pliicker eine Classi- 
fication der Curven dritter Ordnung hergeleitet worden ist. 
Wir können für irgend eine Lage der Linien 
, x l = 0, x 2 = 0, x 3 = 0, v — 0 
die Formen studieren, welche die Curve annimiut für ver- 
schiedene Wertlie des Parameters A; und mau übersieht leicht, 
dass jeder Curve mit Knotenpunkt in der Reihe ein Formen- 
wechsel der Curven entspricht. So sahen wir in Art. 39., 
dass eine Curve dritter Ordnung mit isoliertem Punkt der 
Grenzfall einer Curve ist, die ein Oval als Theil enthält; 
und wenn für einen gewissen Werth der Constauten die 
Curve zwei reelle Aeste hat, die sich in einem Knotenpunkt 
durchschneiden, so macht das Beispiel der Kegelschnitte 
leicht deutlich, dass für ein kleines Wachsthum im Wertlie 
der Constauten die Curve getrennte Theile in zweien der 
durch die vorher sich schneidenden Aeste gebildeten Scheitel- 
winkel und für eine geringe Abnahme desselben Werthes ge- 
trennte Theile im andern Paar dieser Scheitelwinkel zeigen 
kann. Daraus erhellt die Wichtigkeit der kritischen Centra 

$ 

für diese Art der Untersuchung der Formen der Curven 
dritter Ordnung. 

194. Weil die Polare irgend eines Punktes in Bezug auf 
v?v = 0 durch den Punkt- 

u = 0, v — 0 

geht, so muss jeder Punkt, der dieselbe Polare in Bezug auf 
x l x 2 x 3 — 0 

hat, im Polarkegelschnitt von 

u — 0, v — 0 

in Bezug auf 

x , x 2 x 3 = 0 

liegen und dieser letztere ist daher a priori ein Ort der kri- 
tischen Centra. Um dieselben vollständig zu bestimmen, 
setzen wir 

tt *= Xf -\- x 2 x 3 , v hu a, x t -)- a 2 x 2 u 3 x 3 , 
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und bemerken iiberdiess, dass unser Resultat in passendster 
Form erscheint, wenn wir 

lx i x 2 x 3 -f- u‘v 

vor der Differentiation durch it 2 dividieren ; denn wir erhalten 
dann durch die Differentiation nach x, , x 2 , x 3 respective 

1 X t X 3 (X, — X 4 — X ,) XX,X, (X, — X, — X,) 

(X, + Xj -f x 3 ) s 1 ’ (x, + x, + x ,) 1 2 ’ 

H X,X, (X , — X| — x,) _ 

_ (X, + X, -f »j) S _ a3> 

also 

CL | Xj Ä>2 ®3 # 

— Xf — *Cj iC| 3?3 — 3^3 *C| «Z-2 ^ 

und die Form der Gleichungen zeigt, dass das Problem auf 
die Auffindung der kritischen Centra eines Systems von zwei 
Kegelschnitten zurückgeführt ist und dass die drei geforder- 
ten Punkte die Ecken des gemeinschaftlichen sich selbst con- 
jugierten Dreiecks oder das gemeinsame Tripel harmonischer 
Pole der Kegelschnitte 

a, x , 2 -f- a 2 x 2 2 -f- a 3 x 3 2 = 0 , 
a;, 2 -(- + * 3 2 — 2x 2 x 3 — 2x :i x l — 2x t x 2 — 0 

sind; wo überdiess der letztere’ Kegelschnitt der Polarkegel- 
schnitt von m = 0 in Bezug auf 

x t x 2 x 3 — 0 

ist, d. h. insbesondere für w als unendlich entfernt der das 
Asymptoten - Dreieck in den Mittelpunkten seiner Seiten be- 
rührende Kegelschnitt. Es können zwei kritische Centra zu- 
sammenfallen , wenn dieser Kegelschnitt von dem andern 
a, x, 2 -(- a 2 x.? -f- a 3 x 3 2 — 0 

berührt wird , d. li. der Ort solcher kritischer •Doppelcentra 
ist der Polarkegelsclmitt von n — 0 für 
x t x 2 x 3 0. 

Die Bedingung der Berührung dieser beiden Kegelschnitte 
ist aber nach der gewöhnlichen Regel 

{a 2 a 3 + fl : , a, + «, a 2 ) 3 = 27 a, 2 a 2 2 a 3 2 , 

oder unter Ersetzung der a< durch die 

sr 1 + §r* + e, - 4 = o } 
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diess ist die Tangentialgleiehung der Enveloppe der beglei- 
tenden Geraden von u — 0 fiir das Zusammenfällen von zwei 
kritischen Gentren; sie entspricht (vergl. das Beispiel des 
Art. 90.) der Gleichung in Punktcoordinaten 

Xfi -+- x 3 { -(- x 3 \ = 0 34 ). 

195. Ein beliebiger Punkt der Curve 
lx l x i x 3 -f- u z v = 0 
kann als Durchschnitt von x 3 = 0y mit 
9 i.x l x 2 -f- u 2 = 0 

bestimmt werden. Für u = 0 als die unendlich entfernte 
Gerade bezeichnet die letztere Gleichung ein System von Hy- 
perbeln, welche 

x i — 0 , x 3 — 0 

zu Asymptoten haben, und nach einer bekannten Eigenschaft 
der Hyperbel haben somit die durch diese Hyperbeln in einer 
geraden Linie x 3 = 9i> bestimmten Segmente einen gemein- 
schaftlichen Mittelpunkt, nämlich den Berührungspunkt dieser 
Linie mit einer der Hyperbeln des Systems. Wenn die gerade 
Linie x 3 — Qv die Curve dritter Ordnung berührt oder durch 
einen ihr angehörigen Doppelpunkt geht, so muss sie die 
Hyperbel berühren und im letztem Falle ist das kritische 
Centrum eben der Berührungspunkt. Wenn man also eines 
der kritischen Ceutra mit den im Endlichen liegenden Schnitt- 
punkten der Asymptoten mit der Curve durch gerade Linien 
verbindet, so sind die übrigen kritischen Centren die Mittel- 
punkte der Sehnen, welche die Curve dritter Ordnung in 
diesen Linien bestimmt. 


III. Abschnitt. 

.Classification der CurTen dritter Ordnung. 

196. Wir wollen zuerst zeigen, dass die Gleichung jeder 
Curve dritter Ordnung in die Form 
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x i x . i * = axp 3 -(- 3 bx^ 1 x :K -f- ScXfX^ -(- dx 3 3 

gebracht werden kann. Jede reelle Curve dritter Ordnung 
hat einen reellen Inflexiouspunkt, weil die nicht reellen in 
Paaren auftreten müssen und die Gesammtzahl der Inflexions- 
punkte in allen Fällen ungerade ist, nämlich nach Art. 148. 
neun, drei oder eins. Denken wir nun die Gerade x :i — 0 
als Tangente im Inflexionspunkt, und = 0 als eine andere 
durch diesen Punkt gehende Gerade, so nimmt die Gleichung 
der Curve nnch Art. 51., VII. die Form 

x 3 cp — ax, 3 

an, in welcher cp eine Function zweiten Grades istj setzen 
wir 

x 2 J -f- 2 lx 2 x 3 -f- 2 mx J x l -f- px, 3 -f- 2 qx t x 3 -f- rxj. 

Indem wir daun die Fundameutallinie x. x so verändern , dass 
das neue x 2 die Gerade 

x, -\- Ix 3 -f- mx t — 0 

des ersten Systems ist, bewirken wir das Verschwinden der- 
jenigen Glieder von cp, die x 2 nur im ersten Gerade enthal- 
ten, und die Gleichung nimmt die vorausgesetzte Form an. 
Die geometrische Bedeutung der ausgeführten Transformation 
ist, dass wir für x K = 0, wie gesagt, die Tangente in einem 
reellen Inflexiouspunkt x t = 0, x 3 = 0 und für x. t = 0 die 
harmonische Polare (Art. 171.) dieses Inflexiouspunktes wäh- 
len; denn wenn wir untersuchen, wo eine durch den lu- 
flexionspuukt gehende Gerade die durch die obige Gleichung 
dargestellte Curve schneidet, so erhalten wir durch die Sub- 
stitution *3 = Aa:, für x x Werthe, welche die Form + fix, 
haben, und damit zeigen, dass die Schnittpunkte dieser Gera- 
den mit der Curve in Bezug auf den Inflexiouspunkt und 
ihren Schnittpunkt mit der Linie x x — 0 harmonisch conju- 
giert sind. 

197. Bei der Classification von Curven können diejenigen 
Unterscheidungen als fundamental betrachtet werden, 
welche unzerstörbar sind durch Projection, oder mit 
andern Worten, welche nicht nur Curven sondern Kegel der- 
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selben Ordnung von einander unterscheiden. Unter den Curven 
zweiter Ordnung giebt es solche Unterschiede nicht, weil nur 
eine Art von Kegeln zweiten Grades existiert. Um zu er- 
kennen, ob solche Unterschiede für die Curven dritter Ord- 
nung existieren, reicht es hin, die Form ihrer Gleichung, in 
welche nach dem Beweis des letzten Artikels die Gleichung 
jeder solchen Curve übergeführt werden kann, darauf zu 
untersuchen, ob und welche durch Projection unzerstörbare 
Verschiedenheiten zwischen den durch sie dargestellteu Cur- 
ven existieren. Und da es sich nur um Verschiedenheiten 
handeln soll, welche durch Projection unzerstörbar sind, so 
können wir die Gerade x 3% = 0 im Unendlichen voraussetzen 
und die Form 

X.J 2 = ax t 2 -)- 3bx t 2 -f- 3c#, -j- d 

oder 

y 2 = ax x -f 3 bx 2 -f- 3 c#- <1 

diseutieren, als eine solche, welche eine Projection jeder ge- 
gebenen Curve dritter Ordnung darstellt. Wir bemerken, 
dass für einen im Unendlichen gelegenen Inflexionspuukt ein 
System durch ihn gehender Sehnen zum System paralleler 
Ordinaten und seine harmonische Polare zu einem dieselben 
halbierenden Durchmesser wird, wie denn in der That die 
obige Gleicliuug für jeden Werth von x zwei gleiche und 
entgegengesetzte Werthe von y liefert. 

Die vorige Gleichung ist früher in Art. 39. zum Theil 
discutiert worden und aus dem dort Gesagten erhellt, dass 
die durch sie dargestellteu Curven in folgende fünf Haupt- 
Classen getheilt werden können : Die rechte Seite der Glei- 
chung kann in drei ungleiche Faetoreu zerlegbar sein und 
diese Factoreu können (I) alle reell sein. Die Curve besteht 
dann aus einem Oval und einem unendlichen Ast (Art. 39.). 
Oder (11) zwei Factoren sind nicht reell und der dritte Factor 
allein ist reell; das Oval verschwindet und der unendliche 
Ast bleibt allein übrig. 

Die rechte "Seite der Gleichung ist zerlegbar in zwei 
gleiche Factoren und. einen dritten davon verschiedenen Factor, 
also von der Form ( x — a)' 1 (x — ß ). Dem entspringen die 
Fälle (III), a < ß, das Oval ist auf einen isolierten oder cou- 
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jugierten Tunkt reduciert; und (IV) a > ß, die Curve hat 
einen Knotenpunkt, das Oval und der unendliche Ast bilden 
eine continuierliche sich selbst durchschneidende Curve. 

Die Factoren der rechten Seite sind sämiutlich gleich 
(V) und die Curve hat einen stationären oder Rückkehrpunkt 
(Art. 39.). 

Newton hat den in diesem Artikel betrachteten Curven 
den Namen divergierende Parabeln gegeben und sein soeben 
begründeter Satz® 5 ) über dieselben sprach aus, dass jede 
Curve dritter Ordnung in eine der fünf divergie- 
renden Parabeln projiciert werden kann. 

198. Anstatt wie im letzten Artikel vorauszusetzen, dass 
die stationäre Tangente in unendlicher Ferne projiciert sei, 
können wir auch die harmonische Polare so projiciert voraus- 
setzen •, der Inilexionspunkt wird dann ein Centrum und jede 
durch ihn gehende Sehne wird in ihm halbiert. Vertauschen 
wir in der Gleichung des Art. 196. die Variabein a; 3 und x 2 
und setzen wir dann x 3 = 1 und ebenso wie dort 

x { = x , x 2 = y 

so erhalten wir die Gleichung für diesen Fall 

y == ax 3 -f- 3 bx 3 y -f- 3 cxiß -f- dy 3 , 

die Gleichung einer Centraleurve. (Art. 132.) Wie im vorigen 
Artikel erkennen w T ir daraus die Existenz von fünf Arten der 
Centralcurven nach der Natur der Factoren der rechten Seite 
dieser Gleichung und begründen so die von Chasl es 36 ) gegebene 
Ergänzung des Newton’schen Satzes, dass nämlich jede 
Curve dritter Ordnung in eine der fünf Centralcur- 
ven dieser Ordnung projiciert werden kann. 

199. Entsprechend diesen fünf Arten der Curven dritter 
Ordnung giebt es fünf wesentlich verschiedene Arten von 
Kegeln dritter Ordnung. Ein Kegel von irgend einer Ord- 
nung kann zwei verschiedene Formen seines Mantels dar- 
bieten, nämlich 1) einen Mantel, welcher eine concentrische 
Kugel in zwei geschlossenen Curven so schneidet, dass jedem 
Punkte der einen Curve ein Punkt der andern Curve diame- 
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tral gegenüber liegt — wie eben der Kegel zweiter Ordnung 
es zeigt; und 2) einen Mantel, welcher eine concentrisehe 
Kugel in einer geschlossenen Curve schneidet, so dass jedem 
Punkte der Curve ein anderer Tunkt der Curve diametral 
gegenüber liegt — die Ebene bietet das Beispiel eines sol- 
chen Kegels. Der Parabel (I) des Art. 197. entspricht ein 
Kegel, welcher einen Mantel der ersten und einen Mantel 
der zweiten Art vereinigt, der der Parabel (II) entsprechende 
zeigt nur den Mantel der zweiten Art. Die Singularitäten, 
des Knotenpunktes, des isolierten und des stationären Punk- 
tes übertragen sich natürlich auf die Kegel. 

Die eben besprochene Classification der Kegel dritter 
Ordnung kann leicht weiter fortgesetzt werden, wenn man will, 
Bei den Kegeln zweiter Ordnung giebt es nicht allein nur 
eine Art, sondern mit einigen Einschränkungen können auch 
je zwei gegebene Curven zweiter Ordnung als Schnitte eines 
und desselben Kegels angesehen werden. Diess ist nicht der 
Fall bei Curven dritter Ordnung; wir haben in Art. 168. ge- 
sehen, dass jede Curve dritter Ordnung eine gewisse nume- 
rische Characteristik hat, das Doppelverhältniss der vier Tan- 
genten, welche von irgend einem Punkte der Curve an die- 
selbe gehen, und welches durch das Verhältniss der Inva- 
rianten S 3 : T 2 der biquadratischen Form ausgedrückt wird, 
welche diese Tangenten bestimmt. Weil diese Characteristik 
durch Projection unverändert bleibt, so können zwei Curven 
dritter Ordnung, für welche sie nicht denselben Werth hat, 
nicht aus demselben Kegel gechnitten werden; und der frag- 
liche Parameter kann somit als eine Characteristik nicht nur 
der Curve, sondern auch des Kegels dritter Ordnung be- 
trachtet werden, aus welchem jene geschnitten ist. Die fünf 
Arten voll Kegeln dritter Ordnung, welche wir aufgezählt 
haben, können daher nach dem Wertlie dieses Parameters 
beliebig weiter eingetheilt werden. Man hat solche Unterein- 
theilungen gemacht, aber es kann ihre weitere Besprechung 
hier erspart werden. Im letzten Abschnitt dieses Kapitels 
werden jedoch die Fälle S = 0, T — 0 discutiert werden und 
es ist dafür hiermit festgestellt, dass dieselben Familien nicht 
nur von Curven, sondern von Kegelflächen dritter Ordnung 
repräsentieren. 


Digitized by Google 



204 


200. Wir wollen nun etwas genauer als in Art. 30. die 
Figur der Curve dritter Ordnung untersuchen, welche die in 
Art. 107. betrachtete Gleichung ausdriickt; dazu erscheint es 
zweckmässig, den Coordinatenanfang in die Mitte des Durch- 
messers des Ovals zu legen, so dass die Gleichung in der 
Form 

ay 2 — (x 2 — »»*) (x — n) 

geschrieben werden kann, mit n > m. Durch Differentiation 
finden wir, dass die den Maximalwerthen von y entsprechen- 
den Werthe von x — für Punkte, deren Tangente der Axe 
der x parallel ist — - durch die Gleichung 

3x 2 — 2 hx — w»* = 0 
bestimmt sind, also 

x = | {n + //(n 2 -f- 3#»*) }. 

Wenn wir der Wurzel das negative Zeichen geben, so 
erhalten wir den dem höchsten Punkte des Ovals entsprechen- 
den Werth der Abscisse und wir sehen aus dem negativen 
Zeichen desselben, dass das Oval nicht wie die Ellipse in 
Bezug auf beide Axen symmetrisch ist; sein höchster Punkt 
liegt auf derjenigen Seite der Axe, auf der sich der unend- 
liche Ast nicht befindet. Das Oval ist symmetrisch in Bezug 
auf die Axe der x, nicht in Bezug auf die Axe der y, es 
steigt steiler auf an der einen und weniger steil au der andern 
Seite derselben. Je grösser n für einen gegebenen Werth 
von m ist, d. h. je grösser im Verhältniss die Distanz zwi- 
schen dem Oval und dem unendlichen Aste wird, desto mehr 
nähert sich das Oval der elliptischen zweifach symmetrischen 
Form, während anderseits seine Abweichung von dieser am 
grössten ist, wenn es sich mit dem unbegrenzten Theil zu- 
sammenschliesst, d. li. wenn die Curve einen Knotenpunkt 
hat; dann hat die Ordinate des höchsten Punktes ihren Fuss- 
punkt in einem Drittel der Axe. 

Wenn wir der Wurzel das positive Zeichen beilegen, so 
liegt der entsprechende Werth von x zwischen in und n und 
der zugehörige Wert!) von y ist nicht reell. Dazu zeigt die 
Form der Gleichung, dass der Berührungspunkt der Curve 
mit der unendlich fernen Geraden in der Geraden x = 0 — 
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nicht wie bei der Parabel y' ! = p x in der Genaden y = 0 — 
gelegen ist; die unendlichen Aeste der Curve dritter Ordnung 
nähern sich fortwährend dem Parallelismus mit der Axe y 
und es muss daher in endlicher Entfernung auf jeder Seite 
des Durchmessers ein Inflexionspunkt liegen, in welchem die 
Curve aus der Concavität gegen die Fig. 3 i. 

Axe x in die Convex ität übergeht. Da- 
her der Name „divergierende Parabel". 

Die Form der Curve ist dann durch das 
Oval in Verbindung mit dem in der 
Figur rechts liegenden unendlichen Ast 
bezeichnet. 

Wenn aber in der Gleichung -{- tn 2 
statt — tn 2 steht, so giebt es kein Oval 
und der unendliche Ast ist entweder von der rechts oder von 
der links in der Figur angezeigten Form, d. h. es giebt oder 
es giebt nicht Punkte, für welche y ein Maximum ist und 
in welchen die Tangente der Axe x parallel geht, natürlich 
je nachdem 3«t 2 ^ ri 1 ist. Und es existiert überdiess der 
Uebergangsfall 3m 2 = n 2 , in welchem an jeder Seite der Axe 
x ein Inflexionspunkt mit zu ihr paralleler Tangente liegt. 

Die Figuren der mit singulärem Punkt begabten Formen 
dürften eine weitere als die schon im Art. 39. gegebene Er- 
läuterung nicht nöthig machen. 

201. Wir kehren zu dem Falle zurück, in welchem die 
Curve ein Oval hat. Es ist offenbar, dass im Allgemeinen 
eine gerade Linie eine geschlossene Figur in einer geraden 
Zahl reeller Punkte schneiden muss, und dass daher jede 
gerade Linie, die das Oval der Curve dritter Ordnung ein- 
mal trifft, es noch zum zweiten mal und nicht öfter schnei- 
den muss; denn eine Linie, die nach dem Innern des Ovals 
eintrat, muss dasselbe beim Austritt wieder durchsetzen und 
sie kann das Oval der Curve dritter Ordnung nicht viermal 
schneiden. Jede solche Gerade muss daher überdiess den un- 
begrenzten Theil der Curve einfach schneiden. Es folgt auch, 
dass keine Tangente der Curve das Oval ferner schneiden 
kann und daher, dass keiner der Inflexionspunkte im Oval 
liegen kann. Die Ansicht der Figur lehrt, dass von jedem 
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ausserhalb des Ovals gelegenen Punkt zwei Tangenten an 
dasselbe gehen. 

Das Oval erscheint somit als eine stetige Reihe von Punk- 
ten, aus deren keinem, ausser der Tangente im Punkte selbst, 
eine reelle Tangente an die Curve gezogen werden kann; es 
ist daher jede Curve dritter Ordnung, die ein Oval enthält, 
von der im Art. 108. bezeichneten Chasse, wo die vier Tan- 
genten von jedem Punkte der Curve an dieselbe entweder 
sämmtlich reell oder sämmtlich nicht reell sind. Die Tan- 
genten aus den Punkten des Ovals sind sämmtlich nicht reell, 
die Tangenten aus jedem Punkte des unendlichen Astes sind 
sämmtlich reell, zwei gehören dem Oval und zwei andere 
dem unendlichen Aste selbst an. In der That, jede Tangente 
in einem Punkte des unendlichen Astes muss denselben 
weiterhin schneiden, weil der dritte ihr und der Curve ge- 
meinsame Punkt nicht in dem Oval liegen kann. 

202. Das eben gesagte kann dazu dienen, die wesent- 
liche Eigenschaft der Unicursal-Curven oder Curven vom Ge- 
schlecht Null zu erläutern. (Art. 44.) Die Coordinaten eines 
Punktes in einer solchen Curve können rational als Functionen 
eines Parameters ausgedrückt werden, so dass wir alle Punkte 
der Curve in einer stetigen Folge mit stets reellen Coordi- 
naten erhalten, indem wir diesen Parameter in stetiger Folge 
alle Werthe vom negativ Unendlichen bis zum positiv Un- 
endlichen durchlaufen lassen. Im gegenwärtigen Beispiel ist es 
im Gegentheil geometrisch evident, dass wir von irgend 
einem Punkte im Oval aus stetig fortschreitend zu ihm selbst 
zuriiekkommen, ohne durch irgend einen Punkt des unend- 
lichen Astes zu gehen; und es ist algebraisch unmöglich, die 
Coordinaten irgend eines Punktes in Function eines Parame- 
ters anders als mit Hilfe einer Wurzelgrösse auszudrückeu. 
Wir können z. B. setzen 

e = 1, x = 0, y = V(a& 3 + 3 60 2 + 3c6 + d). 

Wir nennen dämm die betrachtete Curve eine zweitheilige 
Curve, nämlich aus zwei getrennten stetigen Punktreihen be- 
stehend. 

Eine Curve der zweiten im Art. 197. betrachteten Art 
hat kein Oval und ist eintheilig, weil alle reellen Punkte 
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der Curye in einer stetigen Reihe einander folgen; aber die 
Curve ist nicht ans diesem Grunde unicursal oder vom Ge- 
schlecht Null, denn die Goordinaten eines Punktes können 
nicht rational in Function eines Parameters ausgedriiekt wer- 
den; eine eintheilige Curve ist etwa ebenso wenig nothwen- 
dig unicursal, wie eine Gleichung, die nur eine reelle Wurzel 
hat, nothwendig eine lineare Gleichung ist. Eine Curve 
dritter Ordnung mit Knotenpunkt anderseits ist unicursal und 
eintheilig, alle Punkte der Curve folgen einander in einer 
bestimmten Ordnung in einfacher Reihe. Die Curve kann 
aber auch als aus einer Schleife und einem durch dieselbe in 
zwei Theile getrennten unendlichen Ast zusammengesetzt be- 
trachtet werden; dann zeigt die Begründung des Art. 201., 
dass in der Schleife kein Inflexionspuukt liegen und keine 
'Tangente dieselbe iiberdiess schneiden kann. Die Schleife 
enthält daher eine Reihe von Punkten, von deren keinem 
eine reelle Tangente an die Curve geht; während von jedem 
andern Punkte der Curve aus zwei reelle Tangenten an die 
Curve gehen, von denen die eine den Berührungspunkt in 
der Schleife, die andere im unendlichen Ast hat. So sind 
auch eine Curve dritter Ordnung mit isoliertem Punkt und 
eine solche mit Rückkehrpunkt gleichzeitig eintheilig und 
vom Geschlecht oder Defect Null. 

203. Nachdem wir die Curven dritter- Ordnung in fünf 
Arten getheilt haben, gehen wir dazu weiter, diese Arten in 
Species zu theilen nach der Natur ihrer unendlichen Aeste. 
Es ist offenbar, dass wir in jeder Art wenigstens vier Species 
haben werden, je nachdem die unendlich ferne Gerade die 
Curve schneidet a) in drei reellen und verschiedenen Punk- 
ten, b) in einem reellen Punkte und zwei nicht reellen , c) in 
einem reellen «wl und zwei zusammenfallenden Punkten, 
d) in drei zusammenfallenden Punkten. Wir müssen aber 
überdiess für die Curven dritter Ordnung mit einem singu- 
lären Punkt bei c) unterscheiden, ob die unendlich ferne 
Gerade eine eigentliche Tangente der Curve ist oder ob sie 
durch den Doppelpunkt derselben geht; und im Falle der 
Curven mit Knoten oder Rückkehrpunkt bei d), ob die unend- 
lich ferne Gerade Tangente in einem Inflexionspunkt oder ob 
sie Tangente im Rückkehrpuukt oder eine Tangente im Doppel- 
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Doppelpunkt ist. Weiter ist es im Falle der zweiteiligen 
Curve dritter Ordnung oder der mit einem isolierten Punkt 
versehenen von Wichtigkeit bei a) und c) zu unterscheiden, 
ob die drei Punkte der Curve in der unendlich fernen Gera- 
den sämmtlieh zum unendlichen Ast, oder ob zwei von ihnen 
zum Oval oder der Schleife gehören , und nur der dritte zu 
dem unendlichen Aste. Die so in den Formen der Curve auf- 
tretenden Unterschiede sind so gross, dass die beiden Fälle 
wohl als verschiedene Species zu fassen sind. Aber damit 
sind auch die Verschiedenheiten aufgezählt, welche im Fol- 
genden als Gründe für die Unterscheidung der Species be- 
nutzt worden sind. 

Die einzigen andern Verschiedenheiten, welche ähnliche 
Ansprüche zu einer solchen Geltung haben dürften , betreffen 
die Frage, ob die unendlich fernen Punkte der Curve sämmt- 
lich gewönliche Punkte oder ob einer ein Inflexionspunkt oder 
alle drei Inflexionspunkte sind. Da aber die Veränderungen 
geringer sind, welche durch sie in den Formen der Curve 
bedingt werden, und eine geringere Zahl der Species höchst 
wünschenswerth ist, so habe ich vorgezogen, die Curven nur 
nach den vorerwähnten Gesichtspunkten zu classificieren und 
die auf den letztgedachten Umstand zu gründende Unter- 
scheidung als Varietät statt als Species zu behandeln. 

Es erhellt übrigens, dass es in. einigem ßetracht willkür- 
lich ist, wie viel Species von Curven dritter Ordnung unter- 
schieden werden sollen, und dass Viel von dem Gesichtspunkt 
abhängt, unter welchem sie studiert werden. 

204. Für den Fall, wo die unendlich ferne Gerade eine 
stationäre Tangente der Curve ist, haben wir die Formen der- 
selben früher studiert und die Figuren für audere Fälle können 
als Projectionen von je einer der Figuren dieses Falles be- 
trachtet werden. Wir wollen mit zweitheiligen Curven be- 
ginnen und zuerst die Projection des Ovals betrachten. Wenn 
die in unendliche Ferne hinaus projicierte Linie das Oval 
nicht schneidet, so bleibt das Oval eine geschlossene Curve, 
während seine Projection, falls diese Linie es berührt oder in 
zwei reellen Punkten schneidet, dieselbe Art von roher Aehu- 
lichkeit zu einer Parabel oder Hyperbel respective erhält, 
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welche das Oval selbst zur Ellipse hat, d. h. dass die Pro- 
jection im erstem Falle wie die Parabel eine einfache Curve 
ist, deren Zweige in einer gemeinschaftlichen Richtung ins 
Unendliche gehen, ohne der Berührung mit einer endlichen 
Geraden zuzustreben, und dass sie im letztem Falle ein 
Paar von Curven bildet, welche zwei gemeinsame Asymptoten 
haben und in zweien der durch dieselben gebildeten Scheitel- 
winkel liegen — während sie allerdings in diesem wie in 
jenem Falle die Symmetrie der Kegelschnitte nicht besitzen. 
Die beiden so entstehenden unendlichen Aeste wollen wir 
kurz ein hyperbolisches Paar nennen, weil sie in der That 
nach wie vor als ein Ganzes von stetigem Zusammenhänge 
bildend anzusehen sind. Die gewöhnliche Asymptote einer 
Curve hat einen positiven und negativen Ast derselben auf 
entgegengesetzten Seiten von ihr. Die Theorie der Projection 
lehrt uns die Enden einer geraden Linie im positiv Unend- 
lichen und im negativ Unendlichen als Projection des näm- 
lichen Punktes betrachten und zeigt uns ebenso die Aeste 
einer Curve, welche dieselbe Asymptote im positiven und im 
negativen Unendlichen berühren, als mit einander zusammen- 
hängend. So wie das Oval eine geschlossene Curve ist, in 
der man von irgend einem ihrer Punkte aus in stetigem* 
Laufe durch alle ihre Punkte zur Ausgangsstelle zuriiekkommt, 
so gilt diess auch für alle Projectionen des Ovals, und die 
hyperbolischen Aeste sind als eine continuierliche Curve zu 
betrachten, nämlich der Theil des einen Astes, welcher die 
Asymptote an ihrem positiven Ende berührt, als zusammen- 
hängend mit dem Theil des andern Astes, welcher dieselbe 
Asymptote an ihrem negativen Ende berührt. Die Asymp- 
toten selbst sind die Bilder derjenigen Tangenten des Ovals, 
deren Berührungspunkte mit demselben der in’s Unendliche 
projicierten Geraden angeboren. 

205. Wir betrachten ferner die Projection des unend- 
lichen Astes der Curve (Art. 197.), welcher von jeder Gera- 
den entweder in einem reellen Punkte oder in drei solchen 
Punkten geschnitten wird. Sei zuerst die in 's Unendliche pro- 
jicierte Gerade eine solche, die die Curve nur einfach schneidet; 
dann werden die Aeste der projicierten Curve anstatt unbe- 
grenzt auseinander zu gehen, der Berührung mit einer cnd- 
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liehen Asymptote in der Weise zustreben, wie diess die links 
liegende Curve der Figur zeigt. Diese Curve, welche wir 
weiterhin kurz als Serpentine bezeichnen 
wollen, muss offenbar drei Inflexionspunkte 
haben; denn sie ist convex gegen die 
Asymptote im positiv Unendlichen an der 
einen und ebenso convex gegen dieselbe 
Asymptote im negativ Unendlichen an 
ihrer andern Seite, weil jede Curve zu 
ihrer Tangente an beiden Seiten des Be- 
rührungspunktes convex ist; sie muss aus 
der ersteren Convexität in Concavität über- 
gehen , um sodann die Asymptote zu durch- 
schneiden; sie muss sich neuerdings wenden, um sich nicht 
ohne Ende von der Asymptote zu entfernen und zum dritten 
male, um der andern Seite der Asymptote an deren negati- 
vem Ende ihre - Convexität zuzu wenden. Die Punkte der 

durch diese Figur bczeichneten Curve bilden eine stetige 
Reihe, denn es wird aus dem im letzten Art. 204. Entwickel- 
ten erhellen, dass die Aeste der Curve in ihrer Berührung 
mit der Asymptote im positiv und negativ Unendlichen als 
zusammenhängend zu betrachten sind. Der Punkt im Unend- 
lichen der Serpentine ist als ein gewöhnlicher Punkt zu den- 
ken. Wenn derselbe aber ein Inflexionspunkt wäre, so 
würden die Aeste der Curve gegen das positiv und negativ 
Unendliche hin nicht wie in diesem Falle auf entlegenere- 
setzten Seiten der Asymptote liegen, sondern an der näm- 
lichen Seite derselben, wie es in der rechts verzeichneten 
Form der Fall ist. Wir wollen dieselbe als die conchoidale 
Form bezeichnen. 

20G. Wir denken zweitens die in’s Unendliche projicierte 
Gerade als eine den unendlichen Ast in drei gewöhnlichen 
Punkten schneidende. Eine solche Gerade theilt die Curve 
in drei Theile, von denen der eine keinen luflexionspunkt, 
der zweite einen und der dritte zwei Inflexionspunkte ent- 
hält. Die l’rojection der Curve zerfällt daher in drei unend- 
liche- Aeste, von denen der eine, den wir eine einfache Hy- 
perbel nennen wollen, keinen Inflexionspunkt hat und seine 
Asymptoten nicht durchschneidet; während der zweite, welchen 
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wir als einfach in flectierte Hyperbel bezeichnen können, 
die eine Asymptote durchsetzt und somit einen Inflexionspunkt 
hat, und der dritte, eine zweifach inflectiertellyperbel nach 
derselben Redeweise , bei- 
de Asymptoten durchsetzt 
und daher zwei Inflexio- 
nen hat 37 ). Keine zwei 
von diesen Theilen bilden 
ein hyperbolisches Paar, 
wohl aber bilden alle drei 
zusammen eine conti- 
nuierliche Reihe. So 
gehen wir in der Figur 
beginnend mit dem Nie- 
dersteigen im verticalen 
Aste der zweifach inflec- 
tierten Hyperbel durch 
das negativ Unendliche nach dem positiv Unendlichen der- 
selben Asymptote, durch den einfach inflectierten Ast in’s 
Unendliche der zweiten Asymptote, von da durch die ein- 
fache Hyperbel zum Unendlichen der dritten Asymptote und 
mit der zweifach inflectierten Hyperbel zum Ausgangspunkt 
zurück. 

Wenn einer der unendlich entfernten Punkte ein In- 
flexionspunkt ist, so wird entweder die einfach inflectierte 
Hyperbel zur einfachen oder die doppelt inflectierte zur ein- 
fach inflectierten ; Wenn alle drei Inflexionspunkte im Unend- 
lichen liegen, so besteht die Curve .aus drei einfachen Hy- 
perbeln. 

Curven dritter Ordnung mit drei hyperbolischen Zweigen 
nannte Newton überschüssig hyperbolisch, weil sie einen 
solchen Zweig mehr als die Kegelschnitte enthalten; die mit 
einem unendlichen Ast wie im letzten Artikel nannte er un- 
vollständig hyperbolisch und die durch die unendlich ferne 
Gerade berührten, welche ausserdem eine endlich angebbare 
Asymptote haben, parabolisch -hyperbolische Curven dritter 
Ordnung. 

207. Wir können nun die folgenden Species der zwej-' 
theiligen Curven dritter Ordnung anfstellen. 'IJ 

U* 
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1. Die im Unendlichen projicierte Gerade schneidet das 
Oval zweifach und den anderen Theil der Curve einfach; wenn 

der letzte Punkt a) ein ge- 
wöhnlicher Punkt ist, so be- 
steht die Curve aus einer 
Serpentine und einem hyper- 
bolischen Paar, wie in der 
Figur. Wenn der letzte Punkt 
b) ein Inflexionspunkt wäre, 
so wird nur die Serpentine 
in die conchoidale Form über- 
geführt. 

2. Die im Unendlichen 
projicierte Gerade schneidet 
die Curve in drei reellen Punkten, von denen keiner dem 
Oval angehört. Wenn die Punkte a) sämmtlich gewöhnliche 
Punkte sind , ■ so ist die Gestalt der Curve die in der Figur 
des Art. 206. gegebene; wenn einer der Punkte ein Tnflexions- 
punkt ist, so besteht die Curve entweder b) aus einem Oval 
mit zwei einfachen Hyperbeln und einer doppelt inflectierten 
Hyperbel oder c) aus einem Oval mit einer einfachen Hy- 
perbel und zwei einfach inflectierten Hyperbeln. In allen 
diesen Fällen liegt das Oval innerhalb des von den Asympto- 
ten gebildeten Dreiecks und die Curven können 
ferner unterschieden werden nach der Lage der 
Hyperbeln in den 'Winkeln, welche das Asympto- 
tendreieck enthalten oder wie in der Figur in ■ 
den Scheitelwinkeln derselben. 

3. Die im Unendlichen projicierte Gerade 
schneidet die Curve in zwei nicht reellen Punkten, 
und wir erhalten a) ein Oval mit einer Serpentine 
oder b) mit einem conchoidalen Ast. (Art. 205.) 

4. Die unendlich ferne Gerade berührt das 
Oval, welches dann eine parabolische Form annimmt und 
a) von einer Serpentine oder b) von einem conchoidalen 
Zweige begleitet wird. 

5. Die unendlich ferne Gerade berührt den andern Theil 
der Curve und das Oval bleibt eine geschlossene Figur, wiih- 
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reud der andere Tlieil der Curve in parabolischer Form aus- 
einander geht. Wenn a) der dritte Punkt im Unendlichen 
ein gewöhnlicher ist, so durchsetzt der eine Zweig die 
Asymptote und hat zwei Inflexionen, 
während der andere Zweig nur eine In- . F ' 8 ' 39 ‘ 

flexion besitzt. Wenn derselbe b) ein 
Inflexionspunkt wäre, so haben beide 
Aeste die Asymptote an derselben Seite 
und jeder derselben zeigt nur eine In- 
flexion. 

6. Die unendlich lerne Gerade schnei- 
det die Curve in drei zusammeufallenden 
Punkten,, der Fall, von welchem wir im 
Art. 200. ausgegangen sind. 

208. Wir kommen nun zur Classification der eintheiligen 
Curven dritter Ordnung ohne singuläre Punkte und erkennen 
zunächst, dass nichts den Species (1) und (4) des letzten 
Artikels hier Entsprechendes existieren kann. Wir haben so- 
mit nur vier Species solcher eintlieiliger Curven, nämlich , 
überschüssig und unvollständig hyperbolische, parabolisch -hy- 
perbolische und die divergierende Parabel, jo nachdem die 
Punkte der Curve im Unendlichen säinmtlich reell und ver- 
schieden sind, oder zwei nicht reell, zwei zusammenfallend, 


Kig. 40. 
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selben Varietäten aufgezählt werden wie im letzten Artikel 
und die Figuren desselben können sie darstelleu, wenn wir 
das Oval in ihnen unterdrücken. Aber zur ferneren Erläu- 
terung geben wir eine Figur für einen Fall, wo die beglei- 
tende Gerade die Seiten des Asymptoten - Dreiecks schneidet 
und wo zwei kritische Oentra (Art. 193.) im Innern des Drei- 
ecks liegen. Wir haben dann einen Theil der doppelt in- 
flectierten Hyperbel in sackähnlicher Form im Innern des 
Dreiecks und es ist leicht zu erkennen, dass durch eine Aen- 
derung im Werthe der Constanten die Oeffnung des Sackes 
geschlossen und ein Doppelpunkt in dem einen der kritischen 
Centra erzeugt werden kann, während durch eine weitere 
Aenderung derselben ein getrenntes Oval entstehen mag, 
welches zuletzt in den conjugierten Punkt im andern kriti- 
schen Centrum zusammenschrumpft. 

In gleicher Art haben wir dieselben vier Species von 
Curven dritter Ordnung mit einem isolierten Punkt und da- 
zu eine fünfte, für welche der isolierte Punkt im Unend- 
lichen ist. Die Figuren für zweitheilige Curven dritter Ord- 
nung reichen zur Illustration dieser Classe hin, wenn wir das 
Oval in einem conjugierten Punkt zusammen gezogen voraus- 
setzen. Die Formen, welche dem Fall des unendlich fernen 
isolierten Punktes entsprechen, weichen nicht bedeutend von 
denen ab , für welche die unendlich ferne Gerade die Curve in 
einem reellen Punkte und zwei nicht reellen Punkten schneidet. 

209. Von Curven dritter Ordnung mit Knotenpunkt haben 
wir die folgenden Species. 


Fig. 41. 



Fig. 42. 
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1. Die unendlich ferne Gerade schneidet die Schleife in 
zwei reellen Punkten; dem entspricht die Verbindung von zwei 
einfachen Hyperbeln und einer inflectierten Hyperbel, wie in 
der links stehenden Figur. Die Verfolgung der Curve in 
ihrem Gange durch das Unendliche zeigt, dass sie aus einem 
continuierlichen Zuge besteht. Es entstehen zwei Varietäten, 
je nachdem der dritte Punkt der unendlich fernen Geraden 
ein gewöhnlicher oder ein Inflexionspunkt ist; im letzteren 
Falle sind alle die Hyperbeln einfache. 

2. Von den drei reellen Punkten im Unendlichen liegt 
keiner in der Schleife; es entsteht eine eingeschriebene, eine 
gemischte und eine umgeschriebene Hyperbel, von denen die 
letztere im Innern des Asymptotendreiecks eine Schleife bildet. 
Zwei Varietäten, je nachdem im Unendlichen eine Inflexion 
ist oder nicht. 

3. Die unendlich ferne Gerade schneidet die Curve in 
zwei nicht reellen Punkten; mit zwei Varietäten wie vorher. 
(Fig. 43.) 

4. Die unendlich ferne Gerade berührt die Schleife und 

5. Sie berührt den sich ausbreiteuden Theil der Curve. 
Die Figuren erklären sich selbst und wir bemerken nur, dass 
im ersteren Falle zwei Varietäten entspringen, indem die 
Curve ganz auf derselben Seite der Asymptote liegt, wenn 
sie im Unendlichen eine Inflexion hat. 


Fig. 43. Fig. II. Fig. ir. 



Ist ein Doppelpunkt im Unendlichen und giebt es folglich 
zwei parallele Asymptoten, so liegt der dritte unendlich ferne 
Punkt entweder 
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6. Auf dem sieb ausbreitenden Tlieil oder 

7. In der Schleife. Im erstem Falle ist der Inflexions- 


Fig. 46. Fig. 17. 

* ; i P 1 



punkt ausserhalb der parallelen Asymptoten, im letztem 
Falle zwischen denselben. Wenn auch die Inflexion im Un- 
endlichen wäre, so würden beide Zweige im erstem Falle 
auf derselben Seite der Asymptote liegen. 


Fig. 18. 



8. Die unendlich entfernte Gerade 
berührt in einem Inflexiouspunkt und 
wir erhalten die divergierende Parabel 
vom Art. 200. 

9. Die unendlich entfernte Gerade 
berührt in einem Doppelpunkt und wir 
erhalten eine Curve von beistehend ge- 
gebener Form, die man die Trident - 
Curve nennt. 


210. Von den Curven dritter Ordnung mit Rückkehrpunkt 
giebt es offenbar keine Species, welche denen unter (1), (4) 
und (7) des letzten Artikels entsprechen. Die Species dieser 
Curven sind daher: 

1. Drei reelle Punkte im Unendlichen, zwei V arietäten. 

2. Ein reeller Punkt und zwei nicht reelle Punkte im 
Unendlichen, zwei Varietäten. 

3. Die unendlich ferne Gerade als gewöhnliche Tangente, 
zwei Varietäten. 

4. Die Spitze im Unendlichen, zwei Varietäten.- 

5. Die unendlich ferne Gerade als stationäre Tangente. 

6. Die unendlich ferne Gerade als Rückkehrtangente. 
Die Figuren für die Fälle (1), (2), (3) können mit Hilfe der 
Figuren des letzten Artikels leicht vergegenwärtigt werden, 
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indem man die in diesen Figuren punktirte Schleife unter- 
drückt und den Knoten- in einen Rückkehrpunkt überführt. 
Die Figur für den Fall (4) entsteht aus der links liegenden 
Figur des Art. 209. mit zwei parallelen Asymptoten, indem 
man die letztem vereinigt und den zwischen ihnen gelegenen 
Zweig unterdrückt denkt. Wir haben dann eine einfache 
Asymptote mit zwei unendlichen Aesten auf entgegengesetzten 
Seiten aber an dem nämlichen Ende 
derselben. Die Figur des Falles (5), die 
semicubisclie Parabel my l = re 3 , ist in 
Art. 39. gegeben worden. Endlich 
geben wir hier die Figur des Falles (6), 
die cubische Parabel tu 7 . y — ,e 3 . 

211. Trotz der schon ziemlich grossen Zahl der Species 
wird es nicht schwierig erscheinen, die entwickelte Classi- 
fication zu übersehen und zu erinnern, wenn man bemerkt, 
dass nichts Andres gethau worden ist, als die Fünf -Theilung 
des Art. 197. mit der Theilung des Art. 203. nach der Natur 
der unendlich fernen Punkte zu combinieren. Es bleibt übrig, 
einiges über frühere Classificationen der Curven dritter Ord- 
nung zu sagen. Die erste wurde von Newton in dem Werke 
,,Enumeratio linearuni tertii ordinis “ ''*) gemacht und ist im 
Wesentlichen mit der hier gegebenen übereinstimmend, aus- 
genommen darin, dass er, was wir als Varietäten bezeichnet 
haben, zu eigenen Species macht, und darin, dass wir in dem 
Falle eines durch zwei Asymptoten berührten hyperbolischen 
Astes nicht beachtet haben, in welchem der durch dieselben 
gebildeten Scheitelwinkel der Ast liegt, während Newton 
die Fälle unterscheidet, wo er in dem durch die 'dritte Asymp- 
tote durchsetzten oder in dem Scheitelwinkel desselben liegt. 
Die Fälle, wo drei reelle Asymptoten sich in einem Punkte 
schneiden, sind als besondere Species betrachtet. Durch die 
Beachtung dieser Unterscheidungen ist die Zahl der Species 
auf acht und siebenzig erhöht. Newton geht den umge- 
kehrten Weg der Entwicklung insofern, als er nicht wie 
wir die Fünf- Theilung zur primären macht und die von den 
unendlichen Aesten abhängende zur secundären. 

Ne wton’s Methode der Reduction der allgemeinen Glei- 
chung ist die folgende: Wenn eine der Axen parallel 
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zur reellen Asymptote genommen wird, so ver- 
schwindet der üoeffieient sagen wir von »/' und die 
Gleichung der Curve hat die Form 

?/' (ax + b) +y (fx 2 -f- <jx-\-li) -f pa? -|- qx 2 -f rx + s = 0. 
Nun ist der Ort der Mittelpunkte der der Asymptote paral- 
lelen Sehnen offenbar 

2axy -)- 2 ly -f- fx 2 -(- gx -(- li — 0 , 
und wenn wir die Axen zu den Asymptoten dieser Hyperbel 
transformiert voraussetzen, so verschwinden die Glieder 1,1, y 
und diess zeigt an, dass dieselbe Transformation die Glei- 
chung der Curve dritter Ordnung auf die Form 
<r xy 2 -f- hy = px 3 -(- q x 2 -f- rx -(- s 
oder mit Newtou’s Buchstaben 

xy 2 -(- cy — «x 3 -f- bx 2 -{- cx -f- d 
zuriickführt. Diess ist New ton ’s allgemeinste Form. Wenn 
jedoch in der Gleichung, wie wir sie geschrieben haben, a 
und b verschwinden, so ist der Ort nicht eiue Hyperbel, son- 
dern eine gerade Linie und je nachdem diese 1. die Linie 
x = 0 oder' 2. eine willkürliche Gerade ist, welche man für 
y — 0 wählen kann, oder 3. die unendlich ferne Gerade, wird 
■ die Gleichung der Curve auf die respectiven Formen 

xy = ax 3 -f- bx 2 -f- rx -j- d, y 2 — ax? -j- bx 2 cx d, 
y — ax 3 bx 2 -j - cx d 

gebracht. Der einzige scheinbar abweichende Fall ist der, 
wo die Gleichung in der von uns gewählten Form a = 0 
hat und der Ort der Mittelpunkte paralleler Sehnen eine 
Parabel ist; aber in diesem Fall giebt es eine andere 
reelle Asymptote, für welche der Ort der Mittelpunkte der 
zu ihr parallelen Sehnen eine Hyperbel ist, und die Rc- 
duction vollzieht sieh wie im ersten Falle, nur dass der Coeffi- 
cient von x 3 in der transformierten Gleichung verschwindet. 
Newton’s Resultate sind aus der Diseussion dieser vier 
Formen erhalten. Wenn y — tp(x) die Gleichung irgend 
einer Curve ist, so nannte Newton die Curve xy = <p{x) 
einen llyperbolismus dieser Curve; so nannte er also Cur- 
ven dritter Ordnung, die einen Doppelpunkt im Unendlichen 
haben, und deren Gleichung daher in die Form 
xy 2 -f- cy = cx -f- d 
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gesetzt werden kann, Hyperboiismen der Ellipse, Hyperbel 
oder Parabel, weil die eben geschriebene Gleichung auf die 
eines Kegelschnitts zurückkommt, wenn man darin xy durch 
y ersetzt. 

212.' Wir haben früher der in seinem „System der ana- 
lytischen Geometrie “ enthaltenen Discussion der Curven 
dritter Ordnung von Pliicker Erwähnung getlian. In der- 
selben ist die Natur der unendlich fernen Punkte der pri- 
märe Grund der Classification. Indem er mit dem Falle von 
drei reellen Asymptoten beginnt, wo die Gleichung der 
Curve von der Form 

x, X.j x.j — kvrv 

ist, werden zuerst die Fälle unterschieden, wo die Asympto- 
ten sich in einem Punkte schneiden und wo sie ein Dreieck 
bilden ; dann werden alle möglichen Lagen der begleitenden 
Linie v = 0 untersucht, ob sie das Dreieck durchsetzt, oder 
durch eine Ecke geht oder ausserhalb desselben bleibt, ob 
zwei kritische Centra (Art. 193.) zusammenfallen, etc. Er 
bezeichnet alle die Curven, die durch die obige Gleichung 
für irgend eine gegebene Lage der Geraden #, ==0, v = 0, 
dargestellt werden können, als eine Gruppe und indem dem 
li alle möglichen Werthe erlheilt werden, treten die in der- 
selben Gruppe enthaltenen Species hervor. Man wird das 
an der Figur der ersten PI ück er sehen Gruppe besser über- 
sehen , die wir hier reprodueieren und die dem Falle ent- 
spricht, wo die begleitende Linie alle drei Seiten des asymp- 
totischen Dreiecks in der Verlängerung schneidet, und wo 
drei reelle kritische Centren, das eine im Innern und zwei 
ausserhalb des Dreiecks vorhanden sind. Fig. 1. repräsentiert 
eine zweitheilige Curve von der oben mit I., 2 bezeichneteu 
»Species. Durch einen Wechsel im Werthe von li zieht sich 
das Oval in einen Punkt zusammen, und wir erhalten 2? die 
Curve mit isoliertem Punkt 111. , 1. Mit weiterer Aenderung 
von k wird die Curve 3. eintheilig, nämlich II., 1. und die 
Aeste entfernen sich weiter von ihren Asymptoten. In 4. 
durchsetzen die Aeste die andern Asymptoten und die Curve 
erhält einen Knotenpunkt, IV., 2. 

Fig. 5. ist zweitheilig I., 1. Fig. 6. ist in unserer Auf- 
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Zahlung die Species 5, Fig. 7. ist 4. Fig. 8. ist 3, nur mit 
anderer Lage der Aeste in Bezug auf das asymptotische 
Dreieck. 


Fig. 50. 



Plüeker’s Gruppeneintheilung ist durch Cayley wieder 
untersucht worden **) und derselbe hat aucli eine Verglei- 
chung zwischen den Species von Newton und von PI Ucker 
gegeben, welcher letztere 219 zählt. Eine genauere Auf- 
zählung dieser Classification kann hier nicht gegeben werden. 
Es muss die Erwähnung hinreichen, dass im Falle der para- 
bolischen Curven die osculierende asymptotische Parabel eine 
wichtige Rolle spielt, eine Parabel, welche durch fünf auf 
einander folgende Punkte der Curve in ihrem Berührungs- 
punkt mit der unendlich entfernten Geraden geht. Die Glei- 
chung der Curve kann in die Form 

x i ( x 2 2 + 2x 3 x, -f- xj) = x^ (ax 2 -j- lx 3 ) 
gebracht werden, wo offenbar die Parabel 
x.* -f 2x i x l -f- = 0 

die Curve in dem fünffach zählenden Punkte x 2 = 0, x 3 = 0 
schneidet. Die Gruppen werden dann durch die Lage der 
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osculierenden Parabel in Bezug auf die lineare Asymptote 
x, = 0 und die begleitende Linie 

ax 2 + bx 3 = 0 

gebildet. 


IV. Abschnitt. 

Cnrven dritter Ordnung vom Geschlecht Null. 

213 . Wir haben in „Anal.Geom. d.Kegelschn.“ Art. 237 f. 
gesehen, wie sehr die Rechnung dadurch erleichtert wird, 
dass die Coordinaten eines Punktes der Curve als Functionen 
eines Parameters ausgedrückt werden können und es ist in 
Art. 44 . bewiesen worden, dass diess im Falle einer Curve 
vom Geschlecht oder Defect Null oder einer Unicursal- Curve 
stets möglich ist. Von der Anwendung dieses Prineips auf 
Curven dritter Ordnung geben wir hier Beispiele. Die Glei- 
chung einer Curve dritter Ordnung mit Rückkehrpunkt kann 
stets auf die Form 

/»» 2 /y /y* 3 

**/| »V«J *- — ibi) 

reduciert werden , wo ä)|= 0 , j^t=0 der Rückkehrpunkt, 
x y = 0 die Rückkehrtangente und x 3 — 0 die stationäre Tan- 
gente ist. Ein beliebiger Punkt der Curve kann daher als 
der Durchschnittspunkt der Strahlen 

0x,=x 2 , Q 7 x 2 = x 3 *)] 

oder mit andern Worten, die Coordinaten eines Punktes der 
Curve können durch 1 , 0 , 0 3 repräsentiert werden, wenn 0 
ein veränderlicher Parameter ist. Die gerade Verbindungs- 
linie zweier Punkte 0, 0' der Curve hat dann die Gleichung 
00' (0 -f- 0') x, — (0 S + 00' -j- 0' 2 ) x 2 + 3:3 = 0 


*) Diese Gleichungen als auf Tangential- oder Liniencoordinaten 
bezogen, gebenden Satz: Wenn J der Inflexionspunkt, C der Rück- 
kehrpunkt und T der Durchschnitt ihrer Tangenten ist, so schneidet 
eine beliebige Tangente AB die Seiten des Dreiecks JCT so, dass 

72 * : ZT* = k ( TB : BC) 

ist. Für die unendlich ferne Gerade als eine Tangente ist k = I. (Vergl. 
„Anal. Geoin. d. Kegelschn.“ Art. 295.) 
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und für das Zusammenfällen von 0 und 0' ergebt sich die 
Gleichung der Tangente 

20 3 :£| — 30 5 :r 2 -j- x 3 = 0. 

Wgim wir die Durchschnittspunkte einer geraden Linie 
«i*i + a. 2 x.j -f a a x 3 = 0 

mit der Curve suchen, so erhalten wir durch die Substitution 
1, 0, 0* fiir x, , x 2 , x 3 die Gleichung. 

«i + « 2 0 -f- a 3 0 3 = 0 

und da in dieser cubischen Gleichung das zweite Glied fehlt, 
so lernen wir, dass die Parameter von drei Punkten der 
Curve in einer Geraden durch die Relation 

0 + 0' + 0" = 0 

verbunden sind. Insbesondere ist der Tangentialpunkt von 
0 durch — 20 und der Berührungspunkt der von 0 aus- 
gehenden Tangente durch — 0 gegeben. 

Wenn wir ebenso die Substitution 1,0, 0 :l für x { , x 2 , x 3 
in die Gleichung einer Curve p ler Ordnung machen , so wird 
das Glied in der Gleichung fehlen und die Relation, 

welche die Parameter der 3j> Durchschnittspunkte dieser 
Curve mit der Curve dritter Ordnung verbindet, besteht in 
dem Verschwinden ihrer Summe. Daher ist der Parameter 
des Restpunktes zu einem Punktesystem die negative Summe 
und der des beigeordneten Restes die Summe der Parameter 
der verschiedenen Punkte desselben ; und die die Theorie der 
Reste betreffenden Sätze der Art. 139. f. erhellen so als un- 
mittelbar evident für Curven dritter Ordnung mit Rückkehr- 
punkt. Wenn man die Parameter der Punkte A, B, . . . durch 
n, h, . . . bezeichnet, so ist z. B. die Bedingung dafür, dass 
sechs Punkte der Curve in einem Kegelschnitt liegen, 

a — {- & — (— c — |— c -(— Z' = 0 , 

welches sogleich den Satz des Art. 155. giebt, dass für vier 
feste Punkte einer Curve dritter Ordnung A, B, C, J) die 
Verbindungslinie der Punkte E, F, in welchen ein durch 
jene Punkte gehender Kegelschnitt die Curve ferner schnei- 
det, durch den festen Punkt 

a -f- h -f- c -f- d 


Digitized by Google 


223 


geht, und dass dieser Punkt construiert werden kann, indem 
man die Punkte durch eine Gerade verbindet, in welchen die 
geraden Linien 

Ali, CD 

die Curve ferner schneiden, weil 

— (a + b) — (c + + (® + fi + c-{-<i) = 0 

ist. So werden ferner verschiedene Constructiouen für den 
neunten Durchschnittspunkt der Curve mit einer durch acht 
ihrer Punkte gehenden Curve dritter Ordnung aus der Be- 
trachtung der Gleichung 

(fl + & + « + *) + (« + f+ 9 + h) + i = 0 
erhalten. 

214. Die Parameter der Punkte, deren Tangenten durch 
einen gegebenen Punkt *,• gehen, werden durch Substitution 
seiner Coordinaten in 

20 **, — 30**2 + * 3 = 0 

gefunden; und da in der erhaltenen cubisclien Gleichung der 
Coefficient von 0 verschwindet, so ist die Summe der reci- 
proken Werthe ihrer Wurzeln Null, d. h. die Parameter 
0, 0', 0" von drei Punkten der Curve, deren Tangenten ein 
Büschel bilden, genügen der Relation 

e-i _[_ e'-i _}_ 0 '-i = o. \ 

Und da in derselben Art die Bedingung, unter welcher 
20 :1 *, — 30**2 -|-* 3 = 0 

eine Curve p lel Classe berührt, eine Relation p tr " Grades unter 
den Coefficientcn 20*, 30*, 1 ist, und also das Glied 0 nicht 
enthalten kann, so ergiebt sich allgemein, dass die 3p Punkte, 
deren Tangenten eine feste Curve p l(!r Classe berühren, durch 
die Relation Z (0 _l ) == 0 verbunden sind. Wir geben einige 
Anwendungen dieser Methode. 

Beispiel 1. Man soll ilcn Ort der Durchschnittspunktc der- 
jenigen Tangentenpaare einer Curve dritter Ordnung mit Rückkehr- 
punkt finden, deren Bcrührungssehnen durch einen festen Punkt y der 
Curve gehen. Man hat zwischen den drei Gleichungen 

2«\r, - 3 «’x, -(-*3 = 0, 2j5\r, — 3(P.r 2 x 3 = 0 , 

« + ß + y == o 
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mit bekanntem y die GröSBen u, ß zu eliminieren und findet 
y (ßyx, + 3x,)* + 2a;,a: 3 = 0; 

. die Gleichung eines Kegelschnitts. 

Beispiel 2. Wenn ein Polygon von gerader Seitenzahl in eine 
Cnrve dritter Ordnung mit Biickkehrpunkt eingeschrieben ist, und alle 
seine Seiten bis auf eine durch feste Punkte der Curve gehen , so geht 
auch die letzte Seite durch einen festen Punkt der Curve. Bezeichnen 
wir die Parameter der Ecken durch a t , a t , . . . und die der festen 
Punkte durch ft, , b„ . . . und wählen wir der Einfachheit wegen den 
Fall eines Vierecks, weil der allgemeine Beweis daraus erhellt, so 
haben wir die Gleichungen 

a, + &, + a, = 0, a, + 6 t + a 3 = 0, a 3 + 6 3 + o 4 = 0, 
s, ft, -{- s, — 0. 

Durch Addition und Subtraction erhalten wir 

&l + &3 ) 

d. h. die Verbindungslinien der Punkte B,,B a und B 2 , B t schneiden 
sich in der Curve, oder wenn drei der Punkte bekannt sind, so ist es 
auch der vierte. Der Satz ist für alle Curven dritter Ordnung wahr, 
weil der gegebene Beweis sich sofort in die Sprache der Theorie der 
Beste übertragen lässt; die Punktepaare J?,, B, ; B t , B, sind beigeord- 
nete Beste, für welche das System der Ecken A it A a , A a , A t ein ge- 
meinschaftlicher Best ist. 

Es ergiebt sich als ein specieller Fall dieses Satzes, dass für ein 
Polygon von . ungerader Seitenzahl, dessen Seiten durch feste Punkte 
der Curven gehen, auch die Tangente in jeder Ecke durch einen festen 
Punkt der Curve geht, und dass somit das Problem, ein solches Po- 
lygon zu construieren , dessen Seiten durch feste Punkte einer Curve 
dritter Ordnung ohne singulären Punkt gehen, vier Lösungen ge- 
stattet. 

Beispiel 3. Man soll 'die Quasi - Evolute bestimmen unter der 
Voraussetzung, daBs die beiden festen Punkte in der Curve liegen. 
(Vergl. Beisp. 5., Art. 99.). Die Gleichung der Quasi - Normale ist 
nach Art. 107. 

(0* + ßo — 20*) {e« (0 + «) x, — (0* + 8« «*) x, + .t 3 } 

+ («* + «9 - 26*) {00 (0 + ß)x,~ (0* + 00 + 0*) .Tj + *,} = 0. 

Wenn wir sie durch die Substitution 0 = ^ ^ umformen, so erhal- 
ten wir in Uebereinstimmung mit Art 108. eine biquadratische Glei- 
chung in 1, in welcher die beiden äussersten Glieder an jedem Ende 
nur respective durch einen constanten Factor Bich unterscheiden und 
deren Discriminante daher neben den die Tangenten in a und ß reprä- 
sentierenden Factoren eine Curve von der vierten Ordnung darstellt 
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215. Es ertlbrigt, einige bemerkenswerthe Beispiele von 
Curven dritter Ordnung und dritter Classe zu erwähnen. Wir 
haben früher die semi -cubische Parabel erwähnt, welche die 
Evolute der Parabel zweiten Grades ist. Ihre Gleichung 

py 2 = x 3 

zeigt, dass der Rückkehrpunkt im Anfangspunkt der Coordi- 
naten und der Inflexionspunkt im Unendlichen liegt. In der 
cubischön Parabel anderseits 

p 2 y = x 3 

liegt der Inflexionspunkt irn Anfangspunkt und der Rückkehr- 
punkt im Unendlichen. In der cubischen Parabel ist der 
Anfangspunkt ein Gentrum und alle Durchmesser der Curve 
fallen mit der Axe der y zusammen; denn wenn wir eine 
Gerade y — mx -f- n ziehen, so ist die Summe der Werthe 
der x gleich Null. 

Zu den Curven dritter Ordnung mit Rückkehrpunkt ge- 
hört auch die Cissoide des Diocles, welche dieser Geometer 
zur Bestimmung der zwei mittleren Proportionalen erdacht 
hatte. Sie kann als der Ort eines Punktes M' definiert wer- 
den, wo der Radius vector des Kreises AM durch eine Or- 
dinate FM' geschnitten wird, für die AP' = BP ist. Wir 
müssen haben 

Fig. 51. 

A M' = UM 

und daher 

> = All— AM 

oder 

p = 2r sec tu — 2 r cos« = 2r tan« sin« 
oder in rechtwinkligen Coordinaten 
x (x 2 + y 2 ) = 2 ry 2 

oder 

(2 r — x) y 2 = x 3 . 

Daher ist der Anfangspunkt der Coordinaten 
ein Rückkehrpunkt und x =Ar eine As ymp- 
tote, welche die Curve in einem unendlich fernen Inflexions- 
punkt trifft. Newton hat für die Erzeugung der Curve durch 
eine stetige Bewegung folgende elegante Construction gegeben. 
Für einen rechten Winkel FOU habe der Schenkel FG eine 

Salmou, Höhere Curven. * 15 
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feste Länge, der Punkt F ; bewegt sich längs einer festen 
Geraden CJ, während der Schenkel GH durch einen festen 
Punkt F geht. Ein im Mittelpunkt von FG angebrachter 
Stift beschreibt die Cissoide. Der Beweis bleibt dem Leser 
überlassen 4U ). Die Cissoide ist auch der 
Ort, den man erhält, wenn man in 
jedem vom Scheitel ausgehenden Ra- 
dius vector der Parabel den reciproken 
Werth seiner Länge abträgt; sie ist 
also auch der Ort des Fusspunktes 
einer Normalen vom Scheitel der Pa- 
rabel auf die Tangente derselben ; oder 
mit andern Worten: Wenn eine Parabel auf einer ihr glei- 
chen Parabel rollt, so ist der Ort ihres Scheitels die Cissoide. 

2 IG. Wir -können in wesentlich analoger Art auch die 
Coordinaten eines Punktes in einer Curve dritter Ordnung 
mit Knoten- oder isoliertem Punkt mittelst eines einzigen 
Parameters ausdrücken. Für den Doppelpunkt als Anfangs- 
punkt ist die Gleichung von der Form 

ax 3 3 bx 2 y -(- Srxy 1 + dy 3 + 3fx 3 + ßgxy -f- 3 hy 3 = 0 

und wir erhalten also für y = Qx rationale Ausdrücke für 
x und y in Function von 0. 

Die Discussiou gestaltet sich aber einfacher, wenn wir 
die Gleichung, wie stets möglich ist, in die Form transfor- 
miert denken 

(V + Xj) x 3 = x t 3 . 

Dann ist x 3 — 0 die Tangente in dem einen reellen Inflexions- 
punkt, den die Curve haben muss, x, — 0 ist die Verbin- 
dungslinie des Inflexionspunktes mit dem Doppelpunkte und 

x, 3 + — 0 



sind die Tangenten der Curve im Doppelpunkt, so dass das 
obere Zeichen dem Falle der Curve mit isoliertem Punkt, das 
untere dem Falle der Curve mit Knotenpunkt entspricht. Die 
Coordinaten eines beliebigen Punktes der Curve sind pro- 
portional zu 

(i + e 5 ), 0(i + e’), l. 
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Die Substitution dieser Grössen in die Gleichung einer will- 
kürlichen Geraden 

Mi + Mj + Ms = 0 

giebt zur Bestimmung der Parameter ihrer Schnittpunkte mit 
der Curve 

(l. + y + M±M 2 ±M 3 = o, 

und diese Parameter 0', 0", 0"' sind somit durch die Relation 
verbunden 

0'0" + 0"0'" + 0"'0' = + 1. 

Wenn die Gerade in einem Infiexionspunkt berührt, so ist 
0'=0'' == 0"' und daher 0 2 = + + d. h. eine Curve dritter 
Ordnung mit isoliertem Punkt hat drei reelle Inflexionspunkte 
und eine solche mit Doppelpunkt einen reellen und zwei 
nicht reelle. 

Die Gleichung der Verbindungslinie von zwei Punkten 
0, 0' ist 

(0 2 + 00'+ 0' 2 + 1) - (0+0') + = + (1 + 0 2 ) (1 + 6' 2 ) % 

und daher die Gleichung einer Tangente 

. (3 0 2 + 1) x t — 2dx t = + (1 + 0 2 ) 2 x 3 . 

Wir erkennen daraus, dass für vier Punkte, deren Tangenten 
ein Büschel bilden, die Summe der entsprechenden Parameter 
verschwindet und dass für zwei derselben als gegeben die 
quadratische Bestimmungsgleichung der Parameter der beiden 
andern sofort gebildet werden kann. Die Anwendung dieser 
Methode auf Beispiele bietet keine Schwierigkeit. Wir haben 
in Art. 123., 1. die Curve dritter Ordnung mit Knotenpunkt 
von der Polargleichung 

pl cos ^ co = 

bemerkt, deren Gleichung in rechtwinkligen Coordinaten 
27 (a: 2 + y 1 ) m = (4«t — x) 3 

ist, eine Curve mit drei Inflexionspunkten im Unendlichen, - * ■" ’ 
einem reellen und den beiden andern in den nicht reellen ** /«' < 
Kreispunkten der Ebene; der Knotenpunkt liegt in der Axe +/: 
der x hei x — — 8 m. ,, , ' *„/ ■' 

*■’ /,,i. /<>.■>. 
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217. Wenn eine Curve dritter Ordnung mit Doppelpunkt 
drei reelle Index ionspunkte hat, so ist der isolierte Punkt 
der Pol ihrer Verbindungslinie in Bezug auf das Dreieck 
ihrer Tangenten. Sei 

(x t — f- ar 2 -f- x 3 ) 3 = mx,x 2 x 3 

die Gleichung der Curve, so müssen die Coordinaten des 
Doppelpunktes, falls ein solcher existiert, den durch Diffe- 
rentiation daraus entstehenden Gleichungen 

3 (x, +x . 2 + x 3 y = mx 2 x 3 = mx 3 x t = mx t x 2 
genügen ; wir erhalten aus ihnen 

*1 = = * 3 , 

welches nach Art. 1GG. den angezeigten Satz ausspricht und 
wir haben somit für die Curve mit Doppelpunkt m = 27. Die 
Gleichung der Curve kann daher auch in der Form 

xj -f z 2 J + = 0 

geschrieben werden. Dann werden die Coordinaten eines 
Punktes zu 

03 , (1 _ 0 ) 3 , — 1 

proportional und die Gleichung der entsprechenden Tangente 
iet 

(1 - 0) } a-, -j- Q-x.j + 0 ! (1 - 0) 2 x 3 = 0. 

V. Abschnitt. 

Invurianteii und (.'ovariunteu der Curven dritter Ordnung. 

t 

218. Die Gleichung einer Curve dritter Ordnung ohne 
singulären Punkt kann immer auf die kanonische Form 

x , 3 -f- af 2 3 -f- x 3 3 -)- G mx x x 3 x 3 — 0 

reduciert werden, in welcher (Art. 23.) jedes der x t drei Con- 
stanten implicite enthält, so dass in ihr mit Einschluss der 
Constanten m die zehn Constanten vorhanden sind, die nach 
dem Kennzeichen des Art. 24. eine cubische Form enthalten 
muss, um jede beliebige Curve dritter Ordnung darstellen zu 
können. Wir wollen jetzt zeigen, wie die Gleichung einer 
beliebigen Curve dritter Ordnung auf die bezeichnete Form 
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reduciert werden kann. Wenn oj eine imaginäre dritte Wur- 
zel der Einheit bezeichnet, so kann die reducierte Gleichung 
in der Form geschrieben werden 

(x, -j- x 2 — 2mx 3 ) (cax l -\-a' 2 x 2 — 2 mx 3 ) (a l x l -\-e>x 2 — 2 mx 3 ) 
-(- (1 -j- 8 m 3 ) x 3 3 = 0 , 

aus welcher ersichtlich ist, dass die Linie 

£3 =0 

drei Inflexionspunkte verbindet und zugleich, dass das näm- 
liche für x x — 0 und x 2 = 0 ebenso nachgewiesen werden 
kann. Somit bilden diese drei Geraden eins der vier Systeme 
von drei Linien, welche wie wir in Art. 175. sahen durch die 
neun Inflexionspunkte gezogen werden können, und wir 
sehen so voraus, dass das Problem der Reduction der allge- 
meinen Gleichung der Curve dritter Ordnung auf die cano- 
nische Form vier Lösungen hat. (Art. 228.) Diese Form ist 
die, welche wir in unsern Untersuchungen über Ourven drit- 
ter Ordnung immer gebrauchen wollen; zuvor müssen wir 
aber mindestens fiir den • Nachweis der Reducierbarkeit die 
Invarianten der Gleichung in der allgemeinen Form bilden 
und wollen diese Letztere schreiben wie folgt 

nx, 3 -(- bx 2 3 -f- cx 3 3 -j- 3a. 1 x i i x. i -(- 3a i x l ’ 2 x 3 -|- 3b x x?x x 
3b 3 x 2 2 x 3 -f- 3c l x 3 t x l -)- 3c. l x 3 x. l -(- 6mx x x,x 3 = 0, 

indem wir die Coefficienten als a, b oder c schreiben, je nach- 
dem die höchst potenzierte Variable des Gliedes die erste, 
zweite oder dritte ist und den Index der andern Variabein 
beifügen, die das Glied noch enthält, bei dem Product aller 
drei Variabein aber, welches sich dieser Regel entzieht, einfach 
m setzen "). 

219. Wir bilden zuerst die Gleichung der Hcsse’schen 
Curve. Die zweiten Differentialquotienten der cubischen Form 
sind mit Unterdrückung des gemeinschaftlichen Factors sechs 

U X \ = «z, -f a 2 x 2 + a 3 x 3 , U n = mx x + b 3 x 2 + c 2 x 3 , 

U 22 = b x x x + bx 2 U t3 = a 3 x x + mx 2 + c, x 3 , 

U 33 = e, ar, -f- c. t x 2 cx 3 , U X2 — a 2 x , -j- b x x 2 -f- m x 3 ; 

für die Discriminante 
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H= V H ü n U u +*U u U n ü n — U\ | II 23 2 — U n U, 3 U 33 U, 3 

erhält man daraus eine cubiscbe Form mit den (Joeflicieuteii 
a, b, o, a 2 , a, , b, , b :! , c ( , c 2 , m 
von folgenden Werthen 

a — ab, c, -f- 2 ma J a 3 — am 2 — b, « 3 2 — c, a . 7 , 
b = i»a 2 c 2 2mb 3 b i — b m 2 — c 2 b, 2 — a 2 b 3 , 
c = cb 3 a 3 + 2mc,c i — cm 7 — a 3 c 2 2 — b 3 c ) 7 , 

3& 3 =abc l —2ah 3 m-\-ab l c i — a 3 7 b-\-a 3 m' i —a 3 b l c i -{-2a 2 a 3 b 3 — n 2 2 e 2 , 
3a 3 =«eb, — 2ac. i m-\-ab 3 c i — a 3 7 c-\-a 3 m 7 — a 3 b l c,-\-2a 3 a 3 c. l — a 3 7 b 3 , 
3b,=«lCj — 2a 3 bm-\-ba J c l — ab 3 7 -\-b t ni 7 -~b l a J c.,-{-2b l b 3 a 3 — b^c , , 
3b 3 =a 2 6c — 2bc t m -f -i»a 3 c 2 — cb , 2 -\-b 3 m 7 — b 3 o 2 c 2 -|- 2b, b 3 c, — a 3 b 3 7 , 
3c, —ab./. — 2a 3 cm-\-ca 3 b, — ac^-J-c,»« 2 — c,ajb 3 -\- 2c,e 2 « 2 — 6,c, 2 , 
3c 2 —a 3 bc — 2b l cm-\-ca 3 b 3 — />c, s -(-e 2 »» 2 — c. l a 3 b 3 -\-2c,c. 2 b x — o 2 c 2 2 , 
Om —a bc — (ab 3 c 3 -\-bc l a 3 -\-ca. J b l ) -\-2m 3 —2m (b { c, -f- c.,a., -}- a 3 b 3 ) 

+ 3 (« 2 & 3 c,-f a 3 &,c 2 ). 

Insbesondere wird die Hesse’sche Curve von 
a:, 3 -(- x 2 3 -f- a: 3 3 -(- 6 mx,x 3 x 3 — 0 

durch 

— w 2 (a - , 3 -f- x. 7 -(- .t., 3 ) + (1 + 2 in 7 ) x,x 3 x 3 = 0 
dargestellt. 

220. Wir können ebenso die Gleichung der Gayley 'scheu 
Curve bilden. Diese Coutravariante drückt die Bedingung 
aus, unter welcher die gerade Linie 

£,.r, + = 0 

von den Kegelschnitten 

ff, =0, tf 2 = 0, tf 3 = 0 

und von dem ganzen durch sie bestimmten Netze von Kegel- 
schnitten in Involution geschnitten wird. Mau hat 

I/, = ax, 7 -j- b,x 3 + c,x 3 2 -f- 2mx/t 3 -f- 2 a 3 x,x 3 + 2a 2 a; l a; 2 , 

U 2 = a 2 x , 2 -f- hx., 7 -f- c i x z + 2b 3 x 2 x 3 -)- 2mx ,x 3 -f- 2/;,a: 1 a; 2 , 

U 3 = a 3 x 7 -f b 3 x 3 7 + cx, 7 -f 2c 2 x 2 x 3 + 2c,a; 1 a; 3 + 2mx,x } , 

und die fragliche Bedingung ist nach „Kegelschnitte“ Art. 
337., 356. 
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c l£l* äOjijIi+Ojj* , C,g 3 ? 2W(£ 3 f;j-f-& t g 3 *, C|g|g 3 m £i£t ; 

C^, S — 2Hl|.,i|+«,| 3 *, 2fc.,{,i,+&S,*, fjJlij— fcsisll— W‘isii+^lS3* = " . 

cg,’ -2c 1 g s g,4-« s S 3 , 1 eil* -2c 2 g t g 8 +fi 3 g 3 ‘, cg,g 3 -Cjfeg.-C.gsg, +*»«.* I 

oder in entwickelter Form 

P= -4S, 3 + P| 2 3 + Cg s » + 3 A&% + 3 A 3 t,% + 3 B&% 

+ ‘SB.^% + 3 C,g 3 ’g, -f 3 C&% + 6Mg,g 2 1 3 

mit folgenden Wertlien der Coefficienteu 
A = bcm — bc l c 2 — cb t b 3 — b 3 c 2 m -)- 6,c 2 J 4" c,?;,, 2 , 

/J = c«»e — c«,a 3 — «c,c 2 — a ; ,e,w + «2 c i 2 + c 2 rt 3 S > 

C = ahm — «6,6 3 — ba 2 a 3 — 6,a 2 »«4~ b 3 a 2 2 + a 3 6, 2 , 

3v4 2 = — bca 3 — cb s m -f- tc, 3 + 2ca 2 & 3 -j- 2 e 2 »» J 36 3 c,w 

+ cjo^;, + 6 ,c,c 2 — 2 o 2 c 2 *, 

3/l 3 = — 6 co 2 — 6c, w ft /> | ' -f- 2ba 3 c 2 -f- 2b 3 ni z — 3 r 2 &,m 

+ Vs c i + VA — 2 a. 

3/?, = — cak, — c« 2 m -|- ac 2 J + 20*36, -f- 2c, w 2 — 3 a 3 c 2 m 

+ «i«A + a 2 c i c 2 — 2 VA 

32f 3 = — ca 6, — «6’j«( -(- c« 2 2 + 2«6 3 c, -f 2 a 3 m‘ — 3c,a 2 m 

-f- a 3 6,c, + « 2 c 2 a 3 — 2 b 3 a 3 J , 

3 C’| — — abc. t — ba 3 m -f- «6., 2 -f- 2 ba 2 c t 26,«* 2 — 3 a 2 b 3 m 

4- &,« 2 c 2 + a 3 b t b 3 — 2c, 6, 2 , 

3 (] 2 = — a&c, — ab 3 in -j- 6a., 2 -|- 2a6,c 2 -f- 2a 2 m l — 3a 3 6,»i 

+ a 2 6,C| -f- a 2 a 3 b 3 — 2 c 2 a 2 , 

621/ = «6c — (ab :i c 2 -j- 6c, a 3 + ca 2 b t ) — 4m 3 

-f- 4»» (6, c, -)- c 2 a 2 + a 3 6 3 ) — 3 (a 2 I> 3 c, + a 3 6, c 2 ). 

Für 

x, 3 4- x., 3 + x., 3 4- 6 /hx,’x jX 3 = 0 

ist die Gleichung der Cayley 'sehen Curve speciell 

M (g, 3 4- 12 3 4- &) + (1 - 4m 3 ) g, g 2 g 3 = 0. 

221. Wenn wir in der eben entwickelten Contravariante 
für die g,, g 2 , g 3 Symbole der Differentiation nach x,,x 2 ,x 3 
respective einsetzen und mit dem So gebildeten Symbol an 
der gegebenen cubischen Form U operieren, so ist nach 
Art. 94. der „Vorlesungen“ das Resultat eine Invariante. 

Sie ist vom vierten Grade in den Coefficienteu und wird 
durch S bezeichnet; ihre entwickelte Form ist 
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S — abcm — (bca 1 a.,-\-cabJj ?] -\-abc [ c. l ) — m{ab 3 c. l -\-bc y a. i -\-ca. i b i ) 
-)- (a&| c. 2 l -f- b c 2 a./ + ac,& 3 } -j- ba 2 c{ 1 -f- c& s a 2 2 ca.,/;, 2 ) — »w 4 
-j- (byCf e 2 a 2 -f- a 3 I/ 3 ) — 3wt (a 2 6 3 c, -|- a 3 6,c 2 ) 

— ( 6 lV + C 2 5 « 2 2 + «S*V) + (c 2 «2«3 ft 3 + « 3 & 3 V 1 + VjCjO,). 

Wir drücken dieselbe Sache mir anders aus, wenn wir sagen, 
dass die Gleichung der Cayley’schen Curve in der Form 


(i, s 


d _L S 3 t 3 d t 2 c I t !t ** Lflt 

da + di ' 6:1 de + 5 ' S -’ da t + da, + S * 5| d&, 

+ I,’ t, % + I,’ I, I, + I,' S, ^ + I, fe I, d ^) 8 . - 0 


geschrieben werden kann. Wir haben in Art. 150. der „Vor- 
lesungen“ die symbolische Methode erwähnt 42 ) , durch welche 
Aron hold diese Invariante S zuerst erhalten hat; brauchen 
wir für dieselbe das dort entwickelte Symbol 

(123) (234) (341) (412), 

so ist das entsprechende Symbol ihrer Evectante die linke 
Seite der Gleichung der Cayley’schen Curve 

(123) (§23) (§31) (§12). 

Für die kanonische Form ist 

S = m — m 4 

und weil in Folge dessen S mit in = 0 verschwindet, oder 
wenn diese Gleichung die Form 

v + V + V = 0 

hat, so entspricht das Verschwinden von S der Reducierbar- 
keit der Gleichung auf die Summe von drei Cuben. 

222. Wenn eine Form 

U — axf -f bx 2 * -f- cx 3 n + • • • 
und eine Covariante V derselben von gleichem Grade 
&Xf n -f- b^j” -|- ox 3 n -f- • • ■ 

'bekannt sind, so kann man aus jeder Invariante von U die 
entsprechende Invariante von U + A V bilden und erhält in 
den Coefficienten der verschiedenen Potenzen von X in ihrer 
Entwickelung neue Invarianten; man kann also in dem vor- 
ausgesetzten Falle aus jeder Invariante von U eine neue bil- 
den, indem man an ihr die Operation 


233 . 


d | , d | (l | 
a da + b db + C d e H 

vollzieht. Wenn wir diess Princip auf die cubische Form und 
ihre II esse 'sehe Covariante anwendeu., so können wir aus 
der Invariante S eine neue Invariante T vom sechsten Grade 
in den Coefficienten ableiten ; oder was dasselbe sagt, wir 
können die neue Invariante T bilden, indem wir in die Glei- 
chung der Cayley 'sehen Curve an Stelle der |, Differential- 
symbole substituieren und mit dem entstandenen Symbol an 
der Ilesse’schen Covariante operieren. So erhalten wir für 
T den Werth 


a 2 b 2 c 2 — ßabc ( ab 3 r 2 -(- bc t a 3 -f- ca 2 b t ) — 20 abem 3 
-f- 1 2 ahr.m (6,c, -f- e 2 « 2 + a 3 b 3 ) 6abc(a,,b 3 c, -\-_n 3 b ,c 2 ) 

+ 4 ( a‘bc 2 3 -f- a 2 cb 3 3 -f- b 2 ca 3 3 -f- b 2 ac t 3 -f- c 2 ah 3 c 2 ba 2 3 ) 

+ 36m 2 ( bca 2 a 3 -f- cab t b 3 -f- abc t c 2 ) 

— 24 m (hcb { a 3 -f- bcc l a 2 2 -f- cac 2 b A 2 -f- caa. t b 3 -j- aba 3 c 2 2 -f- abh.fi 1 ) 

— 3 (a 2 b 3 2 c 2 2 -f- b 2 c 2 a 2 -f- c 2 a 2 2 b { 2 ) 

-f- 18 (bcb l c l a 2 a 3 -f- cac 2 a 2 bjb i -f- aba 3 b 3 c t c 2 ) 

— \2(bcc. l a 3 a 2 2 -\-bcb 3 a 2 a 3 2 -{-cac l b 3 b i 2 -\-caa 3 b l b 3 2 -\-aba 2 c l c 2 2 -\-abb l c 2 c i 2 ) 

— 1 2 m 3 (ab 3 c 2 + bc t a 3 -f- ca 2 b t ) 

+ 12 m 2 («6,c 2 2 -j- ac { b 3 2 -f- ba 2 c { 2 + bc 2 a 3 2 -f- cb 3 a 2 2 -f- ca 3 ?>, 2 ) 

— 60m (ab,b 3 c,c 2 -J- bc { c 2 a 2 a 3 -f- ca 2 a 3 b l b 3 ) 

+ 12 m (aa. i b 3 c. i 2 -\-aa 3 c 2 b 3 2 -\-bb 3 c i a 3 2 -\-bb l a i c t 2 -{-cc l a 2 b l 2 -\-cc 2 b l a 2 2 ) 
+ 6 ( ab 3 c 2 + bc,a 3 -j- ca 2 &,) (a 2 6 3 c, + a 3 b t c 2 ) 

4- 24 (ab l b 3 2 c l 2 -\-ac l c 2 2 b i 2 -{-bc 2 c l 2 « 2 2 -j- ba 2 a 3 2 c 2 2 -{-ca 3 a 2 2 b 3 -\-cb 3 b , 2 a 3 2 ) 

— 1 2 (aa 2 b , c 2 3 -\-aa 3 C\ b 3 3 -{- bb 3 c 2 a 3 s -\-bb l a 2 c l 3 -j-cc, a 3 b t 3 -}-cc..b 3 a 2 3 ) 

— 8m 6 -f- 24m 4 (b l c 1 c 2 a 2 -f- a-Ji-0 — 36 m 3 (a.,b 3 i\ -f- a 3 b,c 2 ) 

— 12m 2 ( b t c t c 2 a 2 + c 2 a 2 a 3 b 3 -f- a 3 b 3 bfi) 

- 24 m 2 (b 2 c 2 + c 2 2 a. 2 + a 3 2 b 3 2 ) 

-f- 36 m ( a 2 b 3 c , + a 3 b t c 2 ) (bf [ -f- c 2 a 2 -f- a 3 b 3 ) — ßbff/t.Aj)^ 

+ 8 (b 3 c 3 + + a 3 b 3 ) - 27 (a 2 % 2 c t 2 + a 2 h 2 c 2 ) ' 


-\2(b l 2 c i 2 c 2 a 2 +b x 2 c { 2 a 3 b 3 +c 2 a 2 2 a 3 b 3 +c 2 a 2 b i c l +a 3 2 b 3 2 b i c l +a i 2 b 3 2 c 2 a 2 '): 


Für die kanonische Form reduciert sich diese Invariante auf 
(1 — 20m 3 - 8m 6 ) ; 
ihre symbolische Form ist 

( 123 ) ( 124 ) ( 235 ) ( 316 ) ( 456 ) 2 . 
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Wir können aus ihr eine Evectante 


W d r a +U 


clT 

db 


+ 


= 0 


bilden, deren Coefficienten in entwickelter Form zu geben 
unnöthig ist. Für die kanonische Form wird <liese Contra- 
variante, die wir Q nenuen wollen 


(1 - 10m 3 ) (y + y + y) - (30m 2 + 24 m 5 ) £, £ 2 g 3 = 0. 

Jede andere Invariante der cubischen Form kann als eine 
rationale Function von S und T ausgedrückt werden. Man 
kann diess in derselben Art beweisen, wie der entsprechende 
Satz für die binäre biquadratische Form bewiesen worden 
ist 13 ); wie denn überhaupt zwischen den Theorien der bi- 
nären biquadratischen und der ternären cubischen Formen 
viele Analogien bestehen. 

223. Die Methode zur Bildung der Gleichung der Iteci- 
proken einer Curve dritter Ordnung ist im Art. 91. erläutert 
worden. Wir geben hier das Resultat ihrer Anwendung auf 
die allgemeine Gleichung, jedoch nur die entwickelte Form 
derjenigen Glieder, welche von einander wesentlich verschie- 
den sind und aus denen die fehlenden durch symmetrische 
Buchstabenvertauschung abgeleitet werden können. 


6,« {6V - Gbcbfy + 4 fc,» -f 4ey — 36 3 2 c 2 2 } + ■ • 
-j-Gytj { — bc 1 b l -\-2bcmc t -\-bcb 3 c t — 4mc6 3 2 43cc 2 6 3 6, — 2 6c, c 2 2 

-f 2mb 3 c 2 i +b 3 i c l c t —2b l c 2 3 } -| (- 3£, 4 g 2 2 {26c l o,— 4»t6cc, 

3c 2 6, 2 — 2i»ccj« 3 -f- 1 6 m 2 c& 3 — 12me6,c 2 4 4 bc x 2 e., -|- 4 eajb 3 2 

— 6e« 2 fe 3 c 2 — 6 cb i b 3 c l — 4 m 2 c 2 2 — 8m6 3 c,e 2 — 6 3 2 c, 2 — 2 « 3 & 3 e 2 2 

4 4« 2 c 2 3 4 126,C|C 2 2 } + " 

4 6j-, 4 g 2 ! 3 {6 c ( — 4 nt- 4 56,c, — 2 o 3 6 s — 2c 2 a,) 

4 6 (2»ic,c 2 44«3 c 2 2 — 36 3 c, 2 ) 4 c (2 m&,ö 3 4 4 « 2 6 3 2 — 3c 2 6, 2 ) 

— 8»» 2 6 3 c 2 4 10m (6 3 2 c, 4 c 2 2 6|) — 2 a 3 c 2 b 3 2 — 2 « 2 & 3 c 2 2 — 1 1 6 1 6 3 c J c 2 { 

-( (-2£ 1 3 j; 2 3 { — «6c 2 — 9c 2 « 2 6,436cc,« 3 43ac6 3 c 2 — 2ac 2 3 — 26c, 3 

— 16 cm 3 4 cm (18 b l c l 4 18 c 2 « 2 — 24 a 3 b 3 ) 49c (« 2 6 3 c, 4 « 3 6,c 2 ) 
4 1 2 m 2 c, c 2 4 6m(a 3 c 2 2 46 3 c, 2 )46« 3 6 3 c, c 2 — 186,c, 2 c 2 — 18« 2 c,c 2 2 | 
4 — f~ 6| t 3 | 2 2 | 3 { abcc 2 4 6 bcma 3 — 4bca- 1 (\ — 2 acb 3 2 4 «6 : ,c, 2 
42m6c, 2 — 56c,c 2 « 3 44cm 2 6, — 10cm« 2 6 3 4 2c6,« 3 6 3 — 6c6, 2 c, 
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-(-9 ca. l c. 1 b { -f 8 ;» 3 c 2 — 16»»t 2 6 3 c, -f- 1 2»«a 3 6 3 e 2 — — -2»»6,c,c 2 

— 4 «aV c i + 10Z*,6 a C|® + läa^Cj— lla 3 6,c 2 2 } -f 

+ 6§, J ! 2 2 | 3 2 | — 4 abcm -f- (bca 2 a 3 -j- ca6,6 3 -f- a6C|C 2 ) 

— 8 m ( ab 3 c. 2 6c, a 3 -f- ca., 6,) 

4- 5 (a&,e 2 2 -f- ac,6 3 2 -f- 6c 2 a 3 2 + 6a 2 e, 2 -(- c6 3 a 2 2 4- ca 3 6 t 2 ) 

— 8 m 4 + 4 >» 2 (6,c, 4- c./i., 4- « 3 6 3 ) 4* 18»» (a 2 6 3 c, 4" a J , \ r -i) 

4- 4 (6,V 4- c 2 W 4- «,V) 

— 19 (6,c,c 2 a 2 4” c 2 a 2 a 3 6 3 4- a 3 6 3 6,c,)} = 0. 

Diese Contravariante ist die zweite Evectante vuu T , d. h. 
die Gleichung der Recijirokaleurve kann in der Form ge- 
schrieben werden: 


(li 3 


da 




de + ^ + Via 


d + ? 2 5 S/ 


da 


db-> 


+ 1,’S, % + S,’i, i + ^ + 1,1,1, D'r- «■ 

ln Art. 91. ward schon die Gleichung für die kanonische 
Form gegeben 

?, fi + + S, 6 - (2 4- 32»‘ 3 ) (£/V + 5a 3 Si 3 + 6, 3 i s 3 ) 

- 24»» 2 £, g 2 | 3 (£,* 4 - 1 2 3-4-| 3 2 ) - (24 »» 4* 48 »t 4 )^, * £ 2 2 £ 3 2 = 0 . 


224. Die Invarianten der cubisehen Form können auch 
mit Hilfe der Differentialgleichungen berechnet werden , wel- 
chen Invarianten genügen müssen. (Vergl. „Vorlesungen“ 
Art. 102.) Es ist dazu zweckmässig, die Gleichung nach 
einer der Variabein zu ordnen und sie also etwa zu schreiben 

rx 3 3 + ^ ( a o x t + a x x^) x.? 4- 3 (b^\ l 4" 26,a:,a; 2 4" ^■e c t i ) x s 
+ (cA 3 4 " ^c l x i ' i x 2 -+- 3 c 2 a: 1 x 2 2 4 - c 3 a: 2 s ) = 0 . 

Wenn wir dann eine Invariante bilden wollen, deren Ord- 
nung und Gewicht vorgeschrieben sind, so können wir ihren 
litteralen Theil ohne Rechnung schreiben; so muss z. B. S 
von der Form 

r (cV>) 4 - (c 2 a 2 ) 4- (cU‘a) 4- ( 6 ‘) 

sein, wenn wir durch (c 2 6 ) eine Function bezeichnen, die 
vom zweiten Grade in den Coefficienten c und vom ersten 
Grade in den Coefficienten b ist; wir wissen auch, dass sie 
eine Invariante dieser Ordnung von ‘ 

\ x i' 4 und c 0 x t 3 4 
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2.36 


oder von einer biliären quadratischen und cubischen Form 
sein muss. Die Theorie der binären Formen erlaubt uns also 
die Form dieses Gliedes zu bestimmen und das Gleiche gilt 
für die übrigen Glieder. Die Invariante muss aber auch 
der Differentialgleichung 


da. 


+ 0>«4 




genügen , die ihre Coefficienten bestimmt, 
also 


S — — r (c 2 6) + (c 2 a 2 ) + (cb' 2 a) 


So findet man 

- (&T 


mit folgenden Werthen: 


(c’&) = ( C(J c, — C,*) b 2 — (c„c 3 — c,c 2 ) b, + (c,c 3 — c 2 ) 6„; 
(cW) = (c 0 c 2 — e, 2 ) a, 2 — (c„c 3 — c,c 2 ) o,o 0 + (c,c 3 — c. 2 ) a„ 2 , 
(cb 2 a) = a 0 c„6 2 2 — (c g a, + 3 c, a 0 ) b,b, + (a„c 2 4* «hc,) (2 6, 2 + b„b 2 ) 
— («o c 3 + 3 a,c 2 ) 6„6, + a,c 3 V; (6 2 ) = &<A — V- 

In analoger Art findet man 

T — r 2 (e 4 ) — 6 r (c 3 la) + 4 (c 3 a 3 ) + 4r (c 2 b 3 ) — 3 (c 2 6 2 « 2 ) 
* — 12 (6 2 ) (cb 2 a) + 8 (6 2 ) 3 

mit 


(c*) = c„ 2 c. 2 + 4c„c 2 3 + 4c 3 c, 3 — 3 c, 2 c 2 2 — 6c u c,c 2 c 3 , 
(c 3 6a) = a„6 0 (c 0 c 3 2 + 2c 2 * — 3c,c 2 c 3 ) 

+ («A + 2a,,6,) (2 c 3 c, 2 — c,c 2 2 — c„c 2 c 3 ) 

+ («o *2 + 2a, 6,) ( 2 V/ — «*d* — c„c,c 3 ) 

+ « 1 * 2 (Vo 2 + 2c, 3 — 3c„c,c 2 ), (c 3 a 3 ) = a„ 3 (c 0 c 3 2 + 2c 2 3 — 3c,c 2 c 3 ) 
+ 3 a 0 2 a i (2c 3 c, 2 — c, c 2 3 — c u c 2 c 3 ) + 3 n„«, 2 (2 e„c 2 2 — c 2 c, 2 — c 0 e,c. t ) 
+ ®i s (c 3 c n 2 + 2c, 3 — 3e 0 c,c 2 ), (c 2 6 3 ) — 3 (6 2 ) (c 2 b) = c 2 b 3 
— 6 c 0 c, 6,6 2 2 + 6c 0 c 2 6 2 (26, 2 - 6„6 2 ) + c 0 c 3 (66 0 6,6 2 — 86, 3 ) 
+ 9 c, 2 6 ( |6 2 2 — 18c,c 2 6„6,6 2 -f- 6c,c 3 6 u (26, 2 — 6„6 2 ) + 9c 2 2 6„ 2 6 2 
— 6 c 2 c 3 6,6 0 2 +c 3 2 6 0 3 , (c 2 6 2 o 2 )=c 0 2 6 2 2 a, 3 — 2c 0 c,(6 2 2 a,o 0 4-26,6 2 a l 2 ) 

— 2c„c 2 (6„6 2 b, 2 + 26, 2 a, 2 — 106,6 2 a () n, 4~ 46 2 2 a ( , 2 ) 

+ 2c u c 3 (46„6,a, 2 + 4 6,6 2 a 0 2 — 66, 2 a 0 a, — 36 lp 6 2 a 0 a,) 

4- c, 2 (86, 2 a, 2 -(- 96 2 2 a„ 2 — 126,6 2 a (l a, 4" 46, l 6 2 a, 2 ) 

4- 2c,c 2 (6 () 6 2 a 0 n, 4- 26, 2 a 0 n, — 66,6 2 a 0 2 — 66 0 6,a , 2 ) 

— 2c, c 3 (6 0 6 2 o„ 2 4- 26, 2 a„ 2 — 106 o 6,a u n, 4- 46 0 2 «, 2 ) 

4- c 2 2 (86, 2 a 0 2 4- 9 6 0 2 a, 2 — 126,6,,0 ,/j, 4- 46 0 6 2 a 0 2 ) 

— 2 c 2 c 3 (6„ 2 a 0 a, 4- 2 6 0 6,a, , 2 ) 4- c s J 6 ffl 2 o 0 2 ; 
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wo das Letztere geschrieben werden kann 

(cW) = (cbaf -f 4 (c 2 « 2 ) (b 2 ) — 8 (c 2 b) (a 2 b) 
mit 

{cbd) = c 3 « A — c, (a,b 0 + 2 « u b,) -f- c, (« # b 2 + 2a,b,) — c u«i ? 'a» 
‘(« 3, 4 = Mo* ~ 2 &i«o«i + 6 0 a, 2 . 

225. Wenn die Curve einen Doppelpunkt enthält, so 
kann man denselben zum Anfangspunkt der Coordinateu 
wählen und erhält damit 

in — a 0 = a, = 0, 

so dass sich die Invariante S auf — (b 2 ) 2 und die Invariante 
T auf 8 (b 2 ) 3 reduciert; in der Bezeichnung des Art. 218. 
giebt diess die analoge lteduction für S auf — (a.,b :i — w 2 ) 2 
und für T auf 8 (a.,b 3 — w 2 ) 3 , so dass für beiderlei Aiis- 
drucksformen sieh ergiebt, dass die Existenz eines Doppel- 
punktes T" 1 -f- 04 S :i verschwinden macht. Diese Function 
ist somit die Discriminante der cubischen Form, wie sich 
später noch in anderen Arten ergeben wird. Wenn die Curve 
eine Spitze hat, so verschwindet (b 2 ) und daher sowohl S als 
T. 'Daher gehen durch sieben Punkte (Art. 163.) viermal 
sechs Curven dritter Ordnung mit Spitze. Für die kanonische 
Form wird die Discriminante 

T* + 64S 3 = (1 +8m 3 ) 3 . 

226. In den folgenden Artikeln setzen wir die kanonische 
Form voraus. Aus Art. 219. sehen wir, dass die Gleichung 
der Hesse’schen Curve von 

£, :t -f- X.J 3 -(- a? 3 3 4- = 0 

dieselbe Form hat und nur durch den Werth von m davon 
unterschieden wird, und dass somit das System der drei 
Fundamentallinien 

x, =0, x 2 — 0, x 3 = 0 

durch die Schnittpunkte der Curve dritter Ordnung mit ihrer 
Hesse’schen Curve hindurchgeht, wie diess auch in anderer 
Weise in Art. 219. gezeigt- wurde. Es ergiebt sich auch, dass 
die Gleichung der llesse’sehen Curve für die Hesse’sche 
Curve abermals von der nämlichen Form ist, dass also, wie 
ebenfalls schon im Art. 174. bewiesen worden ist, die In- 
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Hexionspunkte einer Curve dritter Ordnung auch die Inflexions- 
punkte ihrer Hesse’schen Curve sind. 

Jede Gleichung von der Form 

« (-V + x ? + + ß x , x - 2 x :l = 0 

kann auf die Form 

XU + fiH = 0 

reduciert werden. Denn es ist 

x, :> + %i 3 + + C mx l x 2 x 3 — U , 

— m 2 (a;, 3 + + 3 + * 3 3 ) + (1 + 2m 3 ) x i x 2 x 3 = H\ 
also auch 

(1 + 8m 3 ) (V + x 3 -f- x 3 ) = (1 + 2m 3 ) U - 6 mH, 

(1 + 8 m 3 ) x i x 2 x a = m 2 U + H 

und somit 

(1 -)- 8m 3 ) X — a (1 -f- 2m 3 ) -f- ßm 2 , 

(1 + 8 m 3 ) p = — 6 m u + ß. 

Bilden wir aber die Gleichung der Hesse’schen Curve von 
A Z7 + Gp// = 0 , 

d. h. von 

(A-6pm 2 ) (ay'+ x 3 + x 3 ) + G { km + p(l +2m 3 )} x,x 2 x 3 = 0, 
so erhalten wir 

— (A — G /im 2 ) {Am + p (1 + 2m 3 )} 2 (a:, 3 + x 2 3 + x 3 3 ) 

+ [(A — Gpm 2 ) 3 + 2 /Am + p (1 + 2m 3 )} 3 ] x l x 2 x 3 = 0, 
welches nach dem eben Bewiesenen von der Form 
X’U+ p'27=0 

ist mit 

(1 +8m 3 ) A' = — (l+2m 3 ).(A — Gpm 2 ) {Am+p(l + 2m 3 )} 2 
+ m 2 [(A — Gpm 2 ) 3 + 2 {Am + p (1 + 2m 3 )} 3 ] , 

(1 + 8m 3 ) p' = Gm (A — Gpm 2 ) {Am + p (1 + 2m 3 )} 2 
+ [(A — Gpm 2 ) 3 + 2 {Am + p (1 + 2m 3 )} 3 ]. 

Mit den Wcrthen der Invarianten 

S = m (1 — m 3 ), T = 1 — 20m 3 — 8m° 
ergiebt sich, dass man hat 

A' = - 2SA 2 p — TAp 2 + 8 &’ 2 p 3 , 
p' = A 3 + 12SAp 2 + 22’p 3 
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und da hiermit die X, (i' in Function der Invarianten aus- 
gedrückt sind , so gelten diese Relationen für alle durch 
Transformation entstehenden Formen der Gleichung der 
Curve, etc., und es ist somit die Hesse’sehe Curve von 

Atf-f Gftl/ = 0 

für U und H als die allgemeinen Werthe der Art. 218., 219. 
durch die Gleichung 

XÜ+n'H = 0 

dargestellt , wo X und ft' die eben' gegebenen Werthe 
haben 4< ). 

Das Verhältniss A : u bestimmt sich aus dem Verhältniss 
X : ft', falls dasselbe gegeben ist, durch die Auflösung einer cubi- 
schen Gleichung, d. h. es giebt drei Curven dritter Ordnung, 
für welche eine gegebene Curve dritter Ordnung Hesse’sehe 
Curve ist — wie schon im Art. 182. bemerkt wurde. 

Weil sich als ein Specialfall des Vorigen die Gleichung 
der Hesse 'sehen Curve von der Hesse’scben Curve einer 
Curve dritter Ordnung 

11 (II U) = 8S* U -f 2 T1I = 0 

ergiebt, so folgt, dass T = 0 die Bedingung ausdrückt, unter 
welcher die zweite Hesse’sehe Curve mit der üriginalcurve 
selbst zusammenfällt. Für S = 0, d. h. nach Art. 221. wenn 
die Gleichung auf die Summe von drei Cuben reducierbar 
ist, fällt die Hesse’sehe Curve der Hesse’schen Curve mit 
dieser selbst zusammen und die Letztere besteht somit aus 
drei geraden Linien, wie wir sogleich zeigeii werden. 

227. Die Hesse’sehe Curve schneidet die üriginalcurve 
immer in den Inflexionspunkten , d. h. überall dort, wo drei 
aufeinanderfolgende Punkte derselben in einer geraden Linie 
liegen. Wenn die Curve keine eigentliche Curve ihrer Ord- 
nung ist und eine gerade Linie als Theil enthält, so ist jeder 
Punkt der Letztem auch ein Punkt der H esse 'sehen Curve; 
wenn insbesondere eine Curve dritter Ordnung aus drei gera- 
den Linien besteht, so bilden diese Linien auch ihre Hesse’ 
sehe Curve. Man bestätigt diess, indem man die Hesse'sehe 
Determinante von 

x t x. r r 3 = 0 
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bildet. In Folge dessen kann mau das System von Bedin- 
gungen, unter welchem die allgemeine Gleichung dritten 
Grades drei Gerade darstellt, sofort aufstellen, indem man 
ausdrückt, dass die Coefficienten in der Gleichung der 
Hesse’scheu Curve (Art. 219.) den entsprechenden Coeffi- 
cienteu der Originalgleichung proportional sind; also 

a b c a, b, b 3 c, c 2 m 

a b c o, o s 6, : 6, c, c t tu ’ 

fünf und vierzig Gleichungen, die mit neun Gleichungen äqui- 
valent scheinen und doch in Wirklichkeit nur drei unab- 
hängige Gleichungen vertreten. Denn nach Art. 91. der 
„Kegelschnitte“ genügen drei Bedingungen, damit eine Glei- 
chung dritten Grades mit neun unabhängigen Constanten 
ein System von drei geraden Linien mit nur sechs unabhän- 
gigen Constanten repräsentiert. Mittelst der im Art. 219. 
gegebenen Werthe von a, b, . . . kann man leicht bestätigen, 
dass diese fünf und vierzig Gleichungen auf drei unabhängige 
Gleichungen sich reducieren lassen. 

228. Da die Hesse’sche Curve von 


durch 


A U -)- 6g II — 0 
3L'U+ 

dargestellt wird, so repräsentiert die erstere Gleichung drei 
gerade Linien, wenn 


6(i : A = (4* : A' 

ist, d. h. nach Art. 226., wenn die Gleichung 

A 4 + 24 SA 2 (4 2 -1-^8 2’ A(4 3 - 48SV = 0 
erfüllt wird. Damit ist bewiesen, was gleichfalls früher schon 
ausgesprochen wurde, dass durch die Schnittpunkte der Cur- 
ven U — 0 und H = 0 vier Systeme von drei geraden Linien 
gezogen werden können. Wenn man diese biquadratische 
Gleichung nach dem gewöhnlichen Verfahren auflöst 45 ), so 
erhält man 


~ = + Vh > 


wo t t , < } , t 3 die drei Wurzeln der cubischen Gleichung 
t 3 -f 12S< 2 + 48 S 3 t — T 2 = 0 
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sind. Damit lässt sich die Reductiou auf die kanonische Form 
durchführen. Ist die Gleichung einer Curve dritter Ordnung 
gegeben, so bilden wir nach Art. 219. die Gleichung ihrer 
Hesse 'sehen Curve und berechnen nach Art. 221., 222. die 
Werthe ihrer Invarianten S und T. Dann lehrt uns das 
Vorige eine Gleichung 

k U -f- GfiH — 0 

bilden, welche in drei lineare Factoren zerlegbar ist. Durch 
Auflösung einer cubischen Gleichung bestimmen wir diese 
Factoren X,, X 2 , X 3 und erhalten endlich durch Verglei- 
chung der gegebenen Gleichung mit 

a X, 3 + h X, 3 -f cX 3 3 + G m X, X, X, = 0 

zur Berechnung von a, b, c, m die hinreichende Anzahl von 
linearen Gleichungen, Das ist die Reduction der Gleichung 
einer Curve dritter Ordnung ohne singulären Punkt auf die 
kanonische Form. 

229. -Von den vier Tangenten, welche von einem Punkte 
der Curve dritter Ordnung an dieselbe gezogen werden kön- 
nen, fallen nur dann zwei zusammen, wenn die Curve einen 
Doppelpunkt hat, weil eine Curve dritter Ordnung Doppel- 
tangenten nicht haben kann. Die Gleichung der vier Tangen- 
ten ist aber nach Art. 78. 

A 2 = 4A' U 

und für 

U x, 3 + a'., 3 -|- x 3 3 -j- 6 mx i x.,x 3 

sind 

A = 3 {x,' (x, 2 -f- 2 m x. t x 3 ) -(- x 2 ' (x 2 2 -f- 2wx 3 x,) 

+ x .\ (*s a + 2w»x,x 2 )} , 

A' = 3 /x, (*,'» -f- 2 mx./x.j) -j- a;, (x./ 2 -f- 2wx.,'x l ’) 

-(- x :) (x./ 2 + 2mx{ x 2 )\ . 
Indem wir in A 2 = 4A ’U die Variable x 3 gleich Null setzen, 
erhalten wir eine biquadratische Gleichung, welche die vier 
Schnittpunkte der Tangenten in der Fundamentallinie x., = 0 
darstellt, und zwar 

3 (xj'x, 2 -(- x./x 2 2 -j- 2 »»x 3 'x,x j ) 2 
— 4 (x, 3 -f- x 2 3 ) {x, (x,' 2 -f- 2m x,'x 3 ') -|- x 2 (x./ 2 -p 2>«x 3 'x,')| 

Sälmon, Höhere C’urveo. IG 
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oder 

(x,' 2 + 8*»Xj'x s ') x, 4 -(- 4 (x/ 2 — mxj'x,') x, 3 x 2 
— G (x,'x 2 ' 4 - 2»i ! Xj' ! ) x, 2 x, 2 -(- 4 (x,' 2 — mx/xj') x,x, 3 
+ (Xj' 2 4- 8 wxj'x,') x./ = 0. 

Aus dem Gesagten erhellt, dass die Discriminante dieser bi- 
quadratischen Form die Discriminante der cubischen Glei- 
chung als einen Factor enthalten muss. In Erinnerung daran, 
dass 

x,' 3 4- x i 3 + 6wx,'Xj'xj' = 0 

ist, finden wir die Invarianten s und t der biquadratischen 
Gleichung 

s = 12 (m 4 — »*) x 3 ' 4 = — 12x 3 ' 4 S, 
t = — (1 — 20 m 3 — 8 m*) x 3 '« = — x 3 '*T. 

Die Discriminante 27 t 2 — s 3 der biquadratischen Gleichung 
ist also 

27 x 3 ' 2 (T 2 4- 64 S 3 ) 

und in der That ist die Discriminante der cubischen Gleichung 
T 2 4- G4 S 3 . 

230. Das Doppelverhältniss der vier durch die biquadra- 
tisclie Gleichung des letzten Artikels bestimmten Punkte 
stimmt mit dem Doppelverhältniss des Büschels der vier Tan- 
genten überein. Bezeichnen wir aber durch a, ß, y, d die 
vier Wurzeln dieser Gleichung, so ist bis auf das Vorzeichen 
(„Kegelschnitte“ Art. 338.) das Doppelverhältniss der durch 
sie bestimmten Elemente eines der Verhältnisse der Grössen 

(«-<*) (0 - y). 

Wir können aber nach der Methode der symmetrischen 
Functionen die Gleichung bilden, welche diese Grössen be- 
stimmt, und erhalten dieselbe für 

a 0 , 4a,, Göj, 4a 3 und a t 

als die Coefficienten der biquadratischen Gleichung in der 
Form 

a o y - 12 a 0 sy 4- IG V(s 3 - 27 P) = 0. 

Da die gegenseitigen Verhältnisse der Wurzeln sich nicht 
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ändern, wenn wir sie mit einem Factor multiplicieren , so 
können wir setzen 

a a y=2zs l 

und erkennen, dass die Doppel Verhältnisse die gegenseitigen 
Verhältnisse der Wurzeln der Gleichung 

»•- 3 * + 2/(1 -%?) -0 

oder 

*3_3* + 2j/(l + 6 -S) = 0 

sind. Dieselben hängen somit nur von dem Verhältniss 
T 2 : S 3 ab und sind unabhängig von der Lage des Punktes 
in der Curve , von welchem aus die Tangenten gezogen sind. 
(Art. 168.) Für T = 0 wird die eben gefundene Gleichung 
z 3 — 3 * 4- 2 = 0 , 

und hat somit zwei gleiche Wurzeln, so dass eines der Ver- 
hältnisse derselben gleich der .Einheit und das bezügliche 
Doppelverhältniss gleich — 1 oder ein harmonisches Verhält- 
niss wird. 

Beispiel. Die durch die Ecken, die Gegenseitenscbnittpunkte 
und Diagonalpunkte eines Vierecks gehenden Curven dritter Ordnung 
■werden für das Dreieck der Gegenseitenschnittpunkte als Fundamental- 
dreieck und eine der Ecken als Einheitpunkt der projectivischen Co- 
ordinaten durch die Gleichung 

o,*, (Xi* — *,*) 4 «,£* («3* - *i’) 4 <* 3*3 (*i* — x t) = 0 

dargestellt. Man hat für sie 

S — — (“i 4 4 °» 4 + “s 4 — — a t a * ~ «**«.*> , 

T = — y (2a,* - a,* — a 3 *) (2a,* — a,* — a,*) (2a 3 * — «,* — a,*) 

nnd somit für a> als eine imaginäre dritte Wurzel der Einheit. 

S — — («i* 4- <oa,* -|- u >*a 3 *) (a,* 4 co*«,* 4 °> a i) , 

T » - ~ {(«,* 4 •«.» 4- «*«.V + («,* 4 4 

und bildet daraus die Discriminante 

B = {3<d (1 — o») (a,* — a,*) (a,* — a,*) (a.,* — n,*)}*, 

so dass die Curve einen Doppelpunkt hat, wenn zwei, und eine Spitze, 
wenn alle drei Coefßcienten gleich gross sind; und dass sie harmonisch 
ist , wenn die halbe Summe der Quadrate von zweien gleich dem Qua- 
drat des dritten ist. 

16» 
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231. Mit Hilfe der kanonischen Form können wie in 
Art. 226. die Invarianten S und T von 
A<7+ 6g.ff=0 

oder von 

(A — 6 um 2 ) (x, 3 -f- x 2 3 + £ 3 S ) + 6{wA-|-p(l-f- 2m 3 )} x t x 2 x 3 = 0 
gebildet werden und wir finden ohne Schwierigkeit 
S ßU+6pH) = SA 4 + TP fi — 24S 2 A> 2 — 45 TA ft 3 
— (T 1 -(- 48 S 3 ) fi 4 

und 

T(A U+ Gfill) = TP — 96S 2 A s ju — GOSTVfi* 

— 20T 2 A 3 fi 3 + 240S 2 TA 2 g 4 
— 48 (ST 2 + 96 S 4 ) Ag 5 - 8 <72 S 3 T + T 3 ) g 6 . 

Es giebt also in dem Büschel der durch die Gruppe der In- 
flexionspunkte gehenden Curven dritter Ordnung vier, deren 
H esse’sche Curve aus drei Geraden besteht, und sechs har- 
monische Curven dritter Ordnung, wenn wir so die Curven 
von der Charakteristik — 1 bezeichnen. Diese bilden drei 
Paare so, dass in jedem derselben die eine Curve die Hesse’- 
sche der andern ist. Wenn wir mit Hilfe der erhaltenen 
Werthe von S und T die Discriminaute K oder T 2 -f- 64S 3 
bilden, so erhalten wir 

li (AP + 6 g IT) = R (A 4 + 24 SP fi 2 + 8 TAg 3 - 48 SV 4 ) 3 ; 
der die ursprüngliche Discriminante multiplicierende Factor 
ist der Cubus der in A, fi biquadratischen Function des 
Art. 228., wie zu erwarten und vorauszusehen war, weil so 
lange nicht die Originalcurve dritter Ordnung einen Doppel- 
punkt hat, die einzigen Curven dritter Ordnung mit Doppel- 
punkten in dem durch die Inflexionspunkte gehenden Büschel 
die vier Systeme der sie verbindenden Geraden sind. 

Die soeben für die Invarianten S und T von XU-\-6[iH 
gegebenen Werthe sind Covarianten dieser biquadratischen 
Form in A, /i, nur durch die Factoren 4 und 2 respective 
von der Hesse 'scheu Covariante und von der Co Variante J 
des Art. 141. der „Vorlesungen“ abweichend; und die Coef- 
ficienten von U und H im Werthe von H (A (/ -|- 6p//) 
(Art. 2^6.) differieren nur durch numerische Factoren von den 
Differentialen derselben biquadratischen Form nach A und 
nach respective. 
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Alle covarianten Curveu dritter Ordnuug können in der 
Form 

AtT+ftif=0 

dargestellt werden, wie die folgenden Beispiele erläutern 
mögen. 

Beispiel 1 . Wenn U tl , U n , . . . die zweiten Differentiale und 
tr„,U„, .. . die Minoren U n f/, 3 — U t3 *, etc. ihrer Determinante be- 
zeichnen, wie in Art. 185. und wenn wir diircli 77, ,, . . ., H„, . . ., die 
entsprechenden Grössen für die Hesse’sche Covariante ausdriiekon, 
so ist 

U|,77,| + U„77„ -f- U, 3 77 u + 2 Ujj 77, 3 -f- - U u 7/j, + 2 Ui, 77„ = 0 
eine covariante cubisclie Form. Wir haben die Werthe 
U u = x { , U it = mxj ; U,, = XjX t — m'x!, U it = m t x i x l . — mxf-, 

77,.. = — 6m > x i , II ik = (1 + 2»»') Xj-, 

H„. = 36m 4 Xj x t — ( 1 -f- 2»» a ) x?, H li = (l -f- ‘2m 3 ) 1 x t x k + 6;« a ( l -f- 2 m 3 )xf, 

und erhalten die fragliche Covariante = — 2 SU. ln der That konnte 
vorausgesehen werden, dass Bie von SU nur durch einen numerischen 
Factor verschieden sei; denn sie ist eine Covariante vom fünften Grade 
in den Coefficienten und es muss also, damit sie von der Form 

uU+bH 

sei, o vom vierten und b vom zweiten Grade in den Coefficienten sein ; 
aber es giebt keine Invariante vom zweiten Grade nnd S ist die einzige 
Invariante vom vierten Grade. 

Beispiel 2. Berechne in derselben Weise die Covariante 

H„ U„ + Kr, U„ -f Hy U„ + 2H „U„ + ‘.'H 3I U„ + 2H„ U a . 

Sie ist 

= — TU+liSH. 

232. Der Grad jeder Covariante einer cubischen Form 
in den Variabein ist ein Vielfaches von drei und allgemeiner, 
wenn der Grad einer ternären Form ein Vielfaches von drei 
ist, so gilt diess auch für alle ihre Covarianten. Diess er- 
giebt sich unmittelbar aus der im XT. Kap. der „Vorlesungen“ 
entwickelten symbolischen Methode ; denn jedes Symbol (123) 
vermindert den Grad der Function, an welcher man damit 
operiert, um drei und der Grad dieser Letztem ist bei An- 
wendung dieser Methode ein Vielfaches vom Grade der Ori- 
ginalfunction. 

Man erkennt leicht, dass die Gleichung jeder cubischen 
Covariante von 

a:, 3 -f- Xj 3 -{- x 3 3 + 6 mx,x.,x 3 = 0 
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von der Form 

a (Zj 3 -f x 3 + a: 3 s ) + ßx,XjX 3 = 0 
ist, die wie wir sahen auf die Form 
A U -f- fi H = 0 

reducibel ist. Um aber Covarianten von höheren Graden aus- 
drücken zu können, ist es nöthig, eine dritte fundamentale 
Covariante zu bilden. Die, welche wir wählen wollen, kann 
in folgender Art definiert werden : Betrachten wir den Polar- 
kegelsehnitt eines Punktes 

tfiiV-t — =*° 

und den Polarkegelsehnitt 

H U X 2 +•-• = (> 

desselben Punktes in Bezug auf die Hesse’sche Curve, so 
giebt es einen zu diesen beiden Kegelschnitten covarianten 
Kegelschnitt von der Gleichung 

(u 22 h 33 + h 22 u 33 - 2u 23 a 23 ) x 2 -\ =0 

(„Kegelschnitte“ Art. 354.); und die Bedingung, unter wel- 
cher derselbe durch den Pol geht, ist eine Covariante der 
cubischen Form.' Weil tr 22 , TT 33 , etc. die Variabein im zwei- 
ten Grade enthalten, so ist diese Covariante vom sechsten 
Grade in den Veränderlichen und weil U 22 , U 33 , . . . vom 
zweiten und H 22 , H 33 , . . . vom sechsten Grade in den Coef- 
ficienten sind, so ist sie vom achten Grade in den Coeffi- 
cienten. Der Werth dieser Covariante für die allgemeine 
Gleichung der Curve dritter Ordnung ist noch nicht ermittelt 
worden; wenn wir aber die für U n , XJ 22 , ... im letzten Ar-» 
tikel gegebenen Wertlie benutzen, so erhalten wir als ihren 
der kanonischen Form entsprechenden Werth 40 mit 

0 = 3 m 3 ( 1 -(- 2 m 3 ) (x x 3 -f x 2 3 -f- x 3 3 ) 2 
— m (1 — 20 m 3 — 8 m s ) (x x 3 -f- x 2 3 -(- a: 3 3 ) x t x 2 x 3 
— 3m 2 (1 — 20m 3 — 8m 6 ) x x 2 x 2 2 x 3 2 

— (1 + 8m 3 ) 2 (x 2 3 x 3 3 -(- x 3 3 x x 3 -j- x x 3 x 2 3 ) 

oder 

= m 3 (2 + in 3 ) U 2 - m (1 + 2m 3 ) UH + ‘dm 2 H 

— (1 + 8»» 3 ) 2 (x 2 3 a; 3 3 x 3 3 ar, 3 -|- x x 3 x 2 3 ). 

Es giebt noch zwei andere Covarianten , die von den 
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nämlichen Graden in Variabein und Coefficienten sind, wie 
0, und welche gleichen Werth für die Wahl als fundanientale 
Covariante sechster Ordnung haben. Die erste von ihnen 
repräsentiert den Ort eines Punktes, dessen Polarlinie in Be- 
zug auf die Hesse’sche Curve den Polarkegelschnitt des- 
selben Punktes in Bezug auf die Originalcurve dritter Ord- 
nung berührt; ihre Gleichung ist also für 
H u H 2 , H 3 

als die Dififerentialquotienten der Hesse 'scheu Curve 

V n H 3 -f U,.,i/, 2 + TT,.,#, 2 + 2U,,//,i/, -f 2U. tl H-flly 

+ 2V ti H l H 2 = 0. 

Man kann diese Covariante mit Hilfe der Formel QS' — F 
im Art. 356. Beisp. 1. der „Kegelschnitte“ als Function von 
0 aus'drücken; denn mau hat für 0, S' und F respective zu 
setzen 

- 2SU, 6H, 40 

und erhält so ihren Werth 

«= _ 4 (© _|_ 3S UH). 

Endlich ist eine dritte Covariante derselben Art der Ausdruck 
für den Ort eines Punktes, dessen Polare in Bezug auf die 
Curve dritter Ordnung seinen Polarkegelschnitt in Bezug auf 
die Hesse 'sehe Curve derselben berührt; von der Gleichung 

H n ff, 2 + Hj 2 U,* + H ;i: , U 3 l + 2H n U, U 3 + 2h. u U 3 ff, 

4- 2H 12 ff, tf 2 = <), 

welche nach der Formel 0 ' S — F a. a. 0. berechnet wird, 
indem man 0', S, F durch 

— TU + 12 SH, ff, 40 
ersetzt, so dass sie also wird 

— < TU 2 - 12SUH 4* 40). 

233. Jede Covariante von 

x, 3 + x 2 3 + x 3 3 + Gmx t x 2 x 3 

ist offenbar eine symmetrische Function von x t) x 2 , x 3 und 
kann daher in Function von 

x , 3 -(- x 2 3 x 3 3 , x l x. l x 3 , x. 3 x 3 3 + x 3 x { 3 + W 

also auch in Function von ff, H, 0 in Verbindung mit den 
Invarianten ausgedrückt werden. Allein nicht jede Covariante 
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ist eine rationale Function von U, H, 0; in der That können 
wir wie in Art. 143. der „Vorlesungen“ eine Covariante bil- 
den, von der das Quadrat, jedoch nicht sie selbst, eine ra- 
tionale Function dieser Grössen ist. Sind die Coefficienten 
der cubischen Gleichung 

o 3 — (l — (- 8»t 3 ) (*,* x? -{- x./) q 2 
+ (1 + 8 m :i ) 2 (x 2 3 x 3 3 -f- x 3 3 x, 3 -J- x^x., 3 ) q 
— (1 -f- 8wt 3 ) 3 x, 3 x 2 3 x 3 3 = 0 

durch p, q, r respective bezeichnet, so ist nach der Theorie 
der cubischen Gleichungen für 

J = (1 -j- 8«i 3 ) 3 (x 2 3 — x., 3 ) (x 3 3 — x, 3 ) (x, 3 — x 2 3 ) 

J 2 =p 2 q 2 -f ISpqr — 27 r- - 4 q 3 — Arp\ 

Mittelst der Ausdrücke von p, q, r in Function von U,-H, 0 
finden wir durch Substitution 

J 2 = 40 3 + TU 2 Q 2 

-f Q{-4S 3 U i +2STU' J II— 21S 2 U 2 H 2 — 18 TUIP+ 10 &SH*) 
- \6S*U b H— nS 2 TU*H 2 — 4T 2 U'H* + ZASTU'H' 
- 432 S l UIP - 27 TH'K 

Man kann diese Identität in der Form schreiben 
40 (0 + A U 2 ) (ß + p U 2 ) — J 2 -f H<t>, 
aus welcher man erkennt, dass das System 

0 (0 -{- A U 2 ) (0 + p U 2 ) = 0 
von II — ü berührt wird, so dass die Curve H — 0 jede 
der durch die drei Factoren dargestellten Curven berührt oder 
durch die je zweien von ihnen gemeinschaftlichen Punkte hin- 
durchgeht. Da aber 0 = 0, U-=Q und II =0 keinen zu allen 
dreien gemeinsamen Punkt haben, so muss 0=0 von H= 0 be- 
rührt werden. Das System J = 0, welches durch die Berüh- 
rungspunkte geht, besteht aus den harmonischen Polaren der 
neun Inflexionspunkte. 

Wir geben zur Erläuterung der Art, wie alle andern 
Covarianten in Function von 77, H, 0 ausgedrückt werden 
können, zwei Beispiele. 

Beispiel 1. Man soll die Gleichung der neun Inflexionstangen- 
ten bilden. Wir Bähen im Art. 2)8., dass die Inflexionstangenten durch 
U — (1 + 8m*) x,* — 0 , U - (1 + 8m») x,» = 0 , 

U — (1 +8»»') x 3 » = 0 
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dargestellt werden. Die Multiplication dieser drei Factorcn giebt 
U a — (1 + 8 mi 1 ) (x, 3 + ay 3 + ay') U* 

-f- (1 8 mi 3 )* (x^x, 1 -f- x/x, 3 -f- x, 3 x, 3 ) U — (1 + 8 m, 3 ) 3 x t a Xi 3 z, 3 = 0 

und wenn wir für 

(1 + 8 Mi 3 ) (x, 3 + ay 3 -f Xj 3 ) , (I -f 8 mi 3 ) 3 (Xj’Xj 3 + x 3 3 x, 3 -f x, 3 Xj 3 ) 
und (t + 8 Mi 3 ) x,x,x 3 

die vorher angezogenen Werthe einsetzen, so finden wir als die ver- 
langte Gleichung der neun Tangenten 

5SU*H — H* — ire = o ; 

wir ersehen ans derselben, dasB die Curven II —-0 und 0 = 0, von 
denen wir vorher bewiesen, dass sie sich berühren, die neun Inflexions- 
tangenten zu ihren gemeinsamen Tangenten haben. 

Beispiel 2. Man soll die Gleichung der Cayley’scheu Curve 
in Punktcoordinaten entwickeln. Wir haben die Reciproke von 

m CS, 3 + S. s + S, s ) + (1 - 4 Mi 3 ) £,£,£, = 0 

zu bilden , welche nach Art. 220. ihre Gleichung in Liniencoordinaten 
ist, und bilden dieselbe nach Art. 223.; die Grössen 
x, 3 -(- x, 3 + x,*, etc. 

können dann in Function von U, H, 0 ausgedrückt werden und man 
erhält das Resultat in der Form 

4S0 — TH* — 16 S* UH = 0. 

234. In analoger Art kann jede Contravariante der cu- 
bischen Form in Function von drei fundamentalen Contra- 
varianten ausgedrückt werden und wir können als solche drei 
die drei früher entwickelten wählen, nämlich die Evectanten 
von S und T aus den Art. 220. , 222. , die wir P und Q nann- 
ten und durch welche jede contravariante cubische Form aus- 
gedrückt werden kann; und die Reciproke F aus Art. 223. 
Wir können wie in Art. 231. die Invarianten von 
AP + nQ = 0 

bilden, d. h. in der kanonischen Form für 

+ (1 - 10»»») p} (£, 3 -f |, 3 -f | 3 3 ) 

+ {(1 - 4m’) A - 6 mV (5 + 4m’)} £, £,£ :) — 0; 
und wir finden 

S(AP + ft$) = (192S 3 — T 2 ) A 4 -f 7GSS 2 TP^i 
+ 216 (3 ST* — 64 S 4 ) A 2 p J -f- 216 (T 3 — 64TS 3 ) Ap 3 
— 1296 (5 S 2 T 2 + 64 S 5 ) p 4 ; 

T ( A P+ p (?) = (T 3 + 576 S 3 T) A« -f- 288 (5 S 2 T 2 — 1 92 S 5 ) A Ä p 
-f- 540 (3SP 3 — 320 S'T) A> 5 +• 540 (T 4 — 448 T 3 S‘) A>» 
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— 19440 (T&T* - 64 S 5 T) A> 4 

— 11664 (3 ST*- 32 S 4 T 2 + 2048 S 1 ) Aft 5 
— 5832 (T 5 + 40 S 3 T 3 + 2560 S 6 T) ft 6 ; 

Ji (AP+,t0 == {SA 4 + rA 3 ji+ 72S 2 A J ft ? + 108STAft 3 
+ 27 (T 2 — 16S 3 ) ft 4 } 3 R\ 

Wieder sind dabei, wie in Art. 231., die Functionen vom 
vierten und sechsten Grade in A, ft, welche in den Werthen 
von S und T auftreten, die Covarianten der biquadratischen 
Form, deren Cubus in dem Werthe von 

R(lP + pQ) 

erscheint. Ferner ist 

ff (AP 4- ft£) eh {TA 3 + 1 44^ ft 4- 324 STA ft 2 
4- 108 (T 2 — 16 S 3 ) ft 3 } P - {4SA 3 4- 3TA 2 ft + 144S 2 Aft 2 
+ 108S Tft 3 } Q 

und die Factoren von P und Q in diesem Ausdruck sind die 
Differentiale derselben biquadratischen Form nach ft und A. 

235. In derselben Art können wir die Contravarianten 
P und Q von A U 4" 6 ft ff bilden und finden 

P(AZ7+ Oftff) = A 3 P4- - 12SPAft 2 

4-4(S<3-TP)^ 3 , 

Q (A U 4- Oft ff) EH PQ - 60 SPA 4 ft — 30 TP A 3 ft 2 

— 10 TQP(1 3 — 120 (2S' l Q — STP) Aft 4 
+ 24 { STQ — (T 2 4- 24 S 3 ) P} ft 5 . 

Wenn wir nun die Werthe der Invarianten S und T 
von A U 4- Oft ff in Art. 231. durch s und t bezeichnen, so 
ergiebt sich , dass die vorigen Werthe nur durch die Factoren 

3 (T 2 4- 64 S 3 ) und (T 2 4- 64S 3 ) 
respective von 

(48 S 2 P 4- TQ) g 4- (3 TP - 4 SQ) g 

und 

(48 S 2 P 4- TQ) g + (3 TP - 4 SQ) £ 

verschieden sind. 

Indem wir ferner ebenso die Contravarianten von P und 
Q von AP-j- pQ bilden, erhalten wir die Resultate 
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P(AP + pQ) = A 3 (8S 2 77- TH) + 18 Pfi (SP 7 7+ 8&H) 
+ 9Afi 2 {(P 2 — 32 S 3 ) 77 + \2STH} 

— 54fi 3 {4&TU— (P 2 + 32 S 3 ) 7/} ; 
<)(AP+fi#) = A 5 )1GS 2 P77 + (P 3 + 192S 3 )77) 

+ BOA 4 /» {S(P 2 — 64 S 3 ) 77 + 16S*PJP} 

+ 15A 3 fi 2 {P(P 2 — 320S 3 )77+ 48SP 2 J7) 

- 270 A 2 fi 3 {16S 2 P 2 77 — P(P 2 — 64 S 3 ) H } 

— 1620Afi 4 { ST 3 77 + 4S 2 (P 2 - 64 S 3 ) 77) 

- 324 fi 5 {(P 4 +24P 3 S 3 + 5 1 2 S 6 ) 77 — 6 S P( P 2 + 1 28 S 3 ) 77 } . 

Wenn wir dann die Invarianten S und T von (A P + fi Q) 
in Art. 234. durch s und t respective bezeichnen , so diffe- 
rieren diese letzterhaltenen Werthe nur durch Factoren von 

(48S 2 77 + 18 TH) ~ + (P77 — 24S/7) 

und 

(48S 2 77 + 18P77) ^ + (P77— 24SJ7) 

respective. Zu diesen Formeln fügen wir endlich die Aus- 
drücke der Reciproken von (A77+Gg77) und (XP-\-(iQ) 
hinzu, welche respective sind 

(A 4 + 24 SV fi 2 + 8 PA fi 3 - 48 S 2 fi 4 ) P’ — 24 fi (A 3 + 2 Pfi 3 ) P 2 
— 24 fi 2 (A 2 - 4 <8 fi 2 ) PQ — 8A<i 3 § 2 
und 

4 {S A 4 + P A 3 fi+ 72 S 2 A 2 fi 2 + 108 S PA fi 3 + 27 (P 2 — 16S 3 ) g 4 } 0 

- { PA 4 + 2 16 SPA 2 fi 2 + 108 (P 2 — 04 S 3 ) Ag 3 - 3883 PSy) 77 2 
-{16S 2 A 4 + 32 SPA >+ 18P 2 A 2 fi 2 +216S(P 2 + 32S 3 )fi 4 } UH 
+ {64S 3 A 3 fi+144S 2 PA> 2 + 108SP 2 A f i 3 +27P(P 2 +lGS 3 )fi 4 } ^ 3 - 

236. Wir entwickeln ferner eine nützliche identische 
Gleichung. Wenn man in die cubische Form an Stelle der 
Variabein x lf x t , x 3 die x,- + Ax/ einsetzt, so kann das Re- 
sultat der Substitution in der Form 

77 + 3AS* + 3A 2 P* + A 3 77' 

geschrieben werden , nach welcher S x — 0 den Polarkegel- 
schnitt und P x — 0 die Polargerade des Punktes xl in Bezug 
auf die Curve dritter Ordnung 77 = 0 darstellen. Für die 
kanonische Form ist also 
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S x ^ (x, 2 + x,' + (ojj 2 -+- 2mx i x l ) x 2 ' 

und 4" 4" 2 ihx 1 x.,) x 3 

P x = (a:,' 2 4 2 mx 2 x 3 ') x { + ^.,' 2 + 2mx 3 x t ’) x 2 
. 4" ( a: :i 2 4" 2 mx t x ., ) * 3 . 

Wenn wir dann das Resultat einer gleichen Substitution in 
die Gleichung der Hesse’schen Curve H — 0 in der ana- 
logen Form 

H 4 - 3AX, 4 - 3A 2 TT„ -f A 3 If 

schreiben, d. h. wenn wir durch X, = 0 und TT* = 0 den 
Polarkegelschnitt und die Polarlinie von x[ in Bezug auf die 
Hesse’sche Curve darstellen, so bestätigt die Benutzung der 
kanonischen Form ohne Schwierigkeit die identische Gleichung 
3 (4, TT, - X,P,) = H U - HU'. 

Daraus folgt, dass für x{ als einen Punkt der Curve, d. h. 
U' = 0 die Gleichung der Curve U = 0 in der Form 
S x TT, - I, P x = 0 
geschrieben werden kann. 

Aus dieser Form ziehen wir unmittelbar die folgenden 
Ergebnisse : 

a) Die geraden Linien P x = 0 und TT, — 0 schneiden 
sich in der Curve dritter Ordnung, d. h. der Tangentialpunkt 
von x{ oder der dritte Schnittpunkt der ihm entsprechenden 
Tangente mit der Curve ist der Durchschnittspunkt von 
P x = 0 mit der Polare TT, = 0 von x,' in Bezug auf die 
Hesse’schc Curve. (Vergl. Art. 184.) 

b) Die Berührungspunkte der vier vom Punkte xl noch 
an die Curve dritter Ordnung gehenden Tangenten, d. h. die 
Durchschnittspunkte der Curven S x = 0 und U — 0 sind auch 
die Durchschnittspunkte von S x = 0 mit X, = 0, d. h. die 
Schnittpunkte der beiden Polarkegelschnitte von x[ in Be- 
zug auf die Curve selbst und ihre Hesse sche Curve. 

c) Die Gleichung 

Sx TT, - X, Px — 0 

entspringt durch Elimination des Parameters 0 zwischen den 
Gleichungen 

S x -f- 0 X, — 0 und P x + 0TT, = 0 , 
von denen die erste einen Kegelschnitt in dem durch die 
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Schnittpunkte von S x = 0 und X x = 0 gehenden Büschel und 
die zweite die Polare des Punktes x/ in Bezug auf ihn be- 
zeichnet. Somit kann die gegebene Curve dritter Ordnung 
als der Ort der Berührungspunkte der Tangenten betrachtet 
und hervorgebracht werden, welche von einem Punkte x{ an 
die Kegelschnitte eines Büschels gezogen werden können. 

d) Wenn die Gleichung S x -j- 0X^ = 0 zwei gerade Li- 
nien repräsentiert, so geht die durch P x -+- 0TT X = O darge- 
stellte Gerade durch den Durchschnittspunkt derselben; dieser 
Durchschnittspunkt ist daher ein Punkt der Curve dritter 
Ordnung und P x -j- 0TL = 0 bezeichnet die Tangente der- 
selben in ihm. Die vier Berührungspunkte der von x/ aus 
an die Curve gehenden Tangenten bilden somit ein Viereck, 
dessen drei Diagonalpunkte in der Curve dritter Ordnung 
liegen und die mit */ cotangentialen Punkte sind (vergl. 
Art. 151.), d. h. die Punkte, deren Tangenten sich mit der 
seiuigen an demselben Punkte der Curve durchschneiden. 

237. Diese identische Gleichung kann ,|7 ) dazu dienen, 
die Gleichung des Kegelschnitts zu bilden, der durch fünf 
auf einander folgende Punkte der Curve dritter Ordnung hin- 
durchgeht. Weil S a = 0 die Curve berührt und P x = 0 die 
gemeinschaftliche Tangente beider Curven bezeichnet, so ist 
die allgemeine Gleichung eines die Curve dritter Ordnung 
ü — 0 in xi berührenden Kegelschnitts 

S x - % X P X = 0 

für \ x als das Polynom 

a,#, + a 2 x 2 + a 3 x 3 , 

welches durch Vergleichung mit Null eine beliebige Gerade 
ausdrückt. Unter Benutzung der entwickelten Identität kann 
aber die Gleichung der Curve dritter Ordnung in der Form 
geschrieben werden 

TL (S x - l x P x ) = P x (X x - LTL) , 
aus welcher wir erkennen, dass die vier Punkte, in welcher 
der berührende Kegelschnitt 

S x -LP x = 0 

die Curve ferner schneidet, seine Schnittpunkte mit dem 
Kegelschnitt 

Ix - LTL = 0 
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sind; so dass, wenn dieser letztere Kegelschnitt durch den 
Punkt Xi geht, der erstere drei aufeinander folgende Punkte 
der Curve dritter Ordnung enthält. Durch Substitution der 
Xi für die x t erhalten wir aber Z*' = TT* =11' und die Re - 
dingung, unter welcher Zr — £* TT* «= Ö durch (len Punkt x( 
geht, ist somit £*' = 1. Damit dann 

S*-£*P* = 0 

durch vier aufeinander folgende Punkte der Curve geht, muss 

i* - £*tt* = o 

die Gerade P* — 0 zur Tangente im Punkte x{ haben ; die 
Tangente von 

i« - Ln, — o 

oder die Polare von x / in Bezug auf diese Curve ist aber 
durch 

2 tt* - s;tt* - £*rr*' = o 

oder wegen £*' = 1 und TT*' = II' durch TT* — H' £* = 0 
dargestellt und damit die linke Seite dieses Ausdrucks zu 
P* proportional sei, muss man haben 

£* = ep* + n*. 

Die allgemeine Gleichung eines durch vier auf einander 
folgende Punkte der Curve gehenden Kegelschnitts ist somit 

s z — e p* j — ~ { , Pxn*==° 

und 

' z* — ep*n* — tt** = o 

geht durch die beiden Punkte, in denen der erste Kegelschnitt 
die Curve dritter Ordnung ferner schneidet; die Gleichung 
derselben- ist damit als reducibel auf die Form 

TT* (S x - 9 P* 2 — j l j. P*TT*) = P* (l* - 6P*TT* - -i, TT* 2 ) 

erkannt. 

238. Weil diese beiden Kegelschnitte die Gerade P* = 0 
zur gemeinschaftlichen Tangente im nämlichen Punkte haben, 
so kann durch Addition ihrer mit passenden Constanten mul- 
tiplicierten Gleichungen ein durch P* theilbares Resultat 
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erhalten werden und der andere Factor desselben repräsen- 
tiert dann die gerade Linie, welche die beiden letzten Schnitt- 
punkte des Kegelschnitts mit der Curve dritter Ordnung ver- 
bindet. Es ist dazu nöthig, /i so zu bestimmen, dass 

f*S x + I. - TT* 2 

durch P. theilbar wird und wir tliun diess, indem wir die 
Discriminante dieser Grösse gleich Null setzen. Die Berech- 
nung dieser Discriminante giebt aber 

n'M' + 4p 2 %. 

und unsere Grösse zerfällt also in Factoren, wenn 



ist. Da einer der Factoren P x ist, so gilt für M x als den an 
dern die Ide u tität 

ftSx + Ix — TT. 2 = M z P x . 

Mit Ililfe dieser Gleichung kann die am Ende des letzten 
Artikels gegebene Gleichung der Curve dritter Ordnung in 
die Form 

(Hx + iaPx) (Sx - eP x 2 - ^ p x n x ) 

= Px 2 [m x - i Hx - 0 (tt* + ftPx)} 
transformiert werden, deren Form aussagt, dass 
TT X -f- ft Px = 0 

die Tangente im Tangentialpunkt des gegebenen Punktes der 
Curve dritter Ordnung ist, und dass M z — -y { . TT. = 0 durch 

den zweiten Tangentialpunkt des gegebenen Punktes hindurch- 
geht. (Vergl. Art. 156.) 

239. Damit der Kegelschnitt durch fünf aufeinander fol- 
gende Punkte der Curve geht, müssen die Coordinaten xi 
der Gleichung 

M z - -g. TTx - 6 (TT. + ftP.) = 0 
genügen. Die einzige Schwierigkeit liegt darin, das Resultat 
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dpr Substitution von^ar/ in die Function M r zu bestimmen. 
Wenn wir aber die Gleichung 

iiS x -\-T z — ~T] x ‘ ! = M x T z 

nach x { , x., oder x 3 differentiieren, und in das Ergebniss die 
xl für die x, einsetzen, indem wir bemerken, 'dass 

_ = 2 dP i -i = 2 drr; 

dxi dx,' ’ dxi dxy 

ist, erhalten wir MJ = 2fi und es ist also das Resultat der 
Substitution der xl für die in 

m x - -fr. tt* - e (TT* + ftp,) — 0 

durch fi — 0 H‘ = 0 ausgedrückt, so dass weil f i gleich 
— IQ' ^ >es ^ lnm ^ wurde, 0= — sich ergiebt. Damit ist 
das Problem vollständig gelöst. 

240. Wir erwähnen eine andere allgemeine Form, auf 
welche die Gleichung einer Curve dritter Ordnung gebracht 
werden kann, nämlich der Form 

a, x i 3 4" a i x 2 3 + a 3 x 3 3 + a \ x3 = 0 
für 

*i + x l + »3 + x * = 0 

(Art. 10.). Der Polarkegelschnitt eines beliebigen Punktes xl 
ist nun durch 

a { x -f- a i x J 'x. t ' 1 + a 3 x 3 x 3 + o 4 x t ' x t 2 = 0 
gegeben und wird für den Punkt 

x t ' = 0 , x t ' — 0 

ein Linienpaar durch den Schnittpunkt von 
x 3 = 0, x t = 0, etc., 
man erkennt also, dass die Punkte 

X | X) y Xfj X} j Xj X<J y X) ll J j Xj Xj J X.) Xj 

entsprechende Punktepaare in der Hesse 'sehen Curve sind. 

Diese Form der Gleichung enthält elf Constanten impli- 
cite und ist daher eine, auf welche die allgemeine Gleichung 
einer Curve dritter Ordnung in unendlich vielen Arten re- 
duciert werden kann. 
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Die Werthe der Invarianten für diese Form sind 

/S Q, j 0/2 (Zj , 

T = a 2 aja 2 -f- « 3 2 a 4 2 a, 2 + afa^Oj 2 -f a 2 a. 2 a 3 2 

— 2a l a. i a i a i (a, a., + «,a 3 -f- «i « 4 + « 2 fl 3 + « 2 « 4 + « 4 ) ; 
man bildet die Discriminante durch £limination der x t zwi- 
schen den nach x i ,x 2 ,x 3 ,x t genommenen Differentialen 

a,x, 2 = a i x 1 2 , a 2 x 2 2 = a 4 a; 4 2 , a 3 # 3 2 — a i x i 2 > 
und erhält die Xi proportional den Keciproken von 
i 1 i i 

«i , a i i «s% «4 ; 

damit aber durch Substitution in 

*1 + #2 + »3 + x i = 0 

die Discriminante 

(a 2 o 3 o 4 ) i + (a 3 a 4 a,)^ + (a,«,«.,) 4 -f (ff 1 a.,a 4 ) i = 0, 
welche von den Wurzeln befreit wie vorher giebt 
li = T 2 + 64S 3 = 0 «). 

Die Hesse’sche Covariante ist in diesem Falle 
T.a 2 a 3 a i x 2 x 3 x i = 0, 

die Evectante von S oder die Cayley’sche Curve ist 

£a 3 a 3 a 4 (| ( g 2 ) (£1 £3) (£1 £1) = 

die erste Evectante von T ebenso 

Za 3 2 a 4 2 (a, a 2 ) (£j S 2 ) 3 

- I a, o 2 a 3 a 4 2 (2 g, - g 2 ~ £3) (2 £2 - £3 - £, X <2 £3- 1 , - £2) = 0 
und die zweite Evectante von T oder die Keciprokaleurve 

I a 2 a 2 (g, - 6 ,)' - 2Zo 2 ö 3 a 4 2 (g, - g 2 ) 3 (g, - g 3 )» 

+ 2 a,«,«, {(I, - g 3 ) (g, - g 4 ) - (g, - g 4 ) (g 2 - g 3 )} 
x {(£, — g 4 ) (g 3 - g 2 ) - (£, - £2) (£3 - £4)} 
x {(g, - g 2 ) (£4 - £3) - (£, - £3) (£4 - £2)} ■ 

241. Endlich wollen wir mit einigen Bemerkungen über 
den Fall schliessen, wo die Curve dritter Ordnung in einen 
Kegelschnitt und eine Gerade zerfällt. Wenn eine Curve 
entweder zwei Doppelpunkte oder eine Spitze besitzt, so ver- 
schwindet nicht nur ihre Discriminante, sondern es ver- 
schwinden auch die Functionen, welche man aus ihrem all- 
gemeinen Ausdruck in den Coefficienten der Originalgleichung 

Salraon, Höhere Curven. 17 


Digitized by Google 



258 


durch Differentiation nach jedem dieser Coefficienten erhält 
(Vergl. „Vorlesungen“ Art. 43., 69.) ln der That folgt aus dem 
Ausdruck der Discriminante 

T 2 + 64 S 3 = 0 

der cubischen Form, dass ihre Differentiale durch 

2T ^ 4- 192 S 2 2 T~ + 192 S 2 etc. 

da 1 da’ db ' db’ 

dargestellt werden und also bei der Existenz einer Spitze, 
d. h. mit S = 0, T= 0 (Art. 225.) sämmtlich verschwinden. 
Wenn die Curve zwei Doppelpunkte hat, d. h. wenn die 
Curve dritter Ordnung in einen Kegelschnitt und eine Gerade 
zerfällt, so besteht die Gleichheit der Verhältnisse 
dT.dS_dT,dS_dT - dS , 
da 'da db ' db de' de * e C- i 

diese Gleichungen, jede vom Grade acht in den Coefficienten, 
bilden das System der Bedingungen, unter welchen die all- 
gemeine Gleichung dritten Grades in zwei Factoren zerlegbar ist. 

242. Die vorigen Bedingungen können in einer andern 
bemerkenswerthen Form geschrieben werden. Sie entspringt 
aus der Bemerkung, dass jeder Doppelpunkt einer Curve auch 
ein Doppelpunkt ihrer H es se 'sehen Curve ist, so dass seine 
Coordinaten den durch Differentiation der Gleichungen der 
Curve und ihrer Hesse’schen Curve nach den ent- 
stehenden Gleichungen genügen müssen. Im Falle der Curve 
dritter Ordnung sind aber diese Differentiale sämmtlich vom 
zweiten Grade in den Variabein und man kann zwischen 
ihnen die Grössen 

zy 2 /y 2 /*■ 2 zy zy zy zy zy /y 
«Az | y «Az 2 y iAz<^ y vC.j A' j y A/-j «A/j y iA/| tVi^ 

linear eliminieren und erhält die Discriminante in Form einer 
Determinante 
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Wir haben auch in Art. 227. gesehen, dass die Bedin- 
gungen für die Existenz von drei Doppelpunkten in der 
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Curve ausgedrückt werden, indem man eine der drei ersten 
Reihen und die entsprechende unter den letzten drei hori- 
zontalen Reihen dieser Determinante nimmt und jede Deter- 
minante gleich Null setzt, welche aus zwei Verticalreiken 
dieses Systems gebildet ist. In derselben Art werden die Be- 
dingungen , unter denen die Curve zwei Doppelpunkte hat, da- 
durch ausgedrUckt, dass man irgend zwei unter den ersten 
drei Horizontalreihen mit den entsprechenden zweien der 
letzten drei verbindet und die aus irgend vier Verticalreihen 
dieses Systems gebildete Determinante gleich Null setzt. 
Zum Beweise bemerken wir, dass für U = g* V mit 

Ix = li*i + l 2 x -i + Ma 

und F=0 als Gleichung eines Kegelschnittes die Hesse 'sehe 
Curve von U — 0 in der Form 

= 0 

erscheint — wie wir im nächsten Artikel beweisen wollen. 
Dann haben wir aber 


dH 
dx , 




dJf = ^ dU 
dx : di r. 


+ 3 ^ 6 ** 


und somit 


dH y dH , dU . y . dU A 
- 6i ä . r : - Me + 6« 1 dx, = 0 » 


b2 dx x t>1 dx t ® 2 dx x 
d. h. die Differentiale von H und U nach x { und x 2 respective 
sind durch eine lineare identische Relation verbunden und 
daher verschwindet die Determinante, welche mau aus den 
Coefficienteu von vier entsprechenden Gliedern in diesen 
Gleichungen bildet. 


243. Die Hes se’sche Covariante von g* U= 0, für \ x — 0 
als eine Gerade und U — 0 als eine Curve beliebiger Ord- 
nung kann in verschiedenen Wegen gebildet werden. Die 
zweiten Differentiale von g x U sind 


Ix ü tt + 2g, U , , UU n + 2 g, U 2 , UU n + 2g 3 U,, 
s:l + £'.• ^:i + la U'i> Ix^n -f- g : , t/, -)- g, U 3t 
lxU n + g, ZT, + g 2 U t ; 

bildet man mit denselben die Hesse’sche Determinante und 
benutzt man zur Reduction die Gleichungen für homogene 
F unctionen 


(n — 1) I/, = U ll x l -j- U j 2 x 2 -j- U tl x 3 , etc. 

17 * 
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so erhält man für die Hesse 'sehe Covariante von % Z U = 0 
den Ausdruck 


(« - l)* 


l?U- 


(» — i) 


UUF, 


in welchem F die Function 


(U n U 33 - U 13 *) g, 2 + • • • 

(Art. 185.) bezeichnet, welche geometrisch dargestellt wird 
durch den Ort der Punkte, deren Polarkegelschnitte die ge- 
gebene Gerade berühren. 

Allgemeiner findet man für die Hesse 'sehe Covariante 
von U V nach demselben Verfahren den Ausdruck 

( ”. + , w '~, x) * um' + ( - ” - + n '7, 1)t vm 

— 1)* 1 (n — 1)* 

- r.-^)*f=T ) < t ' FI 9+ g,|,9,) 

+ (n + 7 n ~ ?w" + UVW, 

1 (n — 1) (n — 1) ’ 

in welchem wie in Art. 346. der „ Kegelschnitte “ 0, 0' re- 
spective 

(U n U 33 - U n *) , (£/,,' u 33 - u,.p) f/,, H 

repräsentieren und W die Covariante 

( F r , U 33 -J- U. ri U 33 2 U. i3 U i3 ) U x Z7| -)-••• 

bezeichnet. Diese Form zeigt, dass die Durchschnittspunkte 
von U — 0 mit V— 0 Doppelpunkte der Hesse’schen Curve 
sind und dass die Tangenten der letztem in ihnen die be- 
züglichen Tangenten von U — 0 und V = 0 sind 49 ). 


Digitized by Google 



261 


Sechstes Kapitel. 

Curven vierter Ordnung. 

244. Wir haben die Eintheiluug der Curven dritter Ord- 
nung durch die Couibination der Unterscheidung nach pro- 
jectivischen Characteren mit der Unterscheidung nach der 
Natur ihrer unendlichen Aeste begründet und können die- 
selben Classificationsprincipien auf die Curven vierter Ord- 
nung anwenden. Aber die Zahl der Arten ist so gross und 
die Arbeit der Discussion ihrer Formen so bedeutend, dass 
es nutzlos erscheint, den Versuch einer Aufzählung zu unter- 
nehmen. Es wird hinreichend sein, die Aufmerksamkeit auf 
diejenigen Punkte zu lenken, welche bei einer vollständigen 
Aufzählung hauptsächlich in Betracht kommen. Eine Curve 
vierter Ordnung ist entweder ohne vielfache Punkte, oder 
sie hat einen Doppelpunkt , oder zwei oder drei Doppelpunkte, 
die einzeln oder alle zu Spitzen werden können. Danach 
entstehen zehn Arten, deren Pliicker’sche Charactere und 
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FlU. 53. 


Jede Curve vierter Ordnung kann als einer dieser Arten 
angeliörig betrachtet werden, aber es ist nöthig, einige be- 
sondere Formen zu beachten, welche aus der Vereinigung von 
Knotenpunkten und Spitzen hervorgehen. 

1. Zwei zusammenfallende Knotenpunkte bringen eine 
Singularität hervor, die wir als Berührungskno- 
ten bezeichnen wollen, in der Tliat eine gewöhn- 
liche zweipunktige Berührung von zwei Aesten 
der Curve. (Vergl. Fig. des Art. 38.) Wir be- 
merken, dass die gemeinschaftliche Tangente der- 
selben in diesem Punkt unter den Doppeltangen- 
ten der Curve zweifach zu zählen ist. Die Curve gehört 
somit, wenn ausser dem Berührungsknoten keine ’ andern 
singulären Punkt« vorhanden sind, zur vierten unter den 
obigen Arten; aber 8 — 2 bedeutet eben den Berührungs- 
knoten und r = 8 bezeichnet als Doppeltangenten die zwei- 
fach zu zählende Tangente im letztem und sechs andere 
Doppeltangenten. 


2. Ein Knotenpunkt und eine Spitze erzeugen durch 
ihre Vereinigung die Singularität, welche als Knotenspitze 
bezeichnet werden kann und in Art. 58. als Schnabelspitze 
bezeichnet worden ist. Die betreffende Tangente zählt als 


Fig. M. Fig. 55. 



Doppeltangente und als stationäre Tangente je einmal. Wenn 
also andre singuläre Punkte fehlen, so gehört eine Curve 
vierter Ordnung mit Knoten- oder Schnabelspitze zur V. Art 
mit den obigen Charakteristiken ; ö = 1 , x = 1 bezeichnen 
aber beide eben die Knotenspitze und t = 4 die betreffende 
Tangente und drei andere Doppeltangenten , t = 10 dieselbe 
Tangente in der Spitze und neun andere stationäre Tan- 
genten. 

3. Drei Knotenpunkte können als auf einander folgende 
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Puukte einer Curve von endlicher Krümmung zusammenfallen 
und erzeugen einen Osculations- Knoten, einen Punkt, in 
welchem dreipunktige Berührung oder Osculation zwischen 
zwei Aesten der Curve stattfindet. Die Tangente im Oscu- 
lutionsknoten zählt als Doppeltangente der Curve dreifach; 
die Curve ist von der VII. Art mit den angegebenen Cha- 
racteren, so jedoch, dass 8 = 3 den Osculationsknoten be- 
zeichnet und r — 4 ausser der ihm entsprechenden Tangente 
nur eine andere Doppeltangente anzeigt. 

4. Zwei Knotenpunkte und eine Spitze oder ein Beriih- 
rungsknoten und eine Spitze als aufeinander folgende Punkte 
einer Curve von endlicher Krümmung erzeugen gleichfalls 
nicht einen dreifachen Punkt sondern die Singularität, die 
wir eben Berührungsknotenspitze nennen wollen, eine Oscu- 
lation oder ein vierpunktiger Schnitt der beiden Aeste der 
Curve, die in einer Spitze sich verbinden. Die Curve ist 
von der VIII. Art; 8 = 2, x = 1 bezeichnen den singulären 
Punkt, r = 2 die entsprechende Tangente, die als Doppel- 
tangente zweifach zählt, und i — 4 dieselbe Tangente als 
stationäre und ausser ihr drei andre stationäre Tangenten. 

5. Drei Knotenpunkte können als Ecken eines unendlich 
kleinen Dreiecks zusammenfallen und erzeugen dann einen 
dreifachen Punkt mit drei verschiedenen Tangenten. Die 
Curve gehört zur VII. Art und von den obigen Characteren 
bezeichnet 8 = 3 eben den dreifachen Punkt. 

6. Zwei Knotenpunkte und eine Spitze geben in Ver- 
einigung einen dreifachen Punkt besonderer Art, in welchem 
ein gewöhnlicher Zweig der Curve durch eine Spitze hin- 
durch geht. Die Curve gehört zur VIII. Art und unter ihren 
Characteren bezeichnen 8 — 2, x — 1 eben den dreifachen 
Punkt. 

7. Wenn endlich ein Knotenpunkt und zwei Spitzen ver- 
einigt sind, so entsteht ein dreifacher Punkt, der sich nicht 
sichtbar von einem gewöhnlichen Punkt der Curve unter- 
scheidet; die Curve ist von IX. Art und von ihren Characte- 
ren bezeichnen 8 = 1 , x — 2 eben den besonderen drei- 
fachen Punkt. 
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245. Um die Unterscheidungen zwischen den verschie- 
denen hier aufgezählten Arten von Doppelpunkten zu erläu- 
tern, wollen wir voraussetzen, dass der Anfangspunkt der 
Coordinaten ein Doppelpunkt sei, dessen beide Tangenten 
mit der Geraden y = 0 zusammenfallen ; dann ist die Glei- 
chung der Curve vierter Ordnung von der Form 

yl «(3) „«> = 0 

mit 

u< 3 > = ax 3 -f- bx 3 y -f- cxy 1 -(- dy 3 , 
m (4 * = ex* -(- fx 3 y -}-•■• 

Wir gehen nun wie in Art. 36. vor: Um die Form der Curve 
in der Nähe des Anfangspunktes zu beslimmen, substituieren 
wir y = mxt* und bestimmen ß so, dass zwei oder mehrere 
von den Exponenten des x gleich und kleiner als der Expo- 
nent irgend eines andern Gliedes sind und beachten nur die 
Glieder vom niedrigsten Grade in x. 

Sei dann zuerst a nicht gleich Null so finden wir 



die Form der Curve in der Nähe des Anfangspunktes ist die- 
selbe wie die der Curve 

y 2 -|- ax 3 = 0 

und der Anfangspunkt ist eine gewöhnliche Spitze. 

1. Sei a — 0. Es wird ß = 2 und m wird durch die 
quadratische Gleichung 

nt ' -|~ b in c == 0 

bestimmt; die Curve hat zwei Aeste, deren Formen in der 
Nähe des Anfangspunktes mit denen der Curven 
y = »W| x 2 , y — m 2 x 2 

Ubereinstimmeu , für m l , m 2 als die Wurzeln der obigen Glei- 
chung. Diese Aeste berühren einander und der Anfangspunkt 
ist ein Berührungsknoten. 

2. Wenn die erhaltene quadratische Gleichung gleiche 
Wurzeln hat, so ist die Form der Gleichung der Curve 

(y — mx 2 )* -f- cxy 2 -f- dy 3 -f- fx 3 y -f- • • • = 0 

und für den bisher benutzten Grad der Annäherung fallen 
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die beiden Aeste in der Nachbarschaft des Anfangspunktes 
zusammen. Um sie zu unterscheiden setzen wir 
y = mx 2 + wa;* 

und bestimmen n und y wie vorher m und ß. Wir finden 
dann 

y = y , w 3 = — (cm 2 + fm) . 

In der Nähe des Anfangspunktes ist daher die Form der Curve 
die von der Curve 

y = mx 2 nas», 

welche in Art. 58. erörtert wurde. Der Anfangspunkt ist 
also eine Schnabelspitze oder Knotenspitze. 

3. Wenn jedoch in Hiuzufügung zu den vorigen Bedin- 
gungen 

/'= — cm 

ist, so erhält die Gleichung der Curve die Form 
(y — mx 2 ) 2 4- cxy (y mx 2 ) + <lif -f yx'-if +••■== 0 
und wir erhalten durch die Substitution 
y = nix 2 4- n -c r 

den Werth y = 3 und zur Bestimmung von n die quadra- 
tische Gleichung 

n 2 4 cmn -(- m 2 (dm r/) = 0. 

Wenn n,, n., die Wurzeln derselben sind, so besteht die 
Curve in der Nähe des Anfangspunktes aus zwei sich oscu- 
lierenden Aesten, deren Formen durch die Gleichungen 
y = mx 2 n t x 3 , y — m 2 -)- n. t x" 
dargestellt werden; oeculierend, weil die Difierenz dieser 
Werthe von y mit einer ungeraden Potenz von x beginnt 
und somit die Aeste sich im Anfangspunkt sowohl berühren 
als durchsetzen. Der Anfangspunkt ist ein Osculations- 
knoten. 

4. Wenn aber wieder in Hiuzufügung zu den früheren 
Bedingungen die letzterwähnte quadratische Gleichung gleiche 
Wurzeln hat, oder wenn überdiess 

dm 4 | c 3 
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ist, so ist die Gleichung der Curve von der Form 
( y — mx 1 — cxy — tfi/ 2 ) 2 = Axy 3 -|- Hy* 
und wir finden auf dem vorher verfolgten Wege, dass ihre 
Fgrm in der Nähe des Anfangspunktes durch die Gleichung 
y ■ mx- -f- cmx 3 -f- ]> x* 

bestimmt wird. Der Anfangspunkt ist dann eine Berührungs- 
knotenspitze. Eine höhere Singularität kann in einer eigent- 
lichen Curve vierter Ordnung der Knotenpunkt nicht haben, 
weil der nächste weitere Schritt A verschwinden. machen und 
die Gleichung in zwei Gleichungen vom zweiten Grade zer- 
fallen Hesse. 

Der Fall, in welchem der Anfangspunkt ein dreifacher 
Punkt ist, scheint der Erläuterung nicht weiter zu bedürfen. 

246. Wir haben bisher die Unterscheidung zwischen reell 
und nicht reell ausser Betracht gelassen und wollen das Er- 
forderliche nachtragen. Unter der Voraussetzung, dass die 
Curve vierter Ordnung selbst reell ist, können nicht reelle 
Doppelpunkte oder Spitzen nur in Paaren auftreten, d. h. 
man kann die Fälle unterscheiden von einem reellen Doppel- 
punkt, von zwei reellen oder zwei nicht reellen Doppelpunkten 
und von drei reellen oder von einem reellen und zwei nicht reel- 
len Doppelpunkten, und ebenso für dieSpitzen Ein reeller Dop- 
pelpunkt ist aber immer entweder ein Knotenpunkt oder ein con- 
jugierter Punkt. In Folge der Nothwendigkeit des Auftretens 
der nicht reellen Singularitäten in Paaren können die Unter- 
scheidungen zwischen reell und nicht reell sich kaum bei den 
vorher besprochenen speciellen Singularitäten manifestieren, 
ausser etwa bei dem gewöhnlichen dreifachen Punkt, ‘welcher 
ein Punkt mit drei reellen verschiedenen oder ein Punkt mit 
nur einer reellen Tangente neben zwei nicht reellen Tangen- 
ten sein kann, wo also im ersten Falle drei reelle Aeste der 
Curve sich in ihm schneiden, während er im letzten Fall der 
Durchschnitt von zwei reellen und zwei nicht reellen Aesten 
der Curve ist, oder ein conjugierter Punkt, durch welchen 
ein reeller Ast der Curve hindurch geht. Ein solcher Punkt 
ist nicht sichtbar verschieden von einem gewöhnlichen Punkt 
der Curve und erinnert in dieser Beziehung an den speciellen 
dreifachen Punkt unter 7., in Art. 244., unterscheidet sich 
von demselben aber wesentlich darin, dass im Falle des con- 
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jugierten Punktes im reellen Aste neben zwei nicht reellen 
Tangenten nur eine reelle Tangente, im Falle des speciellen 
dreifachen Punktes aber drei reelle zusammenfallende Tan- 
genten vorhanden sind. 

247. Wir haben aber noch von einigen andern Speciali- 
tiiten zu reden. Ein Knotenpunkt kann in Bezug auf einen 
der Aeste, die durch ihn hindurch gehen, ein Inflexionspunkt 
sein. d. h. die Tangente des einen Astes im Doppelpunkt mit 
diesem drei (mit der Curve also vier) aufeinander folgende 
Punkte gemein haben; und er kann zugleich ein Inflexions- 
puukt in beiden Aesten sein. Ein solcher Doppelpunkt kann 
als die Vereinigung eines gewöhnlichen Doppelpunktes mit 
einem Inflexionspunkt oder andernfalls mit zwei Inflexions- 
punkten betrachtet werden und mau kann ihn darnach ent- 
weder als einen einfachen oder als einen doppelten In- 
flexionsknotcn bezeichnen. Die so mit dem Knoten’ zusam- 
menfallenden Inflexionen sind natürlich unter den Inflexionen 
der Curve zu zählen. Ein doppelter Iuflexionsknoten besitzt 
Eigenschaften, die den in den Art. 171 f. begründeten Eigen- 
schaften der Inflexionspunkte in Curven dritter Ordnung ana- 
log sind. Wenn wir im Allgemeinen den Ort der harmoni- 
schen Mittel in den durch einen Doppelpunkt der Curve 
vierter Ordnung gehenden Radien vectoren suchen, so erhal- 
ten wir aus der ihm als Coordinatenaufangspunkt entspre- 
chenden Gleichung der Curve 

„w 4 . „cd 4 . W (») = 0 
seine Gleichung in der Form 

«<*• + 2 «<« = 0 . 

Der fragliche Ort wird daher eine gerade Linie, wenn m ( 2) 
als ein Factor in w (3> enthalten ist und der Doppelpunkt hat, 
weil eine harmonische Polare ihm entspricht, die in Art. 171. 
entwickelten Eigenschaften. Die Berührungspunkte der von 
ihm aus an die Curve. gehenden Tangenten liegen in einer 
Geraden und es ist möglich , die Curve so zu projicieren, dass 
dieser Punkt ein Centrum wird, oder auch so, dass alle Seh- 
nen von einer gewissen festen Richtung in den Punkten 
einer Geraden halbiert werden. Im letztem Fall ist die Form 
der Gleichung im Allgemeinen 
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if (x — a) (x — b) = + A (x — c) (x — d) (x — e ) (x — f). 

Es unterliegt keinen Schwierigkeiten wie in Art. 39., 200. 
die verschiedenen möglichen Formen von Curven zu discu- 
tieren, welche dieser Gleichung entsprechen, je nach der 
Realität und nach den Grössenverhältnissen der. a,b, . . ., 
und daraus die möglichen verschiedenen Formen ihrer Pro- 
jectionen abzuleiten. 

248. Eine Curve vierter Ordnung kann als eine bei der 

Classification zu beachtende Singularität einen Undulations- 
punkt haben, d. h. einen Punkt, in welchem die Tangente 
vier aufeinander folgende Punkte mit der Curve gemein hat. 
Die Tangente der Curve in einem solchen Punkte vertritt 
zwei stationäre Tangenten und eine Doppel tangente. Eine 

Curve vierter Ordnung kann vier reelle Undulationspunkte 
haben, wie mau aus der Gleichungsform 

x l x. l x 3 x t = S' 1 

ersieht, in welcher S = 0 einen von den vier Geraden 
x t — 0, x 2 — 0, x, = 0, x t = 0 
berührten Kegelschnitt darstellt. 

249. Damit ist die Aufzählung der durch Projection un- 
zerstörbaren Charactere der Curven vierter Ordnung noch 
nicht geschlossen, welche bei einer vollständigen Classifi- 
cation Beachtung finden müssen. Wir erinnern uns, dass 
die Curven dritter Ordnung ohne singuläre Punkte in ein- 
theilige und zweitheilige Curven zerfielen, je nachdem die 
reellen Punkte der Curve in einer stetigen Reihe geordnet 
erscheinen oder nicht. Es muss vorausgesetzt werden, dass 
ähnliche Unterschiede bei den Curven vierter Ordnung Vor- 
kommen und man kann leicht eine obere Grenze der Viel- 
theiligkeit einer solchen Curve bestimmen. 

Um die Beweise formell vollständig zu machen, würde 
eine Unterscheidung zwischen den unendlichen Aesten und 
den in sich selbst zurückkehrenden sagen wir kurz den Ova- 
len zu machen sein-, aber es ist statthaft, zunächst von den 
ersteren ganz abzusehen und nur auf die letzteren zu achten. 

Dann erhellt sogleich, dass zwei Ovale, von denen das 
eine ganz vom andern umschlossen ist, die ganze reelle Curve 
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darstellen, weil jeder andere reelle Punkt unter den durch 
ihn gehenden Geraden solche gestatten würde, die fünf 
Punkte mit der Curve gemein hätten. Damit ist aber der 
Fall von mehr als zwei Ovalen, von denen keines die andern 
oder ein anderes umschliesst, durchaus nicht ausgeschlossen; 
wenn jedoch vier solche Ovale vorhandeu wären, so ist sicher, 
dass sie die ganze reelle Curve darstellen, denn ein Kegel- 
schnitt durch vier auf dieselben vertheilte Punkte schneidet 
sie in acht Punkten und kann nicht einen neunten Punkt 
der Curve ausserhalb derselben enthalten, während man ihn 
doch durch einen solchen legen könnte, falls einer vorhanden 
wäre. Wir schliessen daraus, dass eine Curve vierter Ord- 
nung ohne singuläre Punkte höchstens viertheilig ist, weil 
kein Grund ersichtlich ist , weshalb sie nicht aus vier solchen 
getrennten Ovalen bestehen könnte. In der That ist die 
Existenz solcher Curven durch das in Art. 55- benutzte Bei- 
spiel der Gleichung 

( x ! — a 2 ) 2 -f (r' - b' ! y = c* 

mit c < b ebenso wie durch folgendes von P 1 ü c k e r gegebene 
Beispiel bewiesen. Wenn 

Q = (y l - x 2 ) {x — 1) (x — |) — 2 {y 2 + x (x - 2)} 2 

ist, so wird durch Q = 0 eine Curve vierter Ordnung mit 
drei Doppelpunkten dargestellt, wie 
sie die Figur in der stärkeren Linie 
zeigt; die Gleichung Q =k bezeich- 
net dann aber eine Curve, welche 
die Curve Q = 0 in keinem end- 
lichen Punkte schneidet und um so 
weniger von ihrer Form abweicht, 
je kleiner wir x voraussetzen, die 
aber ferner ganz innerhalb oder 
ausserhalb der Curve Q = 0 liegt, 
je nach dem Vorzeichen der Grösse 
k. Diese Curve ist eintheilig, wenn 
sie ganz ausserhalb der Curve Q = 0 
gelegen ist; liegt sie ganz innerhalb 
derselben , so zerfallt sie in vier 


Fig. 56. 
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meniskenförmige Ovalen , welche in den vier von der Curve 
Q = 0 umschlossenen Räumen liegen , von denen jedoch , wie 
man leicht sieht, je nach dem Werthe der Coustanten eines 
und eventuell ein zweites nicht reell werden kann. Es kann 
also eine Ourve vierter Ordnung ohne singuläre Punkte ent- 
weder eintheilig oder zweitheilig oder dreitheilig oder end- 
lich viertheilig sein. Nach dem Vorhergehenden kann eine 
zweitheilige Curve vierter Ordnung aus zwei einander um- 
sch liessenden Ovalen bestehen, aber es kann weder eine vier- 
theilige noch eine dreitheilige Curve vierter Ordnung zwei 
solche Ovalen als einen Theil enthalten. 

ln ganz analoger Art kann begründet werden, dass eine 
Curve vierter Ordnung mit einem Doppelpunkt entweder ein- 
theilig, zwei- oder dreitheilig sein muss und eine solche 
Curve mit zwei Doppelpunkten nur entweder eintheilig oder 
zweitheilig sein kann. Mau wird zugleich nicht überäehen, 
dass diess nur ein sehr unvollständiger Abriss einer allge- 
meinen Theorie ist, in welche noch nicht eigentlich einge- 
gangen worden ist. 

Wir wollen bemerken, dass die hier zur Erläuterung ge- 
brauchte Figur von Plüeker dazu angewendet wurde, um 
zu zeigen, dass die acht und zwanzig Doppeltaugenten einer 
Curve vierter Ordnung ohne singulären Punkt sämmtlich reell 
sein können. Jedes der vier Ovalen besitzt eine dasselbe 
zweimal berührende Tangente und je zwei Ovaleu haben vier 
gemeinschaftliche Tangenten, also die sechs Paare derselben 
vier und zwanzig. 

Dieselbe Figur zeigt auch in jedem Oval zwei reelle In- 
flexionspunkte oder in allem deren acht. Ich kenne kein Bei- 
spiel einer Curve vierter Ordnung mit mehr als acht reellen 
Inflexionspunkten und im Falle der Curven dritter Ordnung 
wissen wir, dass nur ein Drittel der sämmtlichen Inflexions- 
punkte reell ist; allgemeine Sätze über die Realität der In- 
flexionspunkte der Curven vierter Ordnung sind aber nicht 
bekannt. 

250. Um die Eintheilung der Curven vierter Ordnung 
bezüglich ihrer unendlichen Aeste zu überblicken, bemerken 
wir, dass die unendlich ferne Gerade eine Curve vierter Ord- 
nung schneiden kann 
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a) in vier reellen Punkten, 

b) in zwei reellen und zwei nicht reellen , 

e) in vier nicht reellen, 

d) in zwei zusamiuenfullenden und zwei reellen, 

e) in zwei zusammenfallenden und zwei nicht reellen , 

f) zweimal in zwei zusammenfallenden Punkten, welche 
reell sind, oder 

g) welche nicht reell sind, 

h) in drei zusammenfallenden Punkten und einem einzel- 
nen reellen Punkte, 

i) in vier zusammenfallenden Punkten; 

wobei in den Fällen d), e), f), g) weiter zu unterscheiden 

wäre, ob die unendlich ferne in zwei zusammenfallenden 

Punkten schneidende Linie eine gewöhnliche Tangente, oder 
eine Gerade durch einen Doppelpunkt ist, der entweder ein 
Knotenpunkt oder ein isolierter Punkt, eine Spitze oder ein 
singulärer Punkt von einer der im Art. 244. erwähnten Arten 
sein kann. Ebenso kann im Falle h) die unendlich ferne 
Gerade entweder eine gewöhnliche stationäre Tangente oder 
die Tangente in einer Spitze oder in einem Doppelpunkte 
sein oder auch eine durch einen dreifachen Punkt gehende 
Gerade und im Falle i) die Tangente in einem Undulations- 
punkt oder in einem Doppelpunkt besonderer Art oder in 
einem dreifachen Punkte. Endlich kann ein Punkt, der 
unter den Schnitten mit der unendlich fernen Geraden ein- 
fach zählt, ein Inflexions- oder Uudulationspunkt in der 
Curve sein und auch diess wird, wenn es stattfindet, eine 
Veränderung in der Gestalt der Curve bedingen, die bei der 
Classification zu berücksichtigen ist. 

251 . Wir haben früher (Art. 70.) gezeigt, wie die Glei- 
chung der Hesse sehen Curve für eine Curve vierter Ord- 
nung zu bilden ist, als einer Curve sechster Ordnung, die 
sich mit ihr in deu vierundzwanzig Inflexionspunkten schnei- 
det. Wir sahen auch in Art. 92., dass die Gleichung der 
Reciprokeu einer Curve vierter Ordnung von der Form 

S 3 — 27 T 3 

ist, wo S = 0 eine Curve vierter und T — 0 eine Curve 
sechster Classe darstellt, von welchen die Form der Gleichung 
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zeigt, dass dieselben die vierundzwanzig stationären Tangen- 
ten der Curve zu ihren gemeinsamen Tangenten haben. Die 
Lösung des Problems, die Gleichung einer Curve zu bilden, 
welche durch die Berührungspunkte der Doppeltangenten 
einer gegebenen Curve hindurch geht, ist einem spätem Ka- 
pitel Vorbehalten worden und wir werden dort zeigen, dass 
für den Fall der Curve vierter Ordnung die Gleichung einer 
solchen Curve in der Form 

0 = 3Hct> 

geschrieben werden kann, in welcher 0 die Covariante 

bedeutet, die im Art. 232. erwähnt ist, mit 17,, . . . als den 
ersten Differentialen der He sse’schen Determinante und den 
U., , . . . als den 

TT TT TT 2 

33 u 23 I ■ ‘ • 

aus den zweiten Differentialen von 77; und in gleicher Art 
<t> die Covariante V tt H n -{-••• des Beisp. 1. im Art. 231. 
In den nächsten Artikeln geben wir die Theorie der Doppel- 
tangenten in der besonderu Form, welche den Curven 
vierter Ordnung entspricht. 

253. Es ist zweckmässig, diese Untersuchung mit der 
Darlegung einer allgemeineren Theorie zu beginnen, in wel- 
cher die Theorie der Doppeltangenten mit enthalten ist. Wir 
betrachten die Gleichungsform 

UW= F*, 

unter der Voraussetzung, dass 77=0, F = 0, W — 0 Ke- 
gelschnitte repräsentieren , eine Form mit sechszehu impliciten 
Constanten, auf welche also die Gleichung jeder Curve vierter 
Ordnung in verschiedenen Arten zurückgeführt werden kann, 
wie wir es weiterhin vollständiger übersehen werden. Die 
Form der Gleichung zeigt, dass jeder der Kegelschnitte 
U = 0, W = 0 die Curve vierter Ordnung in vier Punkten 
berührt, nämlich in den Schnittpunkten, die er mit dem 
Kegelschnitt V = 0 erzeugt. Wir haben früher („Kegelsch.“ 
Art. 304., f.) die Gleichung 

ÜW = V 2 

für den Fall discutiert, in welchem 77 = 0, F = 0, 1F = 0 
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gerade Linien darstellen und bemerken jetzt, dass die dort 
gefundenen Resultate gültig bleiben, wenn sie Kegelschnitte 
repräsentieren, so bald man die geeigneten Modificationen an- 
bringt; d. h. sobald man bedenkt, dass zwei durch Gleichun- 
gen von der Form 

kU+ pV+v W = 0 

dargestellte Kegelschnitte sich statt in einem Punkte in vier 
Punkten durchsehneiden und dass, wenn für einen Kegelschnitt 
von solcher Gleichung ein Punkt gegeben ist, drei andere 
Punkte mit bestimmt sind, weil für 

k U' + ft V + v W = 0 

der Kegelschnitt 

XU+ (iV+vW= 0 

durch die vier Punkte geht, welche durch die Gleichungen 

U : U' = V : V = W : W 

gegeben sind. Aus der soeben erinnerten Discussion in der 
Theorie der Kegelschnitte folgt, dass die Curve vierter Ord- 
nung UW= V 2 als die Enveloppe des veränderlichen Kegel- 
schnittes 

VU+2XV - f W = 0 

mit k als Parameter betrachtet werden kann, welcher die 
gegebene Curve in den vier durch 

kU -{■ F = 0, kV+ TF = 0 

bestimmten Punkten berührt. Die zwei Gruppen von vier 
Punkten , in welchen irgend zwei der umhüllenden Kegel- 
schnitte die Curve berühren^ liegen in einem andern Kegel- 
schnitt, wie es die Gleichungsform 

(PU+2kV+ TF) O 2 U+2fiV+ W) 

= {ktiU+(k + ii) v+ wy 

lehrt , die mit U W = V- identisch ist. Ebenso können die 
Eigenschaften der Pole und der Polaren auf die betrachtete 
Curve ausgedehnt werden. Durch jeden Punkt oder durch 
eine Gruppe von vier Punkten, wie wir sagen können, geltpn 
zwei Kegelschnitte des Systems 

k 2 U+2kV + W= 0, 

Salm oh, Höhere Curven. 18 
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deren zweimal vier Berührungspunkte auf einem Kegelschnitt 

UW’ + WU' — 2 VW = 0 

liegen, den man als die Polare des gegebenen Punktes oder 
der gegebenen Punktegruppe bezeichnen kann. Dann zeigt, 
die Symmetrie dieser Gleichung, dass die Polare in diesem 
Sinne des Wortes für irgend einen Punkt des letztem Kegel- 
schnittes durch den gegebenen Punkt geht. („Kegel sehn.“ 
Art. 106.) Umgekehrt schneidet irgend ein Kegelschnitt 
aU+bV+ cW=0 

die Curve vierter Ordnung in zwei Gruppen von vier Punk- 
ten, durch deren jede ein die Curve vierfach berührender 
Kegelschnitt gelegt werden kann; und die beiden letztem 
Kegelschnitte schneiden sich in einer Gruppe von Punkten, 
die den Pol von 

aU +IV + cW = 0 

in dem entwickelten Sinne des Wortes bilden. 

253. Wir erinnern uns ferner der im Art. 360. der 
„ Kegelschnitte“ begründeten Eigenschaften eines Systems 
von Kegelschnitten von der Gleichung 

y t u+ yi r + y ,w= o. 

Wenn diese Gleichung ein Paar von geraden Linien reprä- 
sentiert, so liegt der Schnittpunkt derselben in einer festen 
Curve dritter Ordnung, der Jacob’i 'sehen Determinante der 
drei Kegelschnitte 

U = 0, F = 0, TF = 0 , 

welche auch als der Ort eines Punktes definiert ist, dessen 
Polaren in Bezug auf alle Kegelschnitte des Systems 

yJJ + y 2 v + y-iW = o 

durch einen und denselben Punkt gehen. Wenn wir zwei 
Kegelschnitte dieses Systems betrachten, so ist die Gleichung 
jedes durch ihre Schnittpunkte gehenden Kegelschnittes von 
derselben Form und die Schnittpunkte jedes der drei Paare 
von geraden Linien, welche diese vier Punkte verbinden, 
liegen somit auch in der Jacob i 'sehen Curve. Wenn die 
Kegelschnitte einander berühren, so fallen zwei dieser Schnitt- 
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zwei Kegelschnitte des Systems 

y, u + y*v + y^W = 0 

einander berühren, so liegt der Berührungspunkt in der Ja- 
c ob i 'sehen Curve. Dasselbe System 

II, U + y t V + »/., W = 0 

kann ferner als das System der Polarkegelschnitte des verän- 
derlichen Punktes v/,- in Bezug auf eine gewisse feste Curve 
dritter Ordnung betrachtet werden, welche die Jacobi'sche 
Curve des Systems zu ihrer Hesse’schen Curve hat, uud 
deren Gleichung aus denen der drei Kegelschnitte gebildet 
werden kann. Alle die geraden Linien der Paare von solchen 
endlich, welche durch die Gleichung 

V\ U+y-,V+ y 3 W = 0 

dargestellt werden, berühren eine Curve dritter Olasse, die 
Cayley’sche Curve der zuletzt erwähnten Curve dritter 
Ordnung • 

254. Da insbesondere jeder der umhüllenden Kegelschnitte 
VU + 2X V+ W = 0 

und der entsprechend durch die vier Berührungspunkte des- 
selben mit der Curve gehende Kegelschnitt in der Form 

?/i U -f ?/, V + y s W = 0 

enthalten sind, so folgt, dass die Schnittpunkte der drei 
Paare von Geraden, welche die Berührungspunkte der Euve- 
loppe U W = V 1 mit einem der umhüllenden Kegelschnitte 
verbinden, auf einer festen Curve dritter Ordnung liegen, 
nämlich in der erwähnten Jaco bi 'scheu Curve; iudess die 
Geraden selbst sämmtlich von einer festen Curve dritter 
Classe, der Cayley 'scheu Curve berührt werden.' 

Wenn insbesondere die beiden Kegelschnitte 
XU+ V = 0 und iF-t-F = 0 
einander berühren, so hat der Kegelschnitt 
XHJ+2XV+ W= 0, 

anstatt die Curve vierter Ordnung in vier verschiedenen Punk- 
ten zu berühren, eine zweifache gewöhnliche Berührung mit 
ihr und schueidet sie also in vier aufeinander folgenden 

18 * 


Digitized by Google 



276 


Punkten. Nach dem eben Entwickelten liegt dieser Punkt 
einer Berührung höherer Ordnung auf der Jacobi’schen 
Curve und es giebt zwölf Kegelschnitte in dem System 
VU + 2AF + W = 0 , 

welche mit der Curve vierter Ordnung eine solche höhere 
Berührung eingehen; denn durch jeden der Schnittpunkte 
der Jacobi’schen Curve mit der Curve vierter Ordnung geht 
einer derselben. 

255. Es giebt in dem System 

PU+ 2AF-f W= 0 

sechs Kegelschnitte , welche sich auf gerade Linien reduciereu, 
denn die Discriminante dieser Gleichung ist als Function vom 
dritten Grade in ihren Coefficienten vom sechsten in A, so 
dass sechs Werthe von A existieren, für die sie verschwindet. 
Wenn aber einer der umhüllenden Kegelschnitte in gerade 
Linien zerfällt, so liegen seine vier Berührungspunkte paar- 
weis in den ihn bildenden Geraden und jede derselben ist 
somit eine Doppeltangente der Curve vierter Ordnung. Es 
erhellt dann aus Art. 248. , dass für 

a — 0, i = 0; c = 0, d — 0 
als die Ausdrücke von irgend zweien unter diesen sechs 
Paaren von Doppeltangenten die Gleichung der Curve vierter 
Ordnung in die Form 

ahcd= V 2 

gebracht werden, welche aussagt, dass die acht Berührungs- 
punkte auf einem Kegelschnitt V= 0 liegen. So sehen wir, 
dass die Form 

X 2 U + 2AF + W= 0 

sechs Paare von Doppeltangenten der Curve vierter Ordnung 
einschliesst, welche zwölf Doppeltangenten sämmtlieh eine 
Curve dritter Classe, die Cayley’sche Curve des Systems, 
berühren, während zugleich die Durchschnittspunkte der ein- 
zelnen Paare auf der Jacobi'schen Curve dritter Ordnung 
liegen ; dass ferner die jedesmaligen beiden andern Paare der 
Verbindungslinien der Berührungspunkte je eines dieser Paare 
von Doppeltaugenten die Cayley’sche Curve gleichfalls be- 
rühren und ihre Durchschnittspunkte auf der Jacobi’schen 
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Curve liegen. Man kann diess in etwas modificierter Form 
ausdrücken , wenn man von der Curve dritter Ordnung S = 0 
ausgeht, von welcher die Kegelschnitte 

U = 0, F= 0, W = 0 

Polarkegelschnitte sind. Wenn daun die Gleichung einer 
Curve vierter Ordnung eine in U, V, W quadratische 
Function ist, so ergiebt sich daraus, dass das Verschwinden 
einer solchen Function die Bedingung ausdrückt, unter welcher 
die Linie . 

x t U + x 2 V + x 3 W = 0 

einen festen Kegelschnitt berührt, das Resultat-, dass die 
Curve vierter Ordnung als der Ort eines Punktes definiert 
werden kann, dessen Polare in Bezug auf eine Curve dritter 
Ordnung S = 0 einen festen Kegelschnitt berührt; oder mit 
andern Worten , dass man sie als den Ort der Pole der Tan- 
genten dieses festen Kegelschnitts in Bezug auf xlie Curve 
dritter Ordnung und endlich als die Enveloppe der Polar- 
kegelschnitte der Punkte dieses festen Kegelschnitts in Bezug 
auf dieselbe auffassen kann. Dann entsprechen die Doppel- 
tangenten der Curve vierter Ordnung den Punkten, in welchen 
dieser Kegelschnitt die Hesse'sche Curve von S = 0 durch- 
schneidet. 

256. Wir betrachten nun irgend zwei unter den Doppel- 
tangenten einer Curve vierter Ordnung als Fundamentallinien 

X| - — 0 , iEj — — 0 ; 

da für x, — 0 die Gleichung der Curve auf ein vollständiges 
Quadrat, sagen wir 

(x 3 2 + a a:, x 3 -f- bx^y 
und für x. t = 0 auf ein anderes 

( x.y + cx K x 3 -j- dxyy 

reduciert werden muss, so schliessen wir, dass die Gleichung 
der Curve vierter Ordnung von der Form 

X\ x., TJ — (x.y -f- ax ,g 3 -j- bx.y -f- ca x 3 -f- 

ist, d. h. von der Form 

x, x 3 U = F 2 , 
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welche wir soeben discutiert haben. Wir können sie auch 
in die Form 

*,*, (A s U+ 2kV + x,x,) = (x,x t + X V) 2 

setzen. Es giebt wie wir gesehen haben ausser dem Werthe 
A = 0, welcher dem Paar x, = 0, x 2 = 0 entspricht, fünf 
andere Werthe von A , für welche 

X 2 U+ 2kV+x,x 2 = 0 

ein Paar von Geraden darstellt und man kann somit die 
Gleichung in fünf verschiedenen Arten auf die Form 

/»• /*» np /*» - - V £ 

*as | ^2 •" | *»' i J " * 

reducieren. Oder durch die vier Berührungspunkte 
von irgend zwei Doppeltangenten einer Curve 
vierter Ordnung können fünf Kegelschnitte be- 
schrieben werden, von denen jeder durch die vier 
Berührungspunkte zweier andern Doppeltangentcn 
geht. 

Eine Curve vierter Ordnung ohne singuläre Punkte hat 
28 Doppeltangenten und es giebt daher für sie — ■ 28. 27 = 378 

Paare von Doppeltangenten; jedes dieser Paare giebt fünf 
verschiedenen Kegelschnitten den Ursprung, aber jeder der- 
selben kann aus jedem der sechs verschiedenen Paare ent- 
springen, welche die vier ihm entsprechenden Doppeltangen- 

ten erzeugen; es giebt also überli aupt ^ -378 oder 315 

Kegelschnitte, von denen jeder durch die Berüh- 
rungspunkte von vier Doppeltangenten einer Curve 
vierter Ordnung geht 50 ). 

257. Wir fanden, dass jedes Paar von Doppeltangenten 
mit fünf andern Paaren verbunden eine Gruppe von sechs 
Paaren bildet, für welche die Berührungspunkte von irgend 
zweien dieser Paare auf einem Kegelschnitt liegen und es 
folgt daraus, dass die 378 Paare in 63 solcher Gruppen von 
sechs zerfallen. Die zwölf Doppeltangenten jeder Gruppe 
berühren dieselbe Curve dritter Classe, und diese Curve 
wird auch von den geraden Linien berührt, welche direct 
und kreuzweis die vier Berührungspunkte jedes dieser Paare 
verbinden. Die Durchschnittspuukte der Doppeltangenten- 
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paare, und ebenso die der Paare dor besagten Verbindungs- 
linien liegen auf einer Curve -dritter Ordnung. Jeder Gruppe 
entsprechen zwölf Kegelschnitte, von denen jeder mit der 
Curve vierter Ordnung eine zweifache Berührung erster Ord- 
nung hat und sie überdiess in vier aufeinander folgenden 
Punkten schneidet; die zwölf Punkte dieser Berührung höherer 
Ordnung liegen gleichfalls in der erwähnten Curve dritter 
Ordnung. Es ist offenbar, dass aus den 63 Gruppen 756 
solcher Kegelschnitte entspringen. 

258. Um zu einer Uebersicht über die 315 Kegelschnitte 
zu gelangen , bezeichnen wir vorläufig die ersten 26 Doppel- 
tangenten durch die Buchstaben unseres Alphabets und die 
letzten beiden durch die Buchstaben tp und wir repräsen- 
tieren auch den durch die acht Berührungspunkte der Doppel- 
tangenten a, b, c, tl gehenden Kegelschnitt durch abctl. 
Wenn dann abctl, abef zwei der 315 Kegelschnitte sind, 
so gehören die Paare ab, ctl, cf zu derselben Gruppe und 
nach dem Entwickelten ist cd cf ein anderer von ihren Kegel- 
schnitten. Diess kann direct wie folgt bewiesen werden. Sei 

abctl = V 2 

die Gleichung der Curve vierter Ordnung oder in anderer 
Form 

ab (cd - f 2A V+ Vab) = (F+ kab) 1 , 
so können wir k so bestimmen, dass 

cd+2kV + Pab = cf 

wird; die Substitution des Werthes von V aus dieser Glei- 
chung in die der Curve vierter Ordnung giebt 

V a'W + c?<P -f c’/ -5 — 2 V-abcd — 2 Vabef— 2 edef = 0 
oder 

Acdcf— (cd cf — k*ab) 2 , 

eine Form, welche den ausgesprochenen Satz beweist. Man 
erkennt so, dass für drei gegebene Paare von geraden Linien 
als Doppeltangenten einer Curve vierter Ordnung von der- 
selben Gruppe die Gleichung der Curve von der Form 

l /(ab) -f- tn /(cd) + n /(cf) = 0 
sein muss, so dass für zwei weitere gegebene Punkte eine 
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einzige Curve vierter Ordnung gefunden werden könnte, die, 
den vorgeschriebenen Bedingungen genügt. 

Da jeder Gruppe fünfzehn Kegelschnitte entsprechen, 
welche respective durch die Berührungspunkte jeder zwei von 
den sechs Paaren der Gruppe hindurchgehen, so konnte es 
scheinen, dass 63. 15 = 045 derartige Kegelschnitte existieren; 
da aber jeder Kegelschnitt ab cd dabei dreifach gezählt ist, 
nämlich als den drei Gruppen 

ab, cd, . . ; ac, bd, . . ; ad, bc, . . 
angehörend, so kommt die Gesammtzahl der Kegelschnitte 
wie vorher zurück auf 315. 

259. Betrachten wir nun irgend einen Kegelschnitt abcd, 
so können die Gruppen 

ab, cd, . . und ac, bd, . . 

ixeine andere J3gppeltapgente gemein hab en, so 'lange die 
Curve vierter Ordnung ohne singuläre Punkte vorausgesetzt 
wird. Wenn also z. B. abef ein Kegelschnitt der ersten 
Gruppe ist, so kann aceg nicht ein Kegelschnitt der zweiten 
Gruppe sein. Denn nach Art. 257. kann der durch die Be- 
rührungspunkte von a,b, c, d gehende Kegelschnitt in der 
Form 

lab + y {cd — ef) = 0 

ausgedrückt werden und wenn accg ein anderer Kegelschnitt 
wäre, so müsste diess mit 

P ac + y ( ba ~ e 9) = 0 

identisch sein. Aus dieser Identität wäre zu schliessen , dass 
{lb - gc) (a-±d)~e (i f- ‘ g) 

sei und dass folglich e als identisch mit einem der Factoren, 
in welche die linke Seite zerfällt, entweder durch den Schnitt- 
punkt von b unde oder durch den von a und d geht; in jedem 
dieser Fälle wäre aber der Punkt, durch welchen e gehen 
müsse, ein Doppelpunkt in der Curve 

Ak-abcd — {X i ab -f- cd — cf)" 1 , v 

und die Curve vierter Ordnung hätte also der Voraussetzung 
entgegen einen singulären Punkt. In genau demselben Wege 

7 1 
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sehen wir, dass wenn abef, actnn zw’ei der Kegelschnitte 
sind, eine Identität 

{kb — ftc) (a - ± d) * ef- j mn 

besteht und dass also von den Diagonalen des Vierseits efmn 
eine durch ad und die andere durch bc geht; d. h. die Durch- 
schnittspunkte der Paare der Doppeltangenten liegen nach 
einer bestimmten Regel zu drei in einer Geraden. 

Wenn ein Schema der 315 Kegelschnitte gemacht wäre, 
so hat die Unterscheidung keine Schwierigkeit, welche der 
Diagonalen durch ad und welche durch bc geht; z. B. wenn 
erkannt ist, dass 

acmn, afnv und ad uv 

Kegelschnitte des Systems sind, so erkennen wir inderseiben 
Art, wie vorher, dass die Diagonalen des Vierseits emfn 
durch ad und uv gehen und erfahren also, dass ad in der 
geraden Verbindung von cn,fm liegt. Betrachten wir dann 
einen Kegelschnitt abcd, so gehört derselbe zu den drei 
Gruppen 

ab, cd, . . ; ac, bd, . . ; und ad, bc , . . 
und jedes der sechszehn Vierseite, welche man erhält, indem 
man eines der vier andern Paare der Gruppe ac. bd mit 
einem der Paare aus der Gruppe ad, bc combiniert, hat eine 
durch ab gehende Diagonale. Nun gehört das Paar ab zu 
fünf verschiedenen Kegelschnitten und es giebt somit 80 Vier- 
seite, welche eine durch ab gehende Diagonale besitzen. 
Aber man findet, dass diese Vierseite in Paare getheilt wer- 
den , welche eine Diagonale gemein haben und es gehen des- 
halb durch jeden der 378 Punkte ab 40 Gerade, von denen 
jede durch zwei andere unter denselben Punkten geht und 
deren Gesammtzahl somit gleich 5040 ist. 

260. Wir sind nun in der Lage, ein Schema der 315 
Kegelschnitte aufzustellen, in w'elchem nur die Bezeichnung 
willkürlich ist. Beginnen wir mit der Aufschreibung der 
Gruppe 

ab, cd, ef, gh, ij, hl, 
so können die Gruppen 

ac, bd und ad, bc, 
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weil sie weder mit einander noch mit der vorigen Gruppe 
eine Doppel tan gen te gemein hüben können, geschrieben 
werden : 

ac, bei, tun , op, qr, st ; ad, bc, uv, wx, yz, qn)i. 

Um sodann die Gruppe ac,bf zu bilden, erinnern wir, dass 
dieselbe keine Doppeltangente aus der Gruppe ab enthalten 
kann, dass aber in jedem ihrer l’aare eine der Doppeltangen- 
ten aus der Gruppe ac mit einer aus der Gruppe ad com- 
biniert sein muss. Da nun die Bezeichnung der Paare dieser 
Gruppen in unserem Belieben stand, so ist es gleichfalls nur 
Sache der Bezeichnung und schliesst nicht irgend eine geo- 
metrische Bedingung ein, wenn wir diese Gruppen in der 
Form 

ac , bf, mu, ow , qy, sq> 

schreiben. Ebenso ist es nur Sache der Bezeiphnung, wenn 
wir voraussetzen, dass die Doppeltangenten so bezeichnet 
seien, dass 

ay und tnx, ai und mz, ak und mip 

respective zur nämlichen Gruppe gehören sollen. Wenn also 
diess vorausgesetzt wird, so findet man, dass die Gruppe 
af, bc nothwendig ist 

uv , px, rz, t(l> 

und kann so Schritt für Schritt zur Bildung des ganzen Sy- 
stems gelangen. Eine Tafel der 315 Kegelschnitte mitzu- 
theilen, erscheint nicht mehr nöthig, seit Hesse einen Al- 
gorithmus angegeben und Cayley denselben eingehend discu- 
tiert hat, der in einer leicht erkennbaren Weise die gegen- 
seitigen Beziehungen der 28 Doppeltangenten ausdrückt 5I ). 
Hesse’s Methode führt auf Betrachtungen aus der Geometrie 
von drei Dimensionen. Er vergleicht mit Null die Discrimi- 
nante von 

V\ U +y^V + TF = 0 

für 

ü = 0, V=0, W — 0 

als die Gleichungen von drei Flächen zweiten Grades; da die- 
selbe eine Function vom vierten Grade in den y,- ist, so be- 
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zeichnet ihr Verschwinden eine ebene Curve vierter Ordnung, 
wenn man die t/,- als Veränderliche betrachtet. Für jede 
Werthgruppe der für welche die Discrminante verschwin- 
det, ist aber 

y, U + th y + J/ 3 W = 0 

die Gleichung eines Kegels vom zweiten Grade, so dass jeder 
Punkt der ebenen Curve vierter Ordnung einem Punkt im 
Raume, nämlich dem Scheitel dieses Kegels entspricht; und 
Hesse ’s Methode verbindet die Doppeltangenten der ebenen 
Curve vierter Ordnung mit den geraden Verbindunglinien der 
acht Punkte des Raumes, welche die Schnittpunkte von drei 
Flächen zweiten Grades sind r,5 j. Wir wollen nur die Bezeich- 
nung benutzen, welche Hesse's Methode darbietet, aber von 
Sätzen aus der Geometrie des Raumes keinen Gebrauch 
machen. 

261. Die Comhination der acht Zeichen 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 
in Paaren giebt uns 28 Symbole 

12, 13, 78, 

welche wir zur Bezeichnung der 28 Doppeltangenten benutzen. 
Diese Bezeichnung erlaubt, die geometrischen Beziehungen 
der 28 Doppeltangenten auszudrücken, während sie freilich 
die Symmetrie des ganzen Systems nicht darstellt, weil er- 
wartet werden möchte, dass die Doppeltangente 12 in an- 
derer Weise mit den Doppeltangenten 13, 14, etc. als mit 
34, 56, etc. verbunden sei, während in der That keinerlei 
Unterschied zwischen den geometrischen Beziehungen der 
verschiedenen Paare besteht. Wir setzen die Zeichen aber so 
gebraucht voraus, dass 12, 34, 56, 78 vier Doppeltangenten 
bezeichnen, deren acht Berührungspunkte auf einem Kegel- 
schnitt liegen und dass jede Gruppe von vier Doppeltangen- 
ten dieselbe Eigenschaft habe, deren vier Doppeltangenten 
8ämmtliche acht Zeichen enthalten. Die Zählung ergiebt 
aber sofort, dass nur 105 Anordnungen der 8 Zeichen in 
Reihen wie 12, 34, 56, 78 möglich sind und dass daher die 
übrigen 210 Kegelschnitte, welche vier Doppcltangenten ent- 
sprechen, nicht in dieser Weise dargestellt werden können. 
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Wir bilden ihre Symbole so, dass die Zeichenpaare aus irgend 
einer Anordnung von vier der acht Zeichen cyclisch geordnet 
sind, wie z. B. 12, 23, 34, 41; es lassen sich in der That 
210 solcher Tetraden aufstellen. 

Dann besteht die zu dem Paar 12, 34 gehörende Gruppe 
aus 

56, 78; 57, 68; 58, 67; 13, 24; 14, 23 
und die zu einem Paare wie 12, 13 gehörige aus 
24, 34; 25, 35; 26, 36; 27, 37; 28, 38. 

In dieser Weise wird die Vereinigung der Doppeltangenten 
in Gruppen durch die Bezeichnung vollständig angegeben. 
Es könnte aber erwartet werden, dass die 105 Kegelschnitte 
von der Form 

12, 34, 56, 78 

in ihren Eigenschaften von den 210 Kegelschnitten der Form 
12, 23, 34, 41 

abweichen , während diess in der That nicht der Fall ist und 
vielmehr die 315 Tetraden ein untrennbares System bilden. 

262. Aus den Untersuchungen von Hesse hat Cayley 
die folgende allgemeine Regel gezogen: Eine zweiseitige 
Substitution lässt die geometrischen Beziehungen 
der durch irgend eine Reihe von Symbolen darge- 
stellten Doppeltangenten ungeäudert. Wenn wir 
ein Substitutionssymbol wie 1234. 5678 bilden , so bezeichnet 
eine zweiseitige Substitution irgend welche Vertauschung der 
Paare 

12, 34; 13, 24; 14, 23 

und der Paare 

56, 78; 57, 68; 58, 67, 

bei unveränderter Belassung solcher Paare wie 15, 36, in 
denen ein Zeichen der ersten Gruppe von vieren mit einem 
der zweiten Gruppe verbunden ist. Die Zahl solcher zwei- 
seitigen Substitutionen ist 35 und wenn wir die unveränderte 
Belassung aller Paare einschliessen 36. 

Wenn wir z. B. die zweiseitige Substitution 1234. 5678 
auf das Paar 12, 34 anwenden, so erhalten wir dasselbe 
Paar in entgegengesetzter Ordnung; aus 12, 13 erhalten wir 
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34, 24, ein Paar von dem nämlichen Typus mit 12, 13; aus 
12, 15 entsteht 34, 15, ein Paar von scheinbar verschiedenem 
Typus, aber nicht vom ursprünglichen verschieden in geome- 
trischer Hinsicht. Wenn wir also dieselbe zweiseitige Sub- 
stitution auf die Tetrade 15,67,28,34, d. i. eine der 105 
ersten anwenden, so entsteht 

15, 58, 82, 21, 

eine der 210 zweiten, die also nach der Regel die nämlichen 
geometrischen Eigenschaften besitzt. 

263. Die folgende Tabelle über die geometrischen Be- 
ziehungen der Doppeltangenten der Curven vierter Ordnung 
ist von Cayley gegeben worden 


Geometri- 

Repräsentieren- 

Zahl 

sches 

de« 

der 

Zeichen. 

Glied. 

Glieder. 

1 

12. 

28 

28 

v 

12. 13. 

168) 

378 

» 

12. 34. 

210J 

u 

12. 23. 34. 

940 \ 1260 

in 

12. 34. 56. 

420 ) 

A 

12. 23. 31. 

56 


VI 

12. 23. 45. 

1G80 

201G 

V 

12. 23. 14. 

280, 

3276 

llll 

12. 34. 56. 78. 

105' 

315 

□ 

12. 23. 34. 41. 

210 

UV 

12. 34. 56. 67. 

2520 

- 

IU 

12. 34. 45. 56. 

6040 


LT 

12. 23. 34. 45. 

3360 

• 15120 

A/ 

12. 23. 31. 14. 

840 



12. 13. 14. 45. 

3360 


IA 

12. 34. 45. 53. 

560 


Y. 

12. 13. 14. 15. 

280 

> 5010 

IV 

12. 34. 35. 36. 

1680 

vv 

12. 13 45. 46. 

2520 

20475 


Geometrischer Charakter. 


Doppeltangenten. 


Paare von Doppeltangenten. 


Triaden von Doppeltangenten, de- 
ren 6 Berührungspunkte einem 
Kegelschnitt angehören. 

Triaden , deren 6 Berührungs- 
punkte nicht in einem Kegel- 
schnitt liegen. 

Tetraden von Doppeltangenten, 
deren 8 Berührungspunkte in 
einem Kegelschnitte liegen. 


Tetraden von Doppeltangenten, 
für welche G der 8 Berührungs- 
punkte auf einem Kegelschnitt 
liegen. 


Tetraden von Doppeltangenten, 
für welche keine 6 der 8 Berüh- 
rungspunkte auf einem Kegel- 
schnitt gelegen sind. 
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Die beigefügten geometrischen Zeichen setzen voraus, dass 
die Zeichen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 als Punkte betrachtet 
werden und dass jedes Paar derselben durch eine die zwei 
entsprechenden Punkte verbindende Gerade angezeigt wird. 
So ist A das Symbol Ihr das Glied 12. 23. 31. Mit Hilfe 
dieser Bezeichnung können wir sogleich übersehen, dass das 
Symbol irgend einer Gruppe Ln dem System von 15120 Gliedern 
eines der Symbole |||, y enthalten muss, d. h. dass unter den 8 
Berührungspunkten der Doppeltangenten einer Gruppe immer 
6 sind, welche auf einem Kegelschnitt liegen; während da- 
gegen in den geometrischen Zeichen der Grnppen des Sy- 
stems von 5040 Gruppen der letzten Art die Zeichen |||, y 
nicht als Theile auftreten. 

In demselben Sinne können dann die folgenden beiden 
Gruppen von Hexaden von Doppeltangeuten aufgestellt und 
bezeichnet werden. 


G eometrisches 
Zeichen. 

Repräsentierendes Glied. 

Zahl der Glieder. 

A 

A 

12. 23. 

31. 

45. 

56. 

64. 

280 1 


1 


12. 34. 

35. 

30. 

37. 

33. 

168 l 

1008 

V 

V 

12. 13. 

14. 

56. 

57. 

58. 

560 J 


El 


12. 23. 

31. 

14. 

45. 

51. 

840 \ 


O 


12. 23. 

34. 

45. 

56. 

61. 

1680 | 
2520 i 

5040 

IW 

12. 3 1. 

35. 

36. 

67. 

68. 



Es sind die 1008 und 5040 liexaden, welche von Hesse und 
Steiner als solche Doppeltangenteu studiert worden sind, 
deren jedesmal zwölf Berührungspunkte auf einer eigentlichen 
Curve dritter Ordnung liegen , indess für die erste Reihe der- 
selben keine sechs derselben auf einem Kegelschnitt liegen, 
während für die Letzteren die zwölf Berührungspunkte in 
zwei Gruppen von sechs auf je einem Kegelschnitt zerfallen. 
Es ist hinzuzufügen, dass die sechs Tangenten jeder der 
1008 Hexaden des ersten Systems denselben Kegelschnitt be- 
rühren, wie es aus Aronhold's in den folgenden Artikeln 
darzustellenden Untersuchungen sich ergeben hat; während 
die sechs Tangenten einer jeden unter den 5040 Hexaden 
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des zweiten Systems in drei Paare so zerfallen, dass ihre drei 
Durchschnitts)) unkte in einer geraden Liuie liegen, wie es 
aus Art. 259. sich ergiebt. 

264. Aronhold 53 ) hat bewiesen, dass für sieben will- 
kürlich gegebene gerade Linien eine Curve vierter Ordnung 
gefunden werden kann, die dieselben zu Doppel! angenten 
hat und dass deren andere Doppeltangenteu durch lineare 
Constructionen bestimmbar sind. Die Methode der Unter- 
suchung geht von den Eigenschaften eines Systems von Cur- 
ven dritter Clase aus, welche sieben gemeinschaftliche Tan- 
genten besitzen und es erscheint daher zweckmässig hier zu- 
erst die Eigenschaften des dem Leser vertrauteren reciprokeu 
Systems, des Systems von Curven dritter Ordnung durch 
sieben feste Punkte zusammenzustellen. 

1. Betrachten wir irgend eine Curve des Systems, so 
geht die gerade Linie, welche ihren achten und neunten 
Schnittpunkt mit irgend einer andern Curve desselben ver- 
bindet, durch einen festen Punkt der ersteren, nämlich den 
beigeordneten Rest der sieben gegebenen Punkte in derselben. 
(Art. 161.) 

2. Durch einen willkürlich angenommenen Punkt 8 kann 
eine und nur eine Curve dritter Ordnung beschrieben werden, 
in welcher dieser Punkt der Beigeordnete Rest der sieben 
gegebenen Punkte ist. Denn alle Curven des Systems, welche 
diese acht Punkte enthalten , gehen durch einen festen neun- 
ten Punkt, und nach der Definition ist der in Rede stehende 
beigeordnete Rest der Punkt, in welchem die Verbindungs- 
linie von 8 und 9 die Curve ferner schneidet. Wenn also 
der beigeordnete Rest mit dem Punkte 8 zusaunuenfällt, so 
muss die Curve dritter Ordnung die gerade Linie zu ihrer 
Tangente im Punkte 8 haben. 

3. Es giebt vier Curven im System, welche eine gegebene 
Curve des Systems berühren , und die zugehörigen Berührungs- 
punkte sind die Berührungspunkte der Tangenten, welche 
von dem beigeordneten Reslpunkt in ihr au die gegebene 
Curve gehen. 

4. Wenn die Punkte 8 und 9 zusammerifallen, d. h. wenn 
Curven dritter Ordnung, welche dem System angehören, 
einander berühren, so ist die Enveloppe der gemeiuschaft- 
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liehen Tangente 89 eine Curve vierter Classe, weil durch 
einen angenommenen Punkt P im Allgemeinen vier solcher 
Geraden gehen. In der That, setzen wir eine Curve dritter 
Ordnung durch P und die Punkte 8, 9 voraus, so ist nach 
der Definition P der beigeordnete Rest der Fundamentalpunkte 
in derselben und diese Curve ist daher nach 2., weil sie P 
zum beigeordneten Restpunkt hat, eine bekannte Curve dritter 
Ordnung; dann aber folgt aus 3., dass die vier von P aus 
an diese Curve gehenden Tangenten zur fraglichen Enveloppe 
gehören, dass also die vier vom Punkte P ausgehenden Tan- 
genten derselben durch die Aufsuchung der Curve dritter 
Ordnung im System bestimmt werden, welche diesen Punkt 
P zu ihrem beigeordneten Rest hat. 

5. Der Punkt P ist ein Punkt der fraglichen Enveloppe, 
wenn zwei der von ihm ausgehenden Tangenten derselben 
zusammenfallen; es ergiebt sich aber aus der eben angegebenen 
Construction, dass diess nur dann geschehen kann, wenn die 
Curve dritter Ordnung, welche diesen Punkt zum beigeord- 
neten Reste hat, einen Doppelpunkt besitzt. Diese Enveloppe 
kann daher auch als der Ort der beigeordneten Reste des 
gegebenen Systems von Punkten in denjenigen Curven des 
Systems bezeichnet werden, welche einen Doppelpunkt haben. 

6. Wenn die durch die sieben Punkte gehende Curve 
dritter Ordnung in einen Kegelschnitt durch fünf derselben 
und eine gerade Linie durch die beiden übrigen zerfällt, so 
hat sie die beiden Schnittpunkte des Kegelschnitts mit der 
Geraden zu Doppelpunkten. Jede andere Curve des Systems 
schneidet diese zusammengesetzte Curve desselben in zwei 
weiteren Punkten, von denen einer auf der erwähnten Gera- 
den und einer auf dem Kegelschnitt liegt, so dass der bei- 
geordnete Rest der Punkt P ist, in welchem die Verbindungs- 
linie dieser beiden Punkte den Kegelschnitt zum zweiten 
male schneidet. In diesem Falle ist P ein Doppelpunkt und 
die beiden Tangenten in ihm sind die Geraden, welche ihn 
mit den Durchschnittspunkten der geraden Linie und des 
Kegelschnitts verbinden. Es können aber sieben Punkte in 
einundzwanzig verschiedenen Arten in zwei Gruppen von 
zwei und fünf Punkten vertheilt werden. Die betrachtete 
Curve vierter Classe enthält daher 21 Doppelpunkte, und 
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zwar einen solchen in jedem der 21 Kegelschnitte, welche 
durch je fünf der gegebenen Punkte bestimmt sind. 

7. Ausserdem sind die' sieben gegebenen Punkte selbst 
Doppelpunkte derselben Curve; denn durch jede sechs der 
gegebenen Punkte lässt sich eine Curve dritter Ordnung be- 
schreiben, welche den siebenten von ihnen zum Doppelpunkt 
hat und man erkennt leicht, dass derselbe Doppelpunkt der 
beigeordnete liest des Systems für diese Curve ist. Die vier 
von -ihm an die Curve dritter Ordnung gehenden Tangenten 
reducieren sich auf zwei Paare von zusammenfallenden, näm- 
lich die Tangenten der beiden Aeste der Curve im Doppel- 
punkt. 

Die Enveloppe vierter Classe hat somit 28 Doppelpunkte, 
von denen sieben in den gegebenen Punkten liegen , während 
zugleich ihre Tangenten in denselben die Tangenten der re- 
spectiven Curven dritter Ordnung sind, welche dem System 
angehören und den fraglichen Punkt zum Doppelpunkt 
haben. 

265. Die Eigenschaften des Systems von Curven dritter 
Classe mit sieben gemeinsamen Tangenten folgen hieraus 
nach dem Princip der Reciprocitiit. Für irgend eine Curve 
des Systems durchschueiden sich dann 

1. Die Tangenten, die sie mit einer andern Curve des- 
selben gemein hat, in einer festen Tangente der gewählten 
Curve, die als der beigeordnete Rest der sieben gegebenen 
Tangenten in Bezug auf diese Curve bezeichnet werden 
kann. 

2. Für jede beliebige Gerade giebt es#eine Curve des 
Systems, in Bezug auf welche diese Gerade der beigeordnete 
Rest der sieben festen Tangenten ist. 

3. Jede feste Curve des Systems wird durch vier andere 
Curven desselben berührt, und die zugehörigen Berührungs- 
punkte sind die vier Punkte, in welchen die beigeordnete 
Resttangente die Curve ferner schneidet; ihre Zahl ist vier, 
weil die Curve als eine allgemeine Curve dritter Classe von 
der sechsten Ordnung ist'. 

4. Der Ort der Punkte, in welchen zwei Curven des 
Systems einander berühren, ist eine Curve vierter Ordnung, 
weil die Punkte, in denen eine angenommene gerade Linie 
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diesen Ort schneidet, die vier Punkte sind, die sie mit der- 
jenigey Curve dritter Classe ausser dem Berührungspunkte 
gemein hat, für welche sie der beigeordnete Rest der sieben 
festen Tangenten ist. 

5. Wenn die Curve dritter Classe eine Doppeltangente 
hat, so berührt die ihr entsprechende beigeordnete Resttan- 
gente den bezeichneten Ort in demjenigen Punkte, wo sie 
die Doppeltangente schneidet. 

6. Wenn die Curve aus einem Kegelschnitt mit fünf der 
gegebenen Geraden als Tangenten und einem Punkte, näm- 
lich dem Schnittpunkt der beiden letzten Geraden, besteht, 
so ist die beigeordnete Restgerade für diess System eine 
Doppeltangente des Ortes. Es giebt 21 solcher Doppeltan- 
genten. 

7. Zu diesen kommen die sieben gegebenen Geraden 
selbst als Doppeltangenten des Ortes hinzu; ihre Berührungs- 
punkte mit ihm sind dieselben Punkte, in denen jede von 
ihnen die Curve dritter Classe berührt, welche dem System 
angehört und sie zur Doppeltangente hat. 

Da so die Berührungspunkte der gegebenen sieben Gera- 
den mit der Curve vierter Ordnung gegeben sind, so kennt 
man vierzehn Punkte derselben, welche allein sie vollständig 
bestimmen; und es giebt also nur eine Curve vierter Ordnung, 
welche diesen Bedingungen genügt. Wir bemerken aber, 
dass mehrere Curven vierter Ordnung möglich sind, welche 
sieben gegebene Gerade zu Doppeltangenten haben; aber 
keine andere als die hier definierte , für welche diese sieben 
Tangenten unverbunden sind durch Zusammengehörigkeit von 
irgend dreien unter ihnen zu einer Gruppe. 

266. Man kann nun weiter, wie gesagt, aus den sieben 
gegebenen Doppeltangenten die übrigen durch lineare Con- 
structionen finden, nämlich jede durch einmalige Anwendung 
des Satzes von Brianchon. Denn wir haben nur die bei- 
geordnete Resttangente für jedes der Systeme 12345.67, etc. 
zu ermitteln, wenn wir durch 12345 den Kegelschnitt be- 
zeichnen, welchen die fünf ersten der sieben Geraden bestim- 
men, und durch 67 den Durchschnittspunkt der beiden letzten 
unter ihnen. Die beiden Systeme 

12345 . 67 und 12346 . 57 
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haben aber sieben gemeinsame Tangenten und die beiden 
letzten gemeinsamen Tangenten derselben sind die Tangenten 
der Kegrfschnitte 12345 und 12340 aus den Punkten 57, 67 
respective, welche man beide nach dem Brianchon’scheu 
Satze linear bestimmt. Von ihrem Durchschuittspunkte aus 
geht noch eine wieder nach demselben Satze linear zu be- 
stimmende Tangente an den Kegelschnitt 12345 und eine an 
den Kegelschnitt 12346 und diese sind die fraglichen beige- 
ordneten Reste und daher zwei der übrigen Doppeltangenten. 

Oder wir bestimmen für die drei Systeme 

i2345 . 67 ; 12346 . 57 ; 12347 . 56 
in der eben beschriebenen Art die achte und neunte Tangente, 
welche jedem Paar derselben gemeinsam sind, und erhalten 
durch die geraden Verbindungslinien der drei Sclmittpunkto 
dieser Paare drei der fraglichen übrigen Doppeltangenten. 

Wir können aber die Doppeltangente, welche der bei- 
geordnete Rest des Systems 12345 . 67 ist, als die Doppel- 
tangente 67 bezeichnen und somit die einundzwanzig Doppel- 
tangenten der Betrachtung durch Combination der Zeichen 
1 , 2, 3, 4, 5, 6, 7 darstellen. Dazu treten dann die sieben 
gegebenen Linien selbst und wenn wir, der Symmetrie wegen 
ein neues Zeichen 8 hinzufügeud, sie durch 
18, 28, 38, 48, 58, 68, 78 

bezeichnen, so sind wir durch die Methode von Aronhold 
zu dem Algorithmus von Hesse geführt. 

267. Der Durchschnittspunkt der achten und neunten 
Tangente, welche irgend zwei Curven des Systems gemein- 
schaftlich sind, ist ein Punkt, durch den die beigeordnete 
Resttangente für jede dieser Curven geht. Betrachten wir 
dann die zusammengesetzten Systeme dritter Ordnung 

12 . 34567; 34 . 12567, 

so ist die Verbindungslinie der Punkte 12, 34 eine ihrer ge- 
meinsamen Tangenten, d. h. in dem eben wieder gewonnenen 
und früher ausführlich behandelten Algorithmus die Verbin- 
dungslinie der Durchschnittspunkte 

18, 28 und 38, 48. 

Und wir sehen nun, dass diese Gerade durch den Schnitt- 

13 * 
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punkt der beigeordne teil Reste der bezeichneten Systeme 
geht, d. h. durch den Punkt 12, 1)4. Somit erhalten wir den 
im Art. 259. bewiesenen Satz wieder, dass die Durchschnitts- 
punkte der Paare 

18, 28; 38, 48; 12, 34 

in einer geraden Linie liegen. Und Art. 292. zeigt dann, 
dass wir durch eine gewöhnliche oder zweiseitige Substitution 
5040 gerade Linien finden können, die die nämliche Eigen- 
schaft besitzen. 

268. Die algebraische Untersuchung, welche Aronli ol d 
von der so erzeugten Curve vierter Ordnung gegeben hat, 
ist im Wesentlichen die folgende. Wir denken Liniencoordi- 
naten £,• angewendet und bezeichnen durch m, v, w irgend 
welche lineare Functionen derselben 

«i£i + «..ij + etc.; 
dann repräsentieren die Gleichungen 

— % 3 w = 0, — £,» =s 0, !|« — liV = 0 

drei Kegelschnitte derselben Schaar oder mit vier gemein- 
samen Tangenten und von denen jeder eine der Seiten des 
Fundamentaldreiecks berührt. Ferner repräsentieren 

6 , ( 63 « — 6»») = 0, Sj(! 3 m’ — £,«)=• 0 und § 3 (g 1 M--g i r) = 0 

drei Curven dritter Classe mit sieben gemeinschaftlichen Tan- 
genten, nämlich den vier gemeinsamen Tangenten der Kegel- 
schnitte und den Seiten des Fundamentaldreiecks. Dann 
kann jede andere Curve dritter Classe mit denselben sieben 
gemeinsamen Tangenten in der Form 

m'Si (£,n — 1 \ 3 w) -f v'% 2 — |,«) -f w g 3 (|,m — i,t>) = 0 

dargestellt werden , in welcher u, v, w willkürliche Constan- 
ten sind, die wir von der Form 

+ « 2 §-' + «;,§/, • • 

voraussetzen für £/ als die Coordinaten einer beliebigen Gera- 
den. Wenn wir die vorige Gleichung in der Form 

w, u, g 2 g 3 

v , v , l 3 $1 = 0 

W f W f §2 
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schreiben, so erkennen wir, dass dieselbe durch die Coor- 
diuatenwerthe § 2 ', g 3 ' befriedigt wird, welche somit die 
Coordinaten einer Tangente dieser Curve sind. Diese Tangente 
ist aber zugleich der beigeordnete Rest des Systems für die 
betrachtete Curve. Denn wir finden die beiden andern Tan- 
genten derselben, die von irgend einem Punkte dieser Linie 
ausgehen, indem wir in die Gleichung für die die 

substituieren; die entstehende Gleichung ist durch g theilbar 
und wird nach der Division 




i-ii; 





X 2 

V, v", 

tsW 

-|- A g v, 

v", 

w 

+ ki; 


w‘, w", 

g.'i; 

w', 

w", 

£| V 

+ 5,"?; 


+ g 2 t>', n", g 3 "g," = 0. 

w, w", S,"g 2 " 

Die Symmetrie dieser Gleichung zeigt aber, dass diese Tan- 
gentenpaare dieselben sind, die vom Durchschnittspunkt der 
Geraden |/, an die beiden Curven 


«, 

U, 


u, 

e,e. 

V, 

V, 

£•,£, =0 und 

V, 


w, 

w, 

SiSt 

w, 

tc", g, g 2 


gezogen werden. Daher sind die Tangenten £/, als die 
respectiven dritten Tangenten jeder Curve aus dem Schnitt- 
punkt ihrer gemeinschaftlichen achten und neunten Tangente 
nach der Definition die beigeordneten Resttangeuten. 

Die beiden betrachteten Curven berühren einander, wenn 
die quadratische Gleichung in X : g gleiche Wurzeln hat, 
oder mit der Abkürzung P, Q , li für die drei Coefficienten 
dieser Gleichung, wenn 

G S = 4PP 

ist. Bezeichnen wir aber die Minoren der vorigen Determi- 
nanten 

V w" — v" w', w' u" — w"u, uv" — m'V, 
weil sie den Elementen 

Sj»3> SjSu S|6j 
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respective entsprechen, nach der Reihe durch 

x 2 , x 3 , 

so haben wir 

p- i 2 %'x t + i 3 %'x,+ - itV*», 

q= (e,v+e,'V) x, + GtV+m x 2 + «, v+6."«,') *, - 

p- g 2 l 3 "x,+ 5,1, "x 2 + s,vx,. 

Wir können dann 

itir - 5 / 1 / 

als die Punktcoordinaten Xi des Durchschnittspunktes der 
beiden Geraden betrachten und erkennen so, dass die 

Gleichung 

Q 2 = 4 PP 

äquivalent ist mit 

+ xJXJ + a; 3 2 X 3 S - 2 x 2 x s X 2 X 3 - 2 x 3 x , X 3 X, 

— 2a:, a; 2 X, X 2 = 0 

oder 

/(*, X,) + /(* 2 X 2 j + |/(^X 3 ) = 0. 

Wenn wir endlich in die Unterdeterminanten X,- für die * 

w", . . 

ihre Werthe 

tt = ft, 5, 4” ®2 S 2 4" 5s > 

»' = a,' 6 ,' + a 2 ' |j' + < , 

te' = a,l,' + o s 1/ + a 3 l 3 ' , 
m" = a, + a 2 |j" + a 3 j= 3 ", 
v" = a{ l” -f a 2 % 2 + a 3 ' £ 3 ", 

w = «. s. + a 2 g 2 + a 3 | 3 

einsetzen, so erhalten wir 

X, = « a 3 " — a 2 "« 3 ' ) a;, + (a 3 ' a,"— a 3 "a,' ) x 2 + («,' a 2 "— a,"«t 2 ' ) a, , 

X 2 = (« 2 "fl 3 — a._> «,") a:, (a 3 ''a, — a 3 a,") x 2 + (a,"a 2 — a, a 2 ") a 3 , 

X 3 = (a 2 a 3 — a 2 'a 3 ) a:, + (<*., n,' — a 3 ' a, ) x 2 + (a, a 2 — a,' a 2 )x 2 . 

Somit repräsentieren die 

X, = 0, X 2 = 0, X 3 = 0 

bekannte gerade Linien, nämlich die Seiten des Dreiecks, 
dessen Ecken durch 

w = 0, v = 0, w = 0 

dargestellt sind. Wir bemerken endlich, dass die Coefficien- 
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ten in X,, X.,, X, die Elemente der Reciprocal- Determi- 
nante oder des adjungierten Systems von der Determinante 
sind, welche die Coefficienten von u, v, w bilden, so dass, 
wenn die X ( ursprünglich gegeben waren, die u, v, w durch 
analoge Formeln gefunden werden könnten. 

2G9. Dieselbe Untersuchung gilt auch für 
Z£,m — m%.jV — n% 3 to 

als die Gleichungen der drei Kegelschnitte. Man erhält die 
Werthe von X,, X } , X 3 in derselben Art wie vorher, aber 
es wird 

P — tnn^./^’X, -j- wZSj'gi'Xj -f- Dm g/j-./X,, etc.; 

und die Gleichung der Curve vierter Ordnung wird 

_ « 

j/{mnx t X,) -f- y{nlx.,X. i ) -f- V (lmx s X 3 ) = 0. 

Diess ist die allgemeinste Gleichung einer Curve vierter Ord- 
nung, welche drei gegebene Paare von Geraden x t , X,;etc. 
als Doppeltangentenpaare derselben Gruppe besitzt. Die Con- 
stauten b t , b. t , b t werden vollständig bestimmt, wenn eine 
siebente Doppeltangente gegeben wird; denn die von den Co- 
ordinaten dieser letzten Doppeltaugente zu erfüllenden Glei- 
chungen 

ZI,'«' — « «« IjV = m£ 3 'm>' 
bestimmen »mm, nl, Int als deti Grössen ' 

li g.,V, i 3 w 

proportional. Daher können wir, wenn verlangt ist, eine 
Curve vierter Ordnung mit sieben gegebenen Geraden als 
Doppeltangenten zu beschreiben, ausser der in Art. 2G6. be- 
stimmten einen Curve, für welche keine zwei der gegebenen 
Doppeltangenten derselben Gruppe angehören, 7. 15, d. h. 
105 andere Curven vierter Ordnung nach der Methode dieses 
Artikels construieren , indem wir irgend eine der sieben 
Geraden ausscheiden und die sechs übrigen in drei Paare 
gruppieren, was bekanntlich in 15 verschiedenen Arten mög- 
lich ist. 

270. Ausser in Bezug auf die Doppeltangenten ist die 
Theorie der Curven vierter Ordnung ohne singuläre Punkte 
noch wenig studiert und wir wollen, was wir sonst noch 
darüber mitzutheilen haben, auf den Abschnitt von den In- 
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Varianten und Covnrianten versparen. Uni die Theorie der 
Doppeltangenten zu vervollständigen, müssten wir die Modi- 
ficationen untersuchen, welche diese Theorie erführt, wenn 
die Curve einen Doppelpunkt oder mehrere Doppelpunkte be- 
sitzt. Aber dem Falle, iif welchem eine Curve vierter Ord- 
nung einen Doppelpunkt hat, ist nicht besondere Aufmerk- 
samkeit gewidmet worden, und wir wollen ihn hier nicht er- 
örtern 5J ). Dagegen sind die Curven vierter Ordnung mit zwei 
Doppelpunkten, in dem Falle, wo diese die unendlich fernen 
Kreispunkte sind, dem Falle der bicircularen Curven vierter 
Ordnung, in ausgedehnterer Art untersucht worden i5 ) und es 
sollen einige der wichtigsten der erhaltenen Resultate mitge- 
theilt werden. Natürlich können die für diese Curven ge- 
fundenen projectivischen Eigenschaften als Eigenschaften der 
Curven vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten ausgespro- 
chen und bewiesen werden; wir linden es aber passend, 
mehrere von ihnen in ihrer ursprünglichen Form zu geben, 
da der Leser keiner Schwierigkeit in ihrer Verallgemeinerung 
begegnen wird. Curven vierter Ordnung, welche die unend- 
lich fernen Kreispunkte zu Spitzen haben , sind unter dem 
Namen der Cartesischen Ovaleu gleichfalls viel studiert 
worden 50 ) und ihre Eigenschaften können ebenso verallge- 
meinert und als Eigenschaften von Curven vierter Ordnung 
mit zwei Spitzen ausgespröchen werden. Wenn eine Curve 
vierter Ordnung den einen der Kreispunkte zum Doppelpunkt 
und den andern zur Spitze haben soll, so kann sie nicht 
reell sein; in Folge dessen ist dieser Fall wenig studiert 
worden und wir haben über die Eigenschaften der Curven 
vierter Ordnung mit einem Doppelpunkt und einer Spitze nur 
wenig mitzutheilen. 

271. Aus jedem der -beiden Doppelpunkte einer Curve 
vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten gehen nach Art. 79. 
vier Tangenten an die Curve und wir werden jetzt beweisen, 
dass die Doppelverhältnisse dieser beiden Büschel von vier 
Tangenten einander gleich sind. 

Die allgemeine Gleichung einer Curve vierter Ordnung, 
welche die Fundamentalpunkte in der Geraden x 3 = 0 , also 
ihre Schnittpunkte mit den Geraden a;, = 0, x 2 — 0 zu Doppel- 
punkten hat, ist 
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x, i x i i -f- 2x l x. J x :t (Ix, -f- nix,) 

+ V (« af i , + 6 * 2 *+ c V + 2fx..x i -\-2<jx.,x t + 2hx i x i ) = 0; 
und die Paare der Tangenten dieser Curve in den Doppel- 
punkten sind durch 

x, 2 -f- 2ntx l x. i -f- ha;., 2 = 0, ar 2 * -f- 2lx. t x 3 -f- ax-f = 0 
gegeben. Wir vermindern die Allgemeinheit nicht, indem 
wir h, = b t = 0 setzen, weil wir damit als die Geraden 
x, = 0 und x t = 0 nur die Geraden wählen, welche zu der 
Verbindungslinie der Doppelpunkte x :t = 0 in Bezug auf das 
jedesmalige Tangentenpaar harmonisch conjugiert sind. Wenn 
wir aber nun die Gleichung der Curve in der Form 
x./ (x,‘ l -f- hx, 2 ) -f- ~x. 2 x 3 ! (fx 3 -f- A.r,) 

+ V («V + StfXjX, + ex, 2 ) = 0 

schreiben, so sehen wir unmittelbar, dass die vier Tangen- 
ten der Curve aus dem Doppelpunkt x 3 — x { = 0 durch die 
Gleichung 

(*i* -f- ha-., 2 ) (nx, 2 + 2gx i x l + cx 3 2 ) — a:, 2 (fx 3 -f 7ix,) 2 
oder 

ox, 4 -j- 2gx l 3 x 3 + ( c + oh — A 2 ) xfx 3 -j- 2 (7> rjr — A/ - ) a; 3 s x, 

+ (hc — f 1 ) x, 4 = 0 

ausgedrückt sind. Die Invarianten dieser biquadratischen 
Gleichung sind 

1= abc — aP — b,f + fgh + ±( c + ab- A 2 ) 2 , 

0 J = (abc — aP — hg 2 — -i /V/7t) (c -f- «h — A 2 ) 

- | A 2 («»/■* + h</ 2 ) + 3ohftA + | Pg' - i (c + ab — 7t 2 ) 3 . 

Indem wir bemerken, dass die Werthe in Bezug auf « und h, 
f und g symmetrisch sind, erkennen wir, dass sie mit den 
Invarianten der biquadratischen Gleichung übereiustimmen, 
welche dem Büschel der Tangenten aus dem Doppelpunkt 

x. 2 = x 3 = 0 

entspricht und damit, dass diese beiden Tangentenbüsche] 
projectivisch. sind. 

272. Daraus ergiebt sich, wie in Art. 169., dass durch 
die beiden Doppelpunkte und die vier Schnittpunkte jeder 
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Tangente aus dem einen mit der entsprechenden Tangente 
aus dem andern ein Kegelschnitt geht, und weil die Strahlen 
des zweiten Büschels in vier verschiedenen Ordnungen ge- 
nommen werden können, ohne dass das Doppelverhältniss 
geändert wird, dass die sechzehn Schnittpunkte der Tangen- 
ten der ersten Reihe mit den Tangenten der zweiten Reihe 
in vier Kegelschnitten liegen, welche alle durch die beiden 
Doppelpunkte gehen. Ist die Curve vierter Ordnung bicir- 
cular oder sind die beiden Doppelpunkte die unendlich fernen 
Kreispunkte, so sagt der Satz, dass die sechzehn Brenn- 
punkte einer bicircularen Curve vierter Ordnung 
zu je vier in vier Kreisen liegen 57 ). Wir bemerken, 
dass einer von den bezeichneten vier Kegelschnitten durch 
die Doppelpunkte in zwei gerade Linien degenerieren kann, 
von denen die eine die Doppelpunkte verbindet, dass also 
insbesondere vier von den Brennpunkten einer bicircularen 
Curve vierter Ordnung in einer Geraden liegen können. 

213. Wir haben früher bemerkt, dass die Gleichung einer 
Curve vierter Ordnung in unendlich vielen Arten in die 
Form 

« ü 1 + bV i -f cW‘ .+ 2fVW + 2gWU+ 2h l/F = 0 
gebracht werden kann, in welcher 

17= 0, V—0, W = 0 

Kegelschnitte repräsentieren. Hat die Curve keinen singu- 
lären Punkt, so haben die drei Kegelschnitte keinen gemein- 
samen Punkt, da jeder Punkt, welcher denselben allen ge- 
meinschaftlich wäre, ein Doppelpunkt in der Curve vierter 
Ordnung sein müsste, welche dieser Gleichung entspricht. 
In dem Falle der Curve mit zwei Doppelpunkten können 

£7 = 0, V = 0, W = 0 

als Kegelschnitte betrachtet werden, welche durch die Doppel- 
punkte gehen, und als Kreise somit, wenn diese Doppel- 
punkte die unendlich fernen Kreispunkte sind. Wir verlieren 
nichts an Allgemeinheit, wenn wir unsere Untersuchung auf 
die Gleichung 

UW — V 2 

richten, auf welche wie in der Theorie der Kegelschnitte die 
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vorige Gleichung in unendlich vielen Arten reduciert werden 
kann. Wir können sie z. 13. schreiben 

(a U+g W+h F)’= (h'—ab) F 5 + 2{gh—af) VW+ ((f - ac) W 2 , 

in welcher Form die rechte Seite der Gleichung in Factoren 
zerfällt. 

Bicirculare Curven vierter Ordnung und allgemeiner solche 
mit zwei Doppelpunkten können somit durch Untersuchung 
der Gleichung 

UW = F ? 

studiert werden, d. h. indem mau sie als Enveloppe des 
Systems 

PU+ 21V + W = 0 
betrachtet, in welchem 

U = 0, F = 0, W —0 

Kreise respective Kegelschnitte durch die beiden Doppelpunkte 
sind. Und man hat nur zu untersuchen, in welcher Weise 
diese Beschränkung die früher erhaltenen Resultate modi- 
ficiert. (Vergl. Art. 252 f.) 

274. Wenn drei Kegelschnitte zwei Punkte gemein haben, 
so zerfällt ihre Jacobi’sche Curve in die gerade Verbindungs- 
linie dieser Punkte und einen gleichfalls durch diese Punkte 
• gehenden Kegelschnitt; und wenn insbesondere die drei Kegel- 
schnitte Kreise sind, so ist der Jacobi’sche Kegelschnitt 
auch ein Kreis und zwar der Orthogonalkreis der drei ge- 
gebenen. (Vergl. „Kegelschn.“ Art. 3G0.). Weil die Ja- 
cobi’sche Uurve durch eine Determinante dargestellt wird, 
so ist die von 

V>U + y. 2 V + y,W = 0 
dieselbe wie die von 

17= 0, F=0, W — 0 

und wenn diese Kreise sind, so haben alle in der vorigen 
Gleichung dargestellten Kreise denselben Orthogoualkreis. 
Wenn 

U = 0, F = 0, W = 0 
Kreise sind, deren Centra als die Punkte 

Xi Xi m , Xi t3 > 
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bestimmt sind, so sind die Coordinaten des Centrums von 
X 2 U + 2XV + W= 0 

durch 

X 2 x t W + 2Xx { w + x^\ A4,<‘> 4 2Xx./ s > 4 *,<*», 

X-x./'l 4 2Xx.,(*> 4 x., (3) 

ausdrückbar und der Ort, den das Centrum mit veränder- 
lichem X durchläuft, ist ein Kegelschnitt. Die Curve vierter 
Ordnung 

U W = V 2 

kann also als die Enveloppe eines Kreises betrachtetet wer- 
den , dessen Mittelpunkt sich auf einem festen Kegelschnitt 
F bewegt und der einen festen Kreis J immer orthogonal 
durchschneidet. (Die Brennpunkte dieses festen Kegelschnitts 
sind zugleich die Doppelbrennpunkte der Curve vierter Ord- 
nung - r,s ). Und allgemeiner ist die Curve vierter Ordnung 
mit zwei Doppelpunkten 

UW— V 2 = 0 

für 

4=0, F=0, W — 0 

als Kegelschnitte durch dieselben die Enveloppe des veränder- 
lichen Kegelschnitts 

, 144 2XV+ 17 = 0, 

welche die festen Doppelpunkte auch enthält und ein System 
von gemeinsamem Jaco bi 'sehen Kegelschnitt beschreibt, 
während der in Bezug auf ihn genommene Pol der die Doppel- 
punkte verbindenden Geraden einen festen Kegelschnitt. F 
beschreibt. 

275. Durch jede besondere Relation zwischen der Ja- 
co bi 'sehen Curve und dem Kegelschnitt F wird die Natur 
der entstehenden Curve vierter Ordnung modificiert. Wenn 
F dieselbe berührt, so ist der Berührungspunkt ein neuer 
Doppelpunkt der Curve vierter Ordnung; findet zweimalige 
Berührung zwischen denselben statt, so zerfällt die Curve 
vierter Ordnung als vier Doppelpunkte enthaltend in zwei 
Kegelschnitte, welche durch dieselben gehen. Geht F durch 
einen der festen Doppelpunkte, so wird derselbe insbesondere 
zu einer Spitze der Curve vierter Ordnung und wir erhalten 
somit, wenn F durch beide hindurchgeht, eine Curve vierter 


Digitized by Google 


301 


Ordnung mit zwei Spitzen. So wird die bicirculare Curve 
vierter Ordnung, wenn auch F, der Ort der Centra, ein Kreis 
ist, zu einer solchen Curve mit Spitzen in den Kreispuukten, 
d. h. zu einer Cartesischen Curve. 

Wenn der Kegelschnitt F die Verbinduugsgera.de der 
Doppelpunkte berührt, so wird diese Linie ein Theil der 
Curve vierter Ordnung; im Falle der bicircularen Curven 
zerfällt also die Curve vierter Ordnung in die unendlich ferne 
Gerade und eine bicirculare Curve dritter Ordnung, wenn der 
Kegelschnitt F eine Parabel ist. 


Wenn die Centra der drei Kegelschnitte 
tf = 0, V —0, W = 0 

in einer geraden Linie liegen, so reduciert siclj die Ja- 
cob i 'sehe Curve auf diese Gerade. 


27G. Wir kehren zur Gleichung 
, UW = V 2 


zurück. Es giebt, wie wir sahen, im Allgemeinen sechs Werthe 
von A, für welche 

V-U+ 21 V+ W 


in Factoren zerfällt und die durch die verschiedenen Facto- 
ren repräsentierten Geraden sind Doppeltangenten der Curve 

UW = F 2 . 

Wenn aber 

U = 0, F — 0, W—0 

sämmtlicli durch feste Punkte gehen, so muss 

VU-\- 2JLV+ W = 0 

als Gleichung einer durch dieselben Punkte gehenden Curve, 
insofern sie gerade Linien darstellt, entweder zwei Gerade 
ausdrücken, von denen jede durch einen dieser Punkte geht, 
oder die gerade Verbindungslinie derselben zusammen mit 
einer andern Geraden. Im erstem Falle sind die beiden 
Geraden keine eigentlichen Doppeltaugenten der Curve vierter 
Ordnung 

UW = T‘, 

sondern gewöhnliche Tangenten derselben aus einem ihrer 
Doppelpunkte — da ja jede durch einen Doppelpunkt gehende 
Gerade eine uneigentliche Tangente der Curve ist; im letztem 


Digitized by Google 



302 

Falle ist eine der beiden Geraden eine eigentliche Doppel- 
tangentente, während die andere die Verbindungslinie der 
Doppelpunkte ist. So entsprechen von den sechs Werthen 
von X nur zwei dem Falle eigentlicher Doppeltangenten. Denn 
für L — 0 als die Gleichung der gemeinschaftlichen Sehne 
der Kegelschnitte 

*7=0, F= 0, W = 0 
sind die letzteren Gleichungen von der Form 
aU+L31= 0, bU+LN=0 und X 2 U + 2X V -f W 
hat L zu dem einen Factor, wenn X eine der Wurzeln der 
Gleichung 

X 2 + 2Xa + b = 0 

ist. So giebt es im Falle bieircularer Curven vierter Ord- 
nung für 

U — 0, F = 0, W = 0 

als Kreise zwei Wertlie von X, für welche der' Coefticient 
von x 2 -|- y 2 in 

X' 1 U 2 X V -{■ W = 0 

verschwindet und für jeden dieser Wertlie bezeichnet diese 
Gleichung eine gerade Linie, welche die Curve 
UW = V 2 

doppelt berührt. 

Wir können dasselbe Ergebniss aus der Construction des 
Art. 274. geometrisch ableiten. Wenn der Kreis 
• X 2 U+ 2XV+ W = 0 

eine gerade Linie wird, so liegt das Centrum desselben im 
Unendlichen, also in einem der beiden unendlich fernen 
Punkte des Kegelschnitts F, und die beiden Doppeltangen- 
ten sind also die vom Centrum der Jaco bi sehen Curve auf 
die Asymptoten desselben gefällten Normalen. 

ln jedem der vier andern Fälle, wo die Discriminante 
der Gleichung 

X 2 U+ 2XV+ \V=Q 

verschwindet, bezeichnet diese ein Paar von Tangenten der 
Curve vierter Ordnung, von denen jede durch einen der un- 
endlich fernen Kreispunkte geht und deren Durchschnittspunkt 
also ein Brennpunkt der Curve ist; oder was dasselbe ist, 
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VU+ 2kV + W=0 

ist die Gleichung eines unendlich kleinen Kreises, dessen . 
Centrum der Brennpunkt ist uud der mit der Ourve vierter 
Ordnung iu doppelter Berührung ist. Wenn von zwei zu 
einander orthogonalen Kreisen der eine sich auf einen Punkt 
reduciert, so muss dieser Punkt auf dem andern liegen ; wenn 
also 

PU+2XV+ TK=0 


sich auf einen Punkt reduciert, so muss derselbe auf den» 
J a c o b i 'sehen Kreise von 


77 = 0, F = 0, TF = 0 

liegen. Wir erhalten somit vier Brenn punkte, nämlich die 
Durchschnitte dieses Jacobi 'sehen Kreises mit dem Kegel- 
schnitt F, welcher der .Ort der Centra der im System 

VU+ 2A F+ 1F=0 

enthaltenen Kreise ist und daher als ein Foealkegelschnitt 
bezeichnet werden kann. 

Die vier Punkte, in denen der Jacobi’sche Kreis die 
Curve vierter Ordnung schneidet, sind Punkte, in welchen 
Kreise des Systems 

PU+2XV+ W=0 

die Curve vierter Ordnung in vier aufeinander folgenden 
Punkten treffen. (Art. 252.) 

Es giebt vier Wege, in welchen die Gleichung einer 
gegebenen bicircularen Curve vierter Ordnung auf die Form 
U W = V 2 

reduciert werden kann; jedem derselben entsprechen vier 
Brennpunkte, zwei Doppeltangenten und vier cyclische 
Punkte oder Punkte der Curve, wo vier aufeinanderfolgende 
Punkte derselben auf dem nämlichen Kreise liegen (Art. 114.). 
Diese Curven haben also in Allem 16 Brennpunkte, 8 Doppel- 
tangenten und 16 cyclische Punkte. 

277. Wenn einer der Brennpunkte der Curve als An- 
fangspunkt der Cartesischen Coordinaten genommen wird, 
so muss die Gleichung derselben von der Form 

(x 2 + y 2 ) W=V 2 
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sein, für W = 0 und V = 0 als zwei Kreise; die Curve 
vierter Ordnung ist die Enveloppe von 

x 2 + rß -f- 2A V -f P W = 0. 

Ausser dem Werthe A = 0 giebt es drei andere Wertlie von 
A , für welche dieser veränderliche Kreis sich auf einen Punkt 
reduciert; und einer dieser Werthe muss reell sein. Wir 
können daher die Gleichung schreiben 
(x- + f) (* 2 + j, 2 + 2A F + P W) = (x 2 + ?/ 2 + AF) 2 , 
oder in andern Worten, wenn wir einen Brennpunkt kennen, 
so kann die Gleichung der Curve vierter Ordnung auf die 
Form 

AB=‘V 2 «•' ««SV''* 

gebracht werden, in welcher A = 0 und 11 = 0 Puuktkreise 
sind. 

Wir können die bicircularen Curven vierter Ordnung in 
zwei Classen theilen, je nachdem die beiden andern Werthe 
von A, für welche 

A 2kV PB = 0 

sich auf die Gleichung eines Punktkreises reduciert, reell 
oder nicht reell sind, oder mit andern Worten, je nachdem 
die vier reellen Brennpunkte in einem Kreise liegen oder 
nicht. Ist im ersten Falle C — 0 einer der_ beiden Punkt- 
kreise, so eliminieren wir wie in Art. 258. die Grösse V 
zwischen den Gleichungen 

AB = F 2 und 'A + 2A V + PB = C 
und erkennen, dass die Gleichung der Curve vierter Ordnung 
in der Form 

l /(A) + m Y{B) + n Y(C) = 0 
dargestellt werden kann, d. h. dass die Curve der Ort eines 
Punktes ist, dessen Entfernungen von drei festen Punkten 
durch die Relation 

Iq -(- »tf -f- iiq" — 0 

verbunden sind. 

Die Bedingung, unter welcher 

l YlA) + m /(B) + n /(C) = 0 
XA + (iB+ vC — 0 


durch 
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berührt wird, ist (vergl. „Kegelschnitte“ Art. 159.) 


und wenn 


T- + - +~- =0 

l 1 II 1 V 

A = 0, 2? = 0, C=0 


Punktkreise sind und a, b, c die Längen der sie verbindenden 
Geraden bezeichnen, so kann leicht bestätigt werden, dass 
die Discriminante von 


HA + itß + vC=0 

verschwindet, wenn 




ist. Die zwei so erhaltenen Gleichungen bestimmen A, ft, v 
und daher den vierten Brennpunkt. 

Wir wissen aber (vergl. „Kegelschn.“ Art. 125.), dass 
für vier Punktkreise A, B, C, D um die Punkte \A', B, C', ])' 
die identische Relation besteht 


Ji'G'D'. A + CD A'. B + D'A'B. C + ÄBC\ D = 0, 


wenn A'B'C', etc. die Flächenzahlen der Dreiecke der Punkte 
A, B, C' ; etc. bezeichnen. Demnach sind A, ft, v den Inhalten 
der Dreiecke proportional, welche. vom vierten Brennpunkt 
mit jedem Paar der drei andern Brennpunkte gebildet werden. 
Im Falle, wo die drei Punkte 

Ä, B, C 

in einer geraden Linie liegen, beweist man leicht, dass die 
Quadrate der Entfernungen irgend eines Punktes von vier 
Punkten einer Geraden durch die Gleichung mit einander 
verbunden sind 


A , B , 

ÄB\ A'C'.Ä'IT ' BA.BU'.BD' ' 

J _ o 

1)'Ä. J/B . 1)'C ~ 


C 


CA’. CB'. CB 


Dann sind die Reciprokeu von A, ft, v zu den Producten 
AB.ÄC'.ÄD', BA.BC'.BB, C'A.CB.C'D' 
proportional und wir erhalten die Gleichung 
V.AB. A’C. ÄD'+m\ B'A'. BC. BD'+ n\CÄ. CB. CD'= 0. 

Salmon, Höhere Curven. 1 20 
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Insbesondere liegt für 

P. ÄH. ÄC'+ m\ HÄ. HC + n\ C'Ä. CH' = 0 

der vierte Brennpunkt im Unendlichen und die Curve ist 
eine Cartesische Curve. 

278. Wenn vier eoncyclische Brennpunkte für 
eine bicirculare Curve vierter Ordnung gegeben 
sind, so gehen durch einen beliebigen Punkt zwei 
sich rechtwinklig durchschneidende Curven die- 
ser Art. 

Wenn der vierte Brennpunkt gegeben ist, so sind die 
Werthe von X, ft, v bekannt, für welche die Curve 

A^4-(-ftjß-f-vC==0 


sich auf einen Punkt redu eiert; und es können offenbar zwei 
Systeme von Werthen der l,m,n gefunden werden, welche 
den Gleichungen 

+ lü! + i?! = o 

i -r M -r „ 

und 

7 {» -f- »m p' -f- n q" = 0 

genügen, in deren letzter die q, q , q" oder // (A), j/ (H), j/(C') 
die Entfernungen eines gegebenen Curvenpunktes von den 
drei Brennpunkten bezeichnen. 

Zwei Curven vierter Ordnung 

l YJÄ) + m }/(B) + » m = 0, 
r j/p) + m yjji) + n yW) = o 

sind confocal, wenn 


a 1 (»tW s — »»'*«*) + V (m ? P— n' J P) + c 1 (Pm^—PnP) = 0 


ist, wie man durch Elimination von X, (i, v zwischen den 
drei Gleichungen 


P_ , m* , 

1 ■ (i v 


0, 


r* 


_l_ ül + = o, 

1 ff. 1 V 7 


T- + — + — = 0 

* 1 U 1 P 


sofort erkennt. 


Um sodann die Bedingung aufzustellen, unter welcher 
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diese Curven vierter Ordnung sich rechtwinklig durehschnei- 
den, schicken wir voraus, was man leicht bestätigen wird, 
dass für A, B, C als Punktkreise und a, b, c als von der 
vorher bezeichneteu Bedeutung die Bedingung des recht- 
winkligen Durchschnitts für 

XA -(- ft B -f- vG = 0, X A -(- (i'B -f- v'C = 0 
in der Gleichung 

a 2 (fiy -f- fi'v) -f- b 2 {vX -(- v'X) -f- c 2 (A/t' -j- A'/t) = 0 

ausgedrückt wird. Wir bemerken ferner (vergl. „Kegelschn.“ 
Art. 159.), dass die Curve vierter Ordnung 

l j/(A) + m f[B) + n -/Jfi) = 0 

in einem Punkte, für welchen q, q, q’ die Werthe von 

vm, vm, VW) 

bezeichnen, von dem Kreise 

— A+^-B+ZC = 0 

9 9 9 

berührt wird. Endlich ist die Bedingung, unter welcher 
dieser Kreis den Berührungskreis von 

X Y(A) -f m l /(B) + ri yjjj) = 0 

in demselben Punkte rechtwinklig durchschneidet 

, mn -4- mn . , , nl' 4- nl , , Im -4- l'm n 

a 2 r-r, H b l h c 1 = 0. 

9 9 9 9 99 

Durch Auflösung der Gleichungen 

Iq -f- mp' -f- Mp" = 0, Vq -f- m'p' -j- w'p" = 0 

ergeben sich aber die p, q , p" respective proportional zu den 
Grössen 

(tun — mn ) , ( nl’ — nl ) , (Ini — l'm) 

und somit durchySubstitution in die vorige Gleichung die Be- 
dingung der Orthogonalität der Curven vierter Ordnung 

a 2 ( m 2 n 2 — m‘ 2 n 2 ) -f- b 2 (n 2 t 2 — ri 2 P) -)- c l (l 2 m' 2 — l’ 2 m 2 ) = 0; 

dieselbe, welche die Confocalität der nämlichen Curven aus- 
spricht. 

Die Gültigkeit des Beweises erscheint von der Realität 
des C unabhängig und es gilt also der Satz, dass confocale 

20 * 
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Curven vierter Ordnung sich rechtwinklig schneiden, auch 
dann, wenn die vier reellen Punkte nicht in einem Kreise liegen. 

279. Der Satz des vorigen Artikels wurde von Hart 
durch geometrische Betrachtungen zuerst für den Fall der 
circularen Curve dritter Ordnung begründet. Wenn wir den 
Ort eines Punktes suchen, für welchen seine Entfernungen 
von drei festen Punkten durch die Relation 


l q -(- m Q + n q" = 0 

verbunden sind , so wird der Coefficient von (x 2 -f- y 2 ) 2 durch 

(l -f- m -f- w) (m -(- n — I) (n -f- l — m) (l + »» — «) 

ausgedrückt; der fragliche Ort, welcher im Allgemeinen eine 
bicirculare Curve vierter Ordnung ist, reduciert sich also auf 
eine circulare Curve dritter Ordnung für 

{ + m + n = 0 


und es gelten daher die vorher entwickelten Sätze auch 
für diese Curven, welche auch sechszehn Brennpunkte haben, 
die im Allgemeinen in vier Kreisen liegen. Hart beweist, 


Fig. 57. 



dass die Punkte ö, P, Q, 
als die Schnittpunkte der 
Gegenseitenpaare oder die 
Centra des von den vier 
Brennpunkten A, 11, C, D 
der Curve dritter Ordnung 
gebildeten Vierecks , auf 
der Curve liegen und eine 
der Halbierungslinien des 
von dem betreffenden Ge- 
genseitenpaare gebildeten 
Winkels zur Tangente ha- 
ben, welche zugleich der 
reellen Asymptote der 
Curve parallel ist; sowie 
dass die Curve auch durch 
den Mittelpunkt 11 des Fo- 
calkreises hindurchgeht und 
hier ebenfalls die Parallele 
zur reellen Asymptote be- 
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rührt. (Die Centra der vier Focalkreise der circularen Curve 
dritter Ordnung sind also die Berührungspunkte der der reellen 
Asymptote parallelen Tangenten oder liegen auf einer Hy- 
perbel, für die diese gleichfalls Asymptote ist.) Weil aber 

0, P, Q, R die Berührungspunkte der von demselben Punkt 
der Curve an dieselbe gehenden Tangenten sind, so ist der 
Schnittpunkt von OP mit QU oder der Fusspunkt der Nor- 
male von 0 auf QR gleichfalls ein Punkt der Curve (Art. 
151.); und das Gleiche gilt für die Schnittpunkte von OQ 
mit PR und von OR mit PQ. Und man zeigt überdiess, 
dass die Tangenten der beiden Curven dritter Ordnung, 
welche durch diese Punkte gehen, in ihnen zu einander 
rechtwinklig sind. So sind die sieben den beiden Curven 
dritter Ordnung mit A, Ji, C, 1) als Brennpunkten gemein- 
schaftlichen Punkte durch einfache Constructionen bestimmt, 
und wir können von da aus durch die Methode der Pro- 
jection zu Sätzen gelangen, von denen einige früher ent- 
wickelt worden sind; z. B. (vergl. Art. 153.) wenn in irgend 
einer Ordnung entsprechende Tangenten aus zwei Punkten 

1, J einer Curve dritter Ordnung sich in Punkten A,B,C,D 
durchschneiden , so sind die Gegenseitenschnittpunkte des 
von ihnen gebildeten Vierecks gleichfalls Punkte der Curve 
und haben den Punkt, in welchem die Gerade IJ die Curve 
überdiess schneidet, zu ihrem gemeinschaftlichen Tangential- 
punkt; der Berührungspunkt der vierten Tangente aus diesem 
ist der Pol der Geraden IJ iu Bezug auf deu durch die 
Punkte A, B , G, I) , I, J gehenden Kegelschnitt. 

280. Die Beweismethode von Hart bestand in dem 
Nachweis, dass bei gegebenen Brennpunkten die im Art. 277. 
begründeten Relationen in Verbindung mit der Bedingung 

l -(- n = m 

zur Bestimmung von l, m, n hinreichen und dass für a, b, c,d 
als die Entfernungen der vier Brennpunkte von 0 die Curve 
entweder die durch 

(b -j- c) p + (a — b) p" = + (a -f- c) p' 
oder die durch 

(c — b) q + (a -f- b) p" = + (a -f- e) p' 
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ausgedrückte Eigenschaft haben muss. Jeder Coefficient hat 
hier ein doppeltes Zeichen, weil in der Gleichung 

l p + m q n q" — 0 

nach Entfernung der Wurzeln nur die Quadrate von l, in, n, 
Vorkommen. Die beideu Gleichungen entsprechen zwei ver- 
schiedenen Curven dritter Ordnung, welche die nämlichen 
Brennpunkte haben; die verschiedenen Zeichen entsprechen 
verschiedenen festen derselben Curve. 

Die oberen Zeichen gehören insbesondere zu einem in’s 
Unendliche gehenden Aste, weil bei ihrer Geltung die Glei- 
chung für 

9 = 9 <= Q" 

erfüllt wird, welche einem unendlich fernen Punkte entspre- 
chen; in diesem Aste liegt das Centrum des Focalkreises. 
Die unteren Zeichen gehören dagegen zu einem Oval, weil 
sie mit p — p' — p" unverträglich sind. Weil die Gleichungen 
für a,b, c als die Werthe von p, p', p" erfüllt werden, so 
gehört der Punkt 0 zur Curve dritter Ordnung. 

In gleicher Art haben wir die Relationen 

(e - d) p ± (a + d) p" = ± (« + c) p'" 

oder 

(c -f d) p + (a — d) q" = + (« + c) p'", 

also durch Corabination 

t + <f" 9 + e "' 

a -f c b + d ’ 

oder die beiden Curven dritter Ordnung bilden den Ort der 
Durchschnitte zweier ähnlicher Kegelschnitte, die A und C, 
B und D zu ihren respectiven Brennpunkten haben. Die 
sich in 0 durchschueidenden ähnlichen Kegelschnitte haben 
offenbar eine der Halbierungslinien des bezüglichen Winkels 
zur gemeinschaftlichen Tangente und diese Halbierungslinien 
sind daher, wie wir schon angaben, die Tangenten der bei- 
den den Ort bildenden und sich daher rechtwinklig durch- 
schneidendeu Curven dritter Ordnung. 

281. Curven vierter Ordnung mit zwei Spitzen können 
als Grenzfall solcher Curven mit zwei Doppelpunkten aufge- 
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fasst werden. Man nennt solche Curven Cartesisehe, 
wenn die unendlich fernen Kreispunkte I, J diese Spitzen 
sind; Des Cartes studierte diese als Cartesisches Oval 
bezeichnet« Curve als den Ort eines Punktes 0 , dessen Ent- 
fernungen von zwei festen Punkten A, B durch die Relation 

Iq + mQ — c 

verbunden sind. Chasles zeigte und man kann es ohne 
Schwierigkeit bestätigen, dass immer, wenn diese Relation 
erfüllt ist, ein dritter Punkt C in der Linie AB existiert, 
für welchen die Entfernung von 0 eine Relation von der 
Form 

Iq + Mp" = c 

erfüllt, oder mit andern Worten, dass das Oval ausser den 
beiden von Des Cartes betrachteten Brennpunkten noch 
einen dritten Brennpunkt von der gleichen Eigenschaft be- 
sitzt. Wir wollen nun die Bezeichnung Cartesisehe Curve 
in etwas weiterem Sinne gebrauchen. Wir werden zeigen, 
dass für eine Curve vierter Ordnung, welche die Punkte I, J 
zu Spitzen hat , drei Brennpunkte in gerader Linie existieren; 
sind dieselben reell, so ist die Curve mit der von Des Cartes 
studierten identisch; wenn aber zwei von ihnen nicht reell 
sind, so wollen wir die Curve noch als eine Cartesisehe 
bezeichnen, obwohl die Cartesisehe Erzeugungsweise nicht 
länger gilt. 

Die Gleichung der Cartesisclien Curve kann für 
S = 0 und L = 0 

als Gleichungen eines Kreises und einer Geraden respective 
und für k als eine Constante oder k = 0 als Ausdruck der 
unendlich fernen Geraden in die Form 

S 2 = WL 

gesetzt werden, aus welcher ersichtlich ist, dass die Schnitt- 
punkte von S — 0 und k = 0 Spitzen sind , deren Tangenten 
sich im Mittelpunkte von S durchscbneiden , so dass dieser 
der dreifache Brennpunkt der Curve ist; die Gerade L — 0 
ist eine Doppeltaugente derselben. Wir wollen bemerken, 
dass diese Curve von Cayley unter der Gleichungsform 
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{x 1 -f- y 2 — a 2 ) 2 -f" 16-4 (z — m) = 0 
studiert worden ist. 

Die Form S 2 =lc 3 L lässt die Curve als die Enveloppe 
des veränderlichen Kreises 

VkL + 2XS -f- & 2 = 0 

erscheinen, dessen Mittelpunkt sich längs einer zu L = 0 
normalen geraden Linie bewegt. Durch Vergleichung der 
Discriminante derselben mit Null erkennt man, dass es drei 
Werthe von A giebt, filr welche der Kreis sich auf einen 
Punkt reduciert, oder mit andern Worten drei Brennpunkte. 
Nach der vorher entwickelten Theorie kann aber für 

A —0, B = 0, C = 0 

als irgend drei Lagen des veränderlichen Kreises die Glei- 
chung der Enveloppe in der Form 

l }/(Ä) -f- m \/{B) 4- n /(C) = 0 

dargestellt werden ; und wir haben daher für p, q', q" als die 
Entfernungen von den drei Brennpunkten die Eigenschaft 

l q 4" nl 9 “f" n q" — 0 

oder, weil k 2 == 0 ein Kreis des Systems ist, der dem Werthe 
A = 0 entspricht, wir haben 

Iq ihq' — nk. 

Eine Cartesische Curve kann auch als Ort der Spitze 
eines Dreiecks erzeugt werden, dessen Basisecken sich in zwei 
festen Kreisen bewegen, während die Seiten und die Basis 
sich um die Centra und einen festen Punkt in der Central- 
linie derselben drehen. 

Wenn eine Sehne die Cartesische Curve in vier 
Punkten schneidet, so ist die Summe der Entfer- 
nungen dieser Letzterenvon einem der Brennpunkte 
constant. Denn die Polargleichung der Curve für den 
Brennpunkt als Pol ergiebt sich in der Form 

p 2 — 2 (a -|- b cos a) p -f- c 2 = 0 

und durch die Elimination von u> zwischen dieser und der 
Gleichung einer beliebigen Geraden erhalten wir für p eine 
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biquatlratische Gleichung, in welcher der Coefficient des 
zweiten Gliedes durch — 4 a gegeben ist. 

Wenn c — 0 ist, so wird die vorige Gleichung 

q = a -j- b cos» 

und die Ourve hat ausser den Spitzen in I und J im An- 
fangspunkt der Coordinaten einen Knotenpunkt. Man nennt 
sie dann die Pascal'sehe Lima^on oder Schnecke und 
kann sie offenbar dadurch erzeugen , dass man in den Radien 
vectoren des Kreises aus einem Punkte desselben constante 
Längen von ihren Endpunkten aus abträgt. Wenn noch 
specieller a = b ist, so erhält die Curve eine dritte Spitze 
und heisst die Cardioide; die abzutragende constante Länge 
ist dem Durchmesser des Kreises gleich. Die Gleichung kann 
in der Form 

pi = cos I » 

geschrieben werden. 


282. Die Brennpunkts -Eigenschaften, die wir so eben 
erörterten, können durch die Methode der Inversion nach 
Art. 123. untersucht werden. Man zeigt mit Leichtigkeit, 
dass jedem Brennpunkt einer Ourve ein Brennpunkt der in- 
versen Curve entspricht und dass das Centrum der Inversion 
ein Brennpunkt ist, wenn die unendlich fernen Punkte I, J 
Spitzen sind. 

So ist für die Cartesisehe Curve mit drei in einer 
Geraden liegenden Brennpunkten die Inverse in Bezug auf 
irgend einen Punkt eine bicirculare Curve vierter Ordnung 
mit vier Brennpunkten in einem Kreise, nämlich dem Cen- 
trum der Inversion und der entsprechenden der drei gegebenen 
Brennpunkte. Da nun aber für 0 als Centrum der Inversion 
und Ä, B als die entsprechenden Punkte zu A, B die Re- 
lation besteht 


AB 


AK 

OA. OS 


so tritt an Stelle einer Relation von der Form 


l.AP-\-fi.BP=c 


eine solche von der Form* 


A'. A'P + fi' . B P = c . OP, 
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und wir erhalten somit die Fundamentaleigenschaft der bi- 
circularen Curven vierter Ordnung, indem wir sie als die In- 
verse einer Cartesischen Curve betrachten, ln derselben 
Weise entspringt aus jeder Relation 

X . AP -j- fi . BP -f- v . CP = 0 

eine Relation 

X'. A'P + ft'. BF+ v. CP = 0. 


Die inverse Curve einer bicircularen Curve vierter Ordnung 
für einen ihrer Punkte als Centrum der Inversion ist eine 
circulare Curve dritter Ordnung und diese besitzt daher die- 
selben Focaleigenschaften wie jene. In Bezug auf jeden der 
Punkte 0, P, Q, R (Fig. des Art. 279.) ist eine jjifcirculare 
Curve dritter Ordnung und eine bicirculare Curve vierter 
Ordnung sich selbst invers, d. h. jeder ihrer Punkte ent- 
spricht einem andern. 

Da der Winkel , unter welchem zwei Curven sich schnei- 
den, durch Inversion nicht geändert wird, so gilt der Satz 
vom rechtwinkligen Durchschnitt confocaler Curven dieser 
Art für die der vierten, sobald er für die von der dritten 
bewiesen ist und umgekehrt. Die inverse Curve eines Kegel- 
schnitts ist eine bicirculare Curve vierter Ordnung, welche 
das Centrum der Inversion zum dritten Doppelpunkt hat, und 
man schliesst daher aus der Brennpunktseigenschaft der 
Kegelschnitte unmittelbar, dass solche Curven vierter Ord- 
nung, die durch die Relation 


ÄP . SP 
ÜA + ~ÖS = 


c.OP 


ausgedrückte Eigenschaft haben für A, B' als zwei ihrer Brenn- 
punkte und 0 als den Doppelpunkt. Die Beziehung der 
Punkte der Kegelschnitte zu Brennpunkt und Directrix giebt 
daher unmittelbar eine andere von Hart bemerkte Con- 
struction zur Erzeugung dieser Art von Curven vierter Ord- 
nung. Wenn der von dem festen Punkte C ausgehende Ra- 
dius vector CE eines durch diesen Punkt gehenden Kreises 
die Curve in P schneidet, so ist PA — PE für A als eineu 
andern festen Punkt. 
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283. Für Curven vierter Ordnung mit zwei Doppelpunk- 
ten lässt sich eine Theorie der Einschreibung von Polygonen 
in vollkommener Analogie zu Poncelet’s Theorie derselben 
für Kegelschnitte entwickeln M ). Seien A und B die Doppel- 
punkte, so verbinde man den einen derselben A mit einem 
beliebigen Punkte P der Curve, den neuen Schnittpunkt Q 
dieser Geraden mit der Curve mit dem andern Doppelpunkte 
B, den neuen Schnittpunkt R dieser Geraden mit dem 
ersten Doppelpunkte A, so dass man einen Punkt der 
Curve S erhält; etc. So entsteht im Allgemeinen ein un- 
geschlossenes Polygon PQRS. . . , dessen eine Schaar 
alternierender Seiten PQ, RS, . . . durch A geht, während 
die andere Schaar QR, . . . durch B geht. Es giebt nun 
für eine beliebige Curve vierter Ordnung mit zwei Dop- 
pelpunkten keinen Punkt P von solcher Lage in ihr, dass 
in dieser Weise ein geschlossenes Polygon von gerader 
Seitenzahl entstünde, z. B. ein Viereck PQRS, dessen Sei- 
tenpaar PQ, RS durch A geht, während QR,ST durch 
B gehen. Aber die Curve vierter Ordnung kann so be- 
schaffen sein, dass ein Polygon der fraglichen Art existiert; 
und wenn diess der Fall ist, so existieren unendlich viele 
solche Polygone, d. h. jeder Punkt P in der Curve kann als 
erste Ecke gewählt werden und das in der angegebenen 
Weise gebildete Polygon schliesst sich immer. Dass die Curve 
so beschaffen sein kann, ist für das Viereck evident; denn 
ist PQRS ein beliebiges Viereck und wird der Schnittpunkt 
von PQ und RS mit A und der von PS, QR mit B be- 
zeichnet, so giebt es immer eine durch P, Q, R, S gehende 
Curve vierter Ordhung, welche die Punkte A und B zu 
Doppelpunkten hat. 

284. Wenn man die drei Doppelpunkte einer einläufigen 
Curve vierter Ordnung als Fundamentalpunkte des Coordi- 
natensystems nimmt, so ist die Gleichung der Curve noth- 
wendig von der Form 


a l , x 2 2 x 3 2 -f- a 22 x 3 2 x t 2 -f- a 33 x, 2 x 2 2 + 2 a 23 x t 2 x 2 x 3 -f-2 a 3l x 2 2 x 3 x t 
— | — 2 u | x 3 2 a’j x 2 — 0 


oder 
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G) + (i) + 2o « aG; + 2a *' 


1 


+ 2a, , 


= 0. 


Wir sehen also, dass die Gleichung einer solchen 
Curve vierter Ordnung aus der Gleichung eines Kegelschnitts 
dadurch entsteht, dass man die Variabcln durch ihre reci- 
proken Werthe ersetzt. Man kann die entsprechende geo- 
metrische Transformation als Inversion bezeichnen, wenn 
man diess Wort in einem weitern als dem vorher genommenen 
Sinne fasst. > 

Man drückt diese Transformation leicht durch eine geo- 
metrische Construction aus. Wenn die Coordinaten den senk- 
rechten Abständen von den Seiten des Fundamentaldreiecks 
proportional sind, so gilt für zwei Punkte 


P (a;, , x 2 , x 3 ) und P (x(, x 2 , x 3 ') , 
die durch die reciproken Relationen 


r r * / » 

O / 1 • 0/2 • A'ß 0/2 O/j • O/j 0/2 y 

/ • /y* • o* - — /y /)* • /y» /y* • o* -T’ 

O/j • 0'2 • «"{ — — 0/<> ie-j • O/jO/j • 0/| O/j 

verbunden sind, nach Art. 55. der „Kegelschnitte,“ dass die 
geraden Linien von ihnen nacli den Ecken des Fundamental- 
dreiecks z. B. P/1,, PA | mit den anstossenden Seiten, also 
AfA,, AfA.,, gleiche Winkel einschliessen, d. h. nach Art. 
329., 13. ibid. es sind P und P die beiden Brennpunkte eines 
Kegelschnitts, welcher die Fundamentallinien berührt. Im 
allgemeinen Falle tritt an Stelle der in Rücksicht auf die be- 
züglichen Fundamentallinien oder die Halbierungslinien der 
von ihnen gebildeten Winkel symmetrischen Paarung der aus 
den Fundamentalpunkten nach P, P gehenden Strahlen die 
in voluto rische, nämlich in der Weise, dass die Geraden 
AiP, A t P ein Paar einer Involution bilden, die durch das 
Paaar AjAt, A L A, und den Doppelstrahl A/JS (für JE als den 
Einheitpunkt der Coordinaten) bestimmt ist. 

Immer entspricht im Allgemeinen einer Lage von P eine 
einzige bestimmte Lage von P. Wenn aber x, = 0 ist oder 
P in der geraden Linie A 2 A 3 liegt, so werden x 2 und x 3 
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beide Null und P fällt mit A t zusammen; und umgekehrt 
entspricht dem Punkte A, jeder Punkt in A 2 A 3 . Es ist aber 
das Verhültniss der einem bestimmten Werthe von x t ' ent- 
sprechenden Werthe von x 2 und x 3 immer gleich 

x 9 'x t ' : x,'x 2 , 

also auch für verschwindendes x t ' noch gleich x 3 : x 2 , d. h. 
jedem Punkt P in A 2 A 3 entspricht ein zu A t unendlich 
naher Punkt P in bestimmter Richtung von A, aus, näm- 
lich so, dass wie im allgemeinen Fall A, P, P mit den 
Fundamentallinien A,A 2 , A t A 3 gleiche Winkel machen oder 
ein Paar der Involution bilden', welche durch diese und den 
Doppelstrahl A X E bestimmt ist. Wir wollen in der Folge 
den erstem Fall voraussetzen. 

Wenn der Punkt P irgend einen Ort beschreibt, so 
durchläuft P einen entsprechenden Ort; wenn z. B. der Ort 
von P eine gerade Linie 

a x x t -(- a 2 x 2 -f- a 9 x 3 = 0 

ist, so ist der von P der Kegelschnitt 

a,x 2 x 9 -f- a 2 x 3 x x -)- a 3 x x x 2 — 0 

und umgekehrt (vergl. „ Kegelschnitte “ a. a. 0.) ; für a, = 0 
d. h. wenn die Gerade durch A t geht , reduciert sieh der ent- 
sprechende Kegelschnitt auf 

x( («j x 9 -f- a 3 x 2 ) = 0 
und besteht also aus den Geraden 

x x = 0 und n 2 x :l ' -f- ä 3 x./ — 0 , 

von welcher Letzteren wir sagen können, dass sie der Gera- 
den 

a 2 x 2 + a 3 x 3 = 0 

entspreche. Allgemeiner entspricht wie gesagt einem Kegel- 
schnitt eine Curve vierter Ordnung mit drei Doppelpunkten, 
d. i. wie dieser vonr Geschlecht 0, in Uebereinstimmung mit 
Art. 83. 

285. Das Entsprechen des Kegelschnitts und der Curve 
vierter Ordnung kann im Einzelnen erörtert werden; davon 
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Folgendes: Der Kegelschnitt schneidet jede Seite des Funda- 
mentaldreiecks z. B. A 2 A 3 in zwei Punkten; denselben ent- 
sprechen zwei zu A, in bestimmten Richtungen benachbarte 
Elemente , d. h. also die Tangenten der Curve vierter Ordnung 
im Doppelpunkt A t . Je nachdem also der Kegelschnitt die 
Gerade A 2 A 3 in zwei nicht reellen oder in zwei reellen Punk- 
ten schneidet oder in einem Punkte berührt, hat die Curve 
vierter Ordnung in A t eineu isolirten Punkt, einen Knoten- 
punkt oder eine Spitze; ebenso für die andern Seiten und 
Ecken. So ist für eine Ellipse oder einen Kreis, welche 
ganz im Innern des Fundamentaldreiecks liegen, die Curve 
vierter Ordnung eine Curve mit drei isolierten Punkten K in 
den Fundamentalpunkten und einer nach denselben hin aus- 
gebauchten dadurch dreiecksähnlichen geschlossenen Curve im 
Innern des Fundamentaldreicks (Fig. 58.). Wenn die Ellipse 
dem Dreieck eingeschrieben ist, so hat die Curve vierter 
Ordnung drei Spitzen (Fig. 59.) in den Fundamentalpunkten. 


Fig. 58. Fig. 59. 



Schneidet aber die Ellipse jede Seite in zwei -reellen Punkten, 
so hat die entstehende Curve vierter Ordnung djei Knoten- 
punkte in den Fundamentalpunkten, und zwar in der Form 
der Fig. 60., wenn die Schnittpunkte der Ellipse in jeder 
Seite zwischen den bezüglichen Ecken und nach dem Typus 
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der Fig. 61., wenn diese Schnittpunkte ausserhalb der bezüg- 
lichen Ecken liegen. Es ist zu bemerken, dass beim Ueber- 
gang aus der einen Form in die andere die Ellipse nach 
einander durch die Ecken des Dreiecks gehen muss, so dass 
der Uebergang nicht, wie man erwarten konnte, durch die 
Form einer Curve vierter Ordnung mit einem dreifachen 
Punkte hindurchgeht ; wenn die Ellipse durch eine Ecke geht, 
so zerfällt die Curve in eine gerade Linie- und eine Curve 
dritter Ordnung. Die vollständige Discussion der verschie- 
denen Formen ist interessant und nicht schwierig, würde 
aber ziemlich vielen Raum erfordern; man hätte die Kegel- 
schnitte zu betrachten, welche in jeder Figur der unendlich 
fernen Geraden in der Ebene der andern Figur entsprechen. 
Die Anwendung derselben Theorie auf sphärische Figuren 
wird dadurch wesentlich vereinfacht, dass solche Kegelschnitte 
nicht auftreten. 

286. Die besprochene Art der Erzeugung der Curve vier- 
ter Ordnung mit drei Doppelpunkten führt sogleich zu ver- 
schiedenen Eigenschaften der Curve. Es ist bekannt, dass 
die sechs Geraden, welche die Ecken eines Dreiecks mit den 
Schnittpunkten seiner respectiven Gegenseiten mit einem 
Kegelschnitt verbinden, einen Kegelschnitt berühren und man 
weist leicht nach, dass die sechs Geraden, welche den vorigen 
für das Dreieck als Fundamentaldreieck nach dem Gesetz der 
Inversion entsprechen, die Gegenseiten wieder in sechs Punk- 
ten eines Kegelschnitts schneiden und also dass die sechs 
inversen Geraden gleichfalls einen Kegelschnitt berühren. In 
der That, wenn die Geraden 

X , = ttX 1} X x = « -«2 = ßx 3) x 2 = ß'x 3 \ 

x 3 = yx,, x 3 = y X\ 

die Seiten 

x 3 — 0, x i = 0, x 2 = 0 

in sechs Punkten eines Kegelschnittes schneiden, so muss 
aa’ßß'yy' — t 

sein und fliese Relation wird durch Einführung der recipro- 
ken Werthe von 

«> ß, 7, «, ß', V 
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statt derselben nicht gestört. Nach dem Vergehenden sind 
aber die Tangenten der durch Inversion aus einem Kegel- 
schnitt entstehenden Curve vierter Ordnung im Doppelpunkt 
A , die inversen Geraden zu den Verbindungslinien von A, 
mit den Schnittpunkten der Seite A. 2 A 3 mit dem Original- 
kegelschnitt, d. h. die Tangenten der Curve in den 
Doppelpunkten A,,A 2) A a berühren einen und den- 
selben Kegelschnitt, was sich auch aus der Gleichung 
der Curve direct ergiebt. 

287. Wenn man von den Fundamentalpunkten A u A v A a 

Tangenten an einen Kegelschnitt zieht, so sind die sechs in- 
versen Geraden wieder Tangenten eines Kegelschnitts. Bei 
der Inversion des ersten Kegelschnitts in die Curve vierter 
Ordnung mit drei Doppelpunkten in A , , A 2t A a geben aber 
jene Tangenten in ihren inversen die von den Doppelpunkten 
an die Curve gehenden Tangenten, deren Anzahl gleich 2 
ist, weil sic im Allgemeinen durch v — 4 ausgedrückt wird. 
Wir erhalten somit den Satz: Die sechs Tangenten, 
welche von den Doppelpunkten an die Curve vier- 
ter Ordnung gehen, sind Tangenten desselben Ke- 
gelschnitts. • 

288. Den Doppeltangenten der Curve vierter Ordnung 
entsprechen Kegelschnitte, welche dem Fundamentaldreieck 
umschrieben sind und den Originalkegelselinitt doppelt be- 
rühren; den stationären Tangenten derselben solche Kegel- 
schnitte, welche jenen stationär berühren. Man zeigt ohne 
Schwierigkeit, dass vier Kegelschnitte der ersten und sechs 
der zweiten Art existieren, übereinstimmend mit den Cha- 
rakteren r = 4, i — G. Das Resultat rücksichtlich der 
Doppeltangenten lässt sich aber auch unmittelbar aus der 
Gleichung der Curve ableiten, die man in der Form schrei- 
ben kann 

{x 2 x 3 /(a,,) -f x 3 x { -f XfXj F'W)}’ 

= 2x,x j x 3 [{;/(a„a J3 ) — a 23 ) x, -f- {>/ (« 33 «j , ) — « 3 » } 

4" {f^(®ll®2*) ^ 12 } * 3 ]* 

In derselben bezeichnet der Factor von 2x l x 1 x 3 gleich Null 
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.gesetzt eine Doppeltangente, und der Wechsel der Zeichen 
bei den Wurzelgrössen giebt die vier Doppeltangenten der 
Curve. Setzen wir dann abkürzend 

rt ? 3 a; i ~t“ “I" a 4 . t x 3 = x 

x, j/(a n a Xi ) = y,, x, Y («35«u) = y,, x 3 ]/ (« M a~) = y 3 
und repräsentieren die Gleichung der vier Doppeltangenten 
durch 0 = 0, so haben wir 

0 = (x—y { — y.— y 3 ) (x—y i + y.,+y, i ) (x + y, -//,+?/;,) (x+y, +y ? — y 3 ) 
= (x i — y,*-«/., 2 — y 3 2 ) 2 — 4 {y^y : ; ! +y 3 i y l 2 +yry., ! + ‘2y l y.,y 3 x) 

= (**— Sfi*— y **— VsY - 4a„a OT a ;t:t P 

für U als die linke Seite der Gleichung der Curve. Man 
kann somit die Gleichung der Curve auch in der Form 
schreiben 

|(a 23 a; ) -)-a 3t a: 2 -f-aj 2 a;3) s — a n a M x x 2 — a 33 «, , x.? — a n a 2 .,a: :t 2 } 2 — 0 = 0, 

welche aussagt, dass die acht Berührungspunkte der Doppel- 
tangenten auf einem Kegelschnitt liegen. 

Wenn die vier Doppeltangenten durch t i = 0, t. t = 0, 
t 3 = 0, t 4 = 0 ausgedrückt werden, so kann die Gleichung 
der Curve vierter Ordnung durch 

+ t 2 i + t 3 i + t 4 i=o 

oder 

0, 2 + ^ 2 + G 2 + 1 4 * - 2<,C— 2 <,f 3 — 2<,t 4 — 2 t 3 t 3 -2t,t 4 -2t 3 t 4 y = G4 t s tf 3 t 4 

dargestellt werden; aus welcher Form erhellt, dass die U = 0 
Doppeltangenten sind, deren Berührungspunkte auf einem 
Kegelschnitt liegen, uud mit welcher man zeigt, dass die 
Punkte 

— t 2 = 0 , t 3 — t 4 = 0 ; t , -- t 3 = 0 , t 2 — t 4 = 0 ; 
t l —t 4 = 0, < 2 — t 3 = 0 
Doppelpunkte sind. 

289. Wir haben so eben gezeigt, wie die Gleichung der 
Curve vierter Ordnung auf die Form 
UW= V 2 

reduciert werden kann, und bemerken nun, dass für 
u = 0 , w — 0 und v = 0 

Salmon, Höhere Curven. 21 
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als die Gleichungen von zwei Tangenten und der entsprechen- 
den Berührungssehne des Kegelschnittes aus der Gleichung 

UW — V 2 

desselben, die Gleichung der Curve vierter Ordnung in der 
Form 

UW = F 2 

für U, F, W als lineare Functionen von 

x.,x 3} x 3 x n x l x. i 

unmittelbar entspringt. Endlich ergiebt sich daraus, dass die 
Coordinaten x- eines Punktes des Kegelschnitts als quadra- 
tische Functionen eines Parameters 0 ausgedrückt werden 
können, für die Curve vierter Ordnung, welche aus ihm 
durch Inversion entsteht, die Ausdrückbarkeit der Coordinaten 

ihrer Punkte durch biquadratische Functionen desselben Pa- 
rameters. Die Curve ist also einläufig nach Art. 44. 

Die vorige Theorie der Curven vierter Ordnung mit drei 
Doppelpunkten überträgt sich auch auf den Fall, wo diese 
Punkte alle oder zum Theil Spitzen sind. Die Curve mit drei 
Spitzen ist durch 

i -+- X. 2 ~i + x.^i *= 0 

darstellbar und die Rückkehrtangenten werden durch die 
Gleichungen 

x t — x., — x a 

ausgedrückt, gehen also durch einen Punkt,. Die Reciproke 
dieser Curve ist von der dritten Ordnung und hat die Glei- 
chung 

-f- x = 0, 

welche das Vorige bestätigt (Art. 217.). Wenn die Curve 
zwei Spitzen und einen Knotenpunkt hat, so gehen die gera- 
den Verbindungslinien der beiden Spitzen und der beider. 
Inflexionspunkte durch einen Punkt der Doppeltangente. 

Nur die im Art. 245. bezeichneten Fälle des Vorkommens 
höherer Singularitäten erfordern eine besondere Untersuchung. 

290. Die Gleichung einer Curve vierter Ordnung mit 
einem Berührungsknoten ist nach Art. 245. 
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W + bx, 2 x 2 x 3 -f- cx,x 2 2 x 3 -f dx 2 3 x 3 + a 1 , 1 + fx?x 2 
+ gx 2 x 2 -j- hx x x 3 -f ix 2 * = 0, 
wenn der Punkt x t = x 2 = 0 der Berührungsknoten und die 
Gerade = 0 die entsprechende Tangente ist. Hat die 
Curve einen weiteren Doppelpunkt, so kann derselbe als Fun- 
damentalpunkt x 3 = x t — 0 genommen werden und es muss 
dann d — h — i — 0 sein; so dass die Gleichung eine qua- 
dratische Function von 

7* iV 7> 2 T* 7' 
iv | y v*' | i •*'2 «'3 

wird, nämlich 

(x 2 x 3 ) 2 -f- bx, 2 . x 2 x. t -f cx t x , . x 2 a ; 3 /a:, 2 . a\, 

+ £ (*!**)* = 0 . 

Wir erhalten somit die Gleichung einer Gurve vierter Ord- 
nung mit einem Berührungsknoten und einem Doppelpunkt 
aus der allgemeinen Gleichung eines Kegelschnitts, indem 
wir die x 2 , x 2 , x 2 x 3 für x,, x 2 , x :] respective substituieren. 
Da nun die Relationen 

/p ; • 7* # . w ' o’ 7* • 7» 2 t »• 

• «t'j • ivjj ivj o/o • | • 

die andern 

7» • 7" • 7" 7* 7 1 • 7* 2 • sy r /y* 

tv| • iC 7 • iv*j — — ^ | i4/.^ • 

bedingen, so ergiebt sich eine ganz analoge Theorie für 
diese Curven vierter Ordnung wie für die mit drei verschie- 
denen Doppelpunkten. Die Constanten können so bestimmt 
werden, dass der Doppelpunkt zur Spitze oder der Berüh- 
rungsknoten zur Knotenspitze wird, oder dass beides zugleich 
eintritt; und die Theorie erweitert sich so auf die Curven 
vierter Ordnung mit zwei verschiedenen singulären Punkten, 
Doppelpunkt oder Spitze und Berührungsknoten oder Kno- 
tenspitze. 

291. Die Gleichung der Curve vierter Ordnung mit einem 
Oseulationsknoten ist nach Art. 245. 

(x 2 x 3 — mx x 2 ) 2 + cx t x., {x.,x 3 — m x t T ) -|- dx 2 J x 3 + gx t 2 x 2 l 
-f- h x t x 2 3 -f- i x 2 * = 0 , 

eine quadratische Function von 

x 2 x., — mx t 2 , x t x 2) x 2 2 . 

21 * 
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Und da aus 

x,' : x/ : X,' = x { x. 2 : x^ : x 2 x 3 — mx { 2 
die Itelationen 

x, : x 2 : x, = x(x{ : x/ 2 : x 2 x 3 -(- nix,' 2 

folgen, so existiert auch für diesen Fall eine Theorie, welche 
der der Curven mit drei Doppelpunkten analog ist. Die Con- 
stanten können so speCialisiert werden , dass der Osculations- 
knoten zur Berührungsknotenspitze wird und die Theorie für 
diese Curven gültig bleibt. 

In allen diesen Fällen haben wir die Coordinaten St- 
eines veränderlichen Punktes der Curve vierter Ordnung als 
quadratische Functionen der x{ d. h. der Coordinaten eines 
veränderlichen Punktes eines Kegelschnittes ausgedrückt oder, 
da die letztem bekanntlich quadratische Functionen eines 
Parameters 0 sind, als biquadratische Functionen desselben 
Parameters. 

292. Es bleibt endlich der Fall der Curve vierter Ord- 
nung mit dreifachem Punkt von allgemeiner oder spe- 
cieller Art zu erwähnen, für welchen die in den letzten Artikeln 
gebrauchte Behandlungsweise nicht anwendbar ist, während 
wir doch leicht in anderer Weise die Coordinaten als ratio- 
nale Functionen eines Parameters ausdrücken können. Den- 
ken wir den Punkt x, = x 2 = 0 als den dreifachen Punkt, 
so ist die Gleichung der Curve nothwendig von der Form 
x,w <S) = ««> für «< s > und u m 

als homogene Functionen dritten und vierten Grades in x , , x r 
Setzen wir dann 

x 2 = 0x,, 

so wird 

x.GW^x,©« für 0< 3 >, 0«) 

als Functionen dritten und vierten Grades von dem Para- 
meter 0; es sind also x,, x 2) x 3 respective proportional zu 
0(3>, eom 0(4). 

Diese Methode entspricht genau den allgemeinen Grund- 
sätzen des Art. 44. Die veränderliche Gerade x ä =0x, , die 
durch den dreifachen Punkt geht, schneidet die Curve in nur 
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einem andern Punkt, dessen Coordinaten daher in 0 rational 
ausdrückbar sind. Und wir würden zu denselben Ergebnissen 
gelangt sein, wie wir sie entwickelten, wenn wir in den vor- 
her untersuchten Fällen die nämliche Methode angewendet 
hätten ; wenn wir also im Falle der (Jurve mit drei Doppel- 
punkten den veränderlichen Tunkt als den beweglichen 
Schnittpunkt der Curve mit ein'em Kegelschnitt betrachteten, 
der durch die Doppelpunkte und einen weiteren festen Puukt 
der Curve geht. 

Wir heben endlich den Fall einer Curve vierter Ordnung 
mit dreifachem Punkt x, 3 x 2 — 1 besondei-s hervor, weil er 

genau in der Weise des Art. 213. behandelt werden kann. 
Die Curve hat ausser dem dreifachen Punkt nur einen Un- 
dulationspunkt und ihre Reeiproke ist eine Curve von der- 
selben Art. 


Invarianten und Oovarianten von Cnrven vierter Ordnung. 

293. Wenn wir die Gleichung einer Curve vierter Ord- 
nung in voller Länge schreiben müssen, so wollen wir sie in 
der Form schreiben 

aXi* -f- bx. 2 4 -f- ex.,* -(- 6 fx.fxf + ßgx^x, 3 -f- 6 hx 3 x 2 - 
-f- 12 lx, i x 2 x 3 -|- 12mx 2 t x.,x, -j- 12 nx., 3 x, x 2 
+ 4 a.,x l 3 x. i + 4 a 3 x 3 x : , 

-f- 4b,x 3 x, -f- Ab-, x., 3 x., -f- 4c, x/x, -f- 4c 2 x : , 3 x 2 =0. 

Die Concomitante der niedrigsten Ordnung in den Coeffi- 
cienten ist die Contravariante des Art. 93, vom zweiten Grade 
in den Coefficienten, deren symbolischer Ausdruck (512)' ist 
und durch deren Verschwinden ausgedrückt wird, dass die 
gerade Linie | ,■ die Curve vierter . Ordnung in vier Punkten 
schneidet, für welche die Invariante S verschwindet. („Kegel- 
schnitt“ Art. 340., S m ). Wir werden diese Contravariante 
0 nennen ; sie ist vom vierten Grade in den £, und wir schreiben 
ihre Coefficienten A , B , etc. und geben in folgendem ihre 
Werthe: 

A = bc -(- 3f' 2 — 4 &.,c,, B — ca - 1- 3 g 2 — 4 c, a i) 

C — ab - f- 3A 2 — 4 a 2 b , ; 
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F = <tf -f- gh -j- 2P — 2a.j n — 2 a 3 m, 

G = bg + hf + 2nP - 2b 3 l — 2 ft, «, 

H = ch -\- fg -(- 2» 2 — 2 c, «« — 2c 2 7; 

L = 2/7 — tun — gb 3 — /»Ci -j- 5, c, , 

M — 2 gm — nl — hc, — fa :l -(- c., a., , 

N = 2hn — Im — fa 2 — gb, -J- <j 3 b 3 ; 

A 2 ==> 3 me, — 3 nf — cb t -f- 7>.,c, , 

.4-, = 3 nb 3 — 3 mf — bc t + b { c 2 \ 
li :l = 3 n a :l — 3 lg — ac, -f c, o 2 , 

27, = 3 7c, — 3 m# — ca 2 -(- c 2 a 3 ; 

(7, = 3 7h, — 3 m7t — I>a 3 a 2 b 3 , 

C 2 = 3 i»(i, — 3 77» — o&, -f- a 3 

294. Die eben entwickelte Contravariante ist die Evec- 
tante der einfachsten Invariante A, welche vom dritten Grade 
in den Coefficienten ist und die den symbolischen Ausdruck 
(123) 1 hat; d. h. aus welcher a hervorgeht durch Vollzug 
der Operation 

Vl + Vl + Uic + VV7f+° tc.; 

so dass umgekehrt aus den vorher gefundenen Werthen der 
Coefficienten von 0 die von A abgeleitet werden können. 
Es ist 

A = nbc + 3 (ap -f- bg 2 -f-c7i 2 ) — 4 (ab 3 c 2 + bc l a 3 -\-ca 2 b l ) 
-f- 12 (fP -(- gm- -f- 7i» 2 ) -f- 6 fgh — \2lmn 
— 12 («.,«/' -|- a 3 mf + b t nb b 3 lg -j- c, mh -f- c, nh) 

+ 12 (76, c, + »» c 2 a 2 -)- na 3 b 3 ) -f- 4 (o,6 3 c, + a 3 b,c.,). 

In der Bezeichnung des Art. 224. erscheint A in der 
Form 

r (<P) + 4 (den) + 3 (d& 2 ) — 12 (c‘b) 
mit ((/•) = d„d t — 4d, d 3 -j- ‘4 elf, (dca) = a 0 {rf,e 3 — 3 d 2 c 2 
+ 3 d 3 c t — -|- a, {d 3 c 0 — 3 d 2 c, -f- 3 d, c„ — d 0 c 3 ), 

(db‘) = d„ bf — 4d, 6, b 2 + 4 d 2 V + 2 d 2 6„ & 2 — 4 <7., 6 0 b, + d t b 0 \ 

(c^b) = 6j (CqC, ®|*) ^1 ( c 0 <; 3 ^ 1 ^ 2 ) 

-f- h ( C 1 C (1 C 2*) ) 

wo die Invarianten (d 2 ), (dca), etc. aus der Theorie der binä- 
ren Formen wohl bekannt sind. 

295. Die nächst einfache Invariante ist vom sechsten 
Grade in den Coefficienten. Man kann sie aus den sechs 
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Gleichungen , die durch zweifache Differentiation der gege- 
benen Gleichung nach den x t entstehen, durch dialytische 
Elimination der sechs Grössen x { ', x.f, x.y, x % x t , x { x ., , x. 2 x 
bilden; wir bezeichnen sie durch B und ihre Determiuanten- 
form ist also 


a, 

Ä, 

9> 

l, 

a 3l 

h, 

b, 

f, 

h, 

m, 

9, 

f, 

c, 

C.» f 

c u 

l, 


C 2> 

f, 

n, 


m, 


n, 

9, 

a,, 


n, 

m, 

l, 


Wir merken an, dass Olebsch diese Invariante gebraucht 
hat, um zu zeigen, dass die Form 

p* + <l' + r * + = 0 

mit p, q, r, s, t als linearen Functionen der Coordinaten 
nicht jede beliebige Curve vierter Ordnung darstellen kann. 
Sie enthält vierzehn unabhängige Constanten, weil die p, q, 
etc. je drei beliebige Constanten enthalten, und kann daher 
auf den ersten Blick als eine kanonische Form angesehen 
werden, auf die jede teniäre biquadratische Form gebracht 
werden kann. Aber indem man ftir sie die Invariante B bildet, 
findet man, dass dieselbe verschwindet und dass diese Form 
daher nur eine Familie von Curven vierter Ordnung darzu- 
stellen vermag, für die eben die charakteristische Relation 
besteht B = 0. “°) 

29G. Bei Berechnung des Werthes von B ist es vortheil- 
haft, den folgenden Werth einer symmetrischen Determinante 
mit sechs Reihen und Zeilen zu benutzen, deren Elemente 
durch a 2 , ab, ac, etc.; ba, b~ , etc.; etc. bezeichnet sind, 
nämlich 

a’bVdV/ -2 - 7 a?b' 1 c‘il t {cfY + 21 a 2 b 2 c 2 . de. ef. fd 
+ I a 2 b 2 (erf) 2 (e/1 2 — 2Ia 2 b 2 . cd. de. ef. fc 

+ 2 Za 2 , bc. cd. de. ef. fb — 27. a^fbc) 2 de. ef. f d 
+ 21 (ab) 2 cd. de. ef. fc-7 (ab) 2 (cd) 2 {ef) 2 
— 2 Tab. bc. cd. de. ef. fa-\-2Tab. bc. ca. de. ef. fd. 

Der entwickelte Werth von B ist folgender: Wir deu- 

ten die Glieder meist nur durch Punkte an, welche durch 
Buchstaben- und gleichzeitige Indices- Verschiebung, wo Indiens 
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auftreten, aus den nächstvorhergehenden entspringen, wobei 
a, 6, c; f, g, h\ l, m, n; und die o,-, bj, c* cyklische Gruppen 
bilden. 

abc ( fgli — fl 2 — gm 2 — hn 2 -f- 2 hnn) 4- bc — Fgh 
+ 2 ( gm — nl) a.,l -(- 2 (hn — ml) a 3 l + (n 2 — fg) a 2 2 
-f- (m 2 — fh) a 3 2 -(- 2 (fl — mn) a 2 a 3 j. -|- • • 

— (a/ 2 + bg 2 -j- ch 2 ) (fgh — fP — gm 2 — hn 2 + Alm n) 

+ 3 (afm 2 n 2 + bgn 2 F -\-chPm 2 )-\- 2 af 2 ( b l gn-\-c i hm)-\- ■ ■ 

— 2 af (b,n 3 -f- — ■ • -f- 2 nfl (6 .,m 2 -(- c 2 m 2 ) + • • 

— 2 afmn (b 3 g -f- c 2 h) — • • — 2« (b 3 mn 3 -f- c.,m 3 n ) — • • 

-f a (b 3 2 gn 2 -f- e 2 2 h m 2 ) + ••-{- 2 afl ( mb 3 c i -f- nb,c 2 ) • • 

-f- 2 amn (mb 3 c, -f- >16,05) + • • — 2 af(hnb 3 c t -\-gmb { c 2 ) 

+ 2 (fgh -f- hnn) (ab 3 c 2 + bc t a 3 -f- ca,6,) — 2 afl 2 b 3 c 2 

— 2 (af 2 lb l c l + bg 2 mc 2 a 2 + ch 2 na 3 b 3 ) 

— 2 ab 3 c 2 (b y gn -f- cjim) — • • -f- 2 a6,c, (c 2 m 2 -\- b 3 n 2 ) +•• 
- 2 al\mb lC2 2 + nc, 6 3 j ) - • • + a (hb 3 2 c/+ gb 2 c 2 ) + • • 

-f- afbfcf + • • + 2 alb 3 c 2 b l c l + • • 

— 2a6,e, (>»c,6, + nb t c 2 ) — • • + 2 Pg 2 h 2 

— fffh (fl 2 + 0 m ' + hn 2 ) + 10 fghlmn — (fl 2 -\- g m 2 -\-hn 2 ) 2 

+ 21 mn (fl 2 -f- gm 2 -f hn 2 ) — Fm 2 n 2 
+ 2 (6,<jr« + cfhm) (gm 2 -f- hn 2 — 2 fl 2 — fgh — Imn) + ■ • 

+ (gh — F) (b 3 g — c 2 h ) 2 + • • + 2 a 2 a 3 P ( 2 mn — fl) + • • 

-f- 2 16, c, (fgh -f- Imn -f- fl 2 — gm 2 — hn 2 ) + ■ • 

— 2 ghmnb l c l — • • -f- 2 (b l c 2 gm -f- b 3 c t hn) (gh + 2 l 2 )-\-- • 

— 2 (afc l f 2 m -\-b 3 2 a 2 g 2 n-{- c 2 b 3 h 2 l -j- af b , n + b t 2 c 2 g 2 l + c 2 2 a 3 h 2 m) 

-j- 2 fmn (a 2 2 c 2 -f- a 3 2 b 3 ) -j- • • 

— 2 (a 2 6 3 c, + a 3 6,c 2 ) (fl 2 -f- gm 2 + hn 2 -f- Imn) 

— 2 fa 2 a 3 (c., m 2 + 6 3 n 2 ) — • • -f- 2 (fl — mn) (gb 1 c 2 a. i -f hc l a 3 b 3 ) -f • • 

— (Pb 2 c 2 + m 2 c 2 a 2 + n 2 a 2 b 2 ) 

+ 2 (6 ; , c, a., — c 2 a 3 bf) (b 3 gl + c, hm -f a 2 fn — c 2 hl — a 3 f m — 6 ,</m) 
-f- 2 ( 6,0,0, a.,/ -2 -f- c 2 a 2 b 3 b t g 2 -f- a 3 b 3 C\C 2 h 2 ) 

— 2 gli (6 :1 2 a 3 c, + c 2 2 a 2 b t ) — • • -f- (4 fl — 2 mn)t 2 a 2 a 3 b 3 -\ — 

+ 2 (a 2 6 3 c, + a.,6, c 2 ) (16, c, -j- mc 2 a 2 -f- na 3 b 3 ) 

— (a 2 6.,c, -f- a 3 6, e 2 ). 2 

297. In der Bezeichnung der Art. 224., 294. ist der Werth 
von B 

r (cP) (b 2 ) - r (iPc 2 b) + r (de*) — (<P) (6 a 2 ) + (<Pc 2 a 2 ) 

+ 2 ((Pcb 2 a) — (6 2 )(tZ 2 6 2 ) — 2 (dc 3 ba) + (dc 2 6 3 ) — (c 2 6) 2 
mit folgenden Werthen der einzelnen Theile 
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(P) = d tl d i d l + 2d i d.,d 3 — d^d.i - d t df — tf 2 3 ; 
(rfVfc) = K 'ff (<l»d 2 - df) + 2c 3 c 2 (d, d 2 - d 0 d 3 ) 

4 2c, c, — df) + cf (d 0 d 4 — df) + 2 c l c 2 (d 2 d 3 ~d i d 4 ) 
4 C, 2 (d^-d, 3 )} + b 2 { cf (d, d t — df) -f- 2 C 0 c, (d., dj — d , d A ) 
4 2 c 0 c 2 (d, d., — df) + cf (d 0 d 4 — df) + 2 c l c 2 (d l d 2 — d l) d 3 ) 
4 cf (d 0 d 2 — df ) } — 26 , {e 0 c, (d 2 d 4 — df) 

4 ^C C 2 ( rf 2 rf 3 — «Ml) 4 C 8 C 3 («Ms — df) 4 C l ? («Ms ~ (/ 1 df) 
+ c,c 2 (tf 0 rf 4 4 d t d 3 — 2df) 4- (c,e 3 + cf) (d t d 2 — d 0 d 3 ) 
+ ft j (, 3 (d,,d 2 — df) } ; 

hieraus entsteht ((Pc 1 a 2 ), indem man af, af, «„«, für b 0l b 2t b t 
einsetzt. Sodann 

( de 4 ) = d 0 (c,Cj cf ) * 2d 0 (c u c 3 c,c 2 ) (c,c 3 cf) 

4 d 2 {(c„c, — c, eff 4 2 (c 0 c 2 — cf) (c,c 3 — c 2 2 )} 

— 2rf ;l (c 0 c 2 — c, 2 ) (e 0 e 3 — c,c 2 ) + d, (c„e 2 — c, 2 ) 2 ; 

(i/a 2 ) == i/ 2 a 0 2 — 2i/,a u a, 4 i'o a i ? j (< PcVa ) = |i/ 0 a,c, 

— 6, (a,C () -f «o C i) + ^2 a (l C o} ^4 {i> 0 «l C 2 — & l («l C l + «0 C 2) 
4 M# c i} Q + {b 0 a t c 3 — b, (a,c 2 4 a 0 c 3 ) + i/ 2 a„c 2 } ü 
mit den Werthen 

' P = b 0 (d 2 d 4 — <i., 2 ) — iz, (d,d 4 — d 2 d 3 ) -f i/ 2 (d,d 3 — d 2 2 ), 
ö = i/ 0 (d 2 d, — d,d 4 ) — ft, (df - d 0 df) + b, (d,d 2 — d 0 d 3 ), 
II = b 0 (d,d 3 — d 2 2 ) — ft, (d u d 3 — rf, df -f b 2 (d 0 d 2 — df). 
Ferner 

(*&*) = (^2^4 ~ df) bf + (** 4 ~ df) bf + (d 0 d 2 - df) bf 
4 2 iz, Z> 2 (d,d 2 — d 0 d 3 ) + 2 ft 2 ft 0 (d, d 3 — df) + 2 ft 0 ft , (d 2 d 3 — d,d 4 ) ; 
(dc 3 ba) — a 0 {P (c,c 3 — c 2 2 ) 

4 # (c 2 c, — C0C3) 4 R (c u c 2 — c, 2 )} + a, {F (c 0 c 2 — c, 2 ) 
4 Q ( c i c 2 — c 0 c 3 ) 4 F (c,c 3 — c 2 2 )} mit den Werthen 
P = b 0 (c 2 d 2 c 3 df -(- ft , (c 3 d l) c t df) -(- b 2 (c, d, c 2 df), 

(J = b t) (c 2 d 3 c 3 d 2 ) -j- ft, (c 3 <i, c l d 3 ) -)- b 2 (c,rf 2 c 2 df), 

11 = ft (4 (c 2 d 4 tf ; j) -j- ft, (c 3 d 2 c, ei,) -(- b 2 (c, d 3 c 2 d 2 ), 
F = b 0 (c 2 d 3 — c l d i ) + ft, (c„(i, — c 2 d.f) + b 2 (c, d 2 — c 0 d 3 ), 
( J == ?>* (c 2 d 2 — c,(i 3 ) 4- ft, (c ü d 3 - c 2 rf,) 4- i/ 2 (c,d, — c 0 fi 2 ), 

.Zi ■ 1 ft,, (c 2 /Z, ■ c, //.,) 4” i/, (p(jd 2 c 2 4 i) 4 “ ^2 (^1 di) ^0 d f. 

Endlich 

(rfc 2 6 3 ) = d 0 {cfb 0 bf — 2 c.,c 2 (Z> 0 i/,6 2 4- ft, 3 ) 4- 2c 3 c 4 bfb 2 
4- c 2 2 (Z/ 0 Z/ 2 2 4- 3 ft 2 ft, 2 ) — 4c, c 2 6, ft 2 2 4 bfcfi 
— 2d, {cfbfbi — c 3 c 2 (bfb., -f- 2ft 0 6, 2 ) 4 c 3 c 0 bfb 2 
4 2c 2 2 ft 0 ft,ft, 4 c 2 c { bfb 2 — 2e 0 c 2 ft,ft 2 2 — cfbybf 4 c o c i^ 2 ^ 
4 d 2 {cfbf — 2 c 3 c, (i/ 0 2 i/ 2 4 2b 0 bf) 4 2c 3 c 0 (bf 4 ft 0 M 2 ) 
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- c ,* (W + 26*6,*) + 2c, c 2 (V + 5V'A) 

- 2c 2 c 0 (6 0 6 2 j + 26,6,*) - c, 5 (6 0 6,* + 2M, 5 ) + c„*& 2 s } 
- 2d, |c 0 *6 2 *6, - c 0 c, (6„V + 26 2 6,*) + **,6,6,» 

+ 2c, J 6 0 6,6 2 + c,c,6 0 6,* — 2c l c 3 b a i b l — cjb x b* + c t c. t b a 3 } 
+ {c n 'b t b? — 2 c n c, (b 0 b,b 2 + b t 3 ) -f 2c»c,-6,*6 1 , 

+ c, 2 (h'bi + 3 &„&,*) — 4c 0 c,6 1 6 u 2 + b/c ^} ; und 
(c J 6) = b 2 (c 0 c 2 — c,*) — 6, (c 0 e 3 — c,c 2 ) + b 0 (c,c 3 — c 2 J ). 

298. Wir haben im Art. 222. gesehen, dass wir durch 
die lveuntniss einer biquadratischen Covariante in der Lage 
sein würden, aus jeder bekannten Invariante eine Reihe an- 
derer Invarianten abzuleiten und wir können eine solche Co- 
variante erhalten, indem wir die Gleichung bilden für den 
Ort eines Punktes, dessen erste Polare eine Curve dritter Ord- 
nung mit verschwindender Invariante S ist, oder indem wir 
die Invariante S (Art. 221.) der cubischen Polare 
gleich Null setzen. Die Covariante S der biquadratischen 
Form 

ax* -j- by* -f- cz* -f- du* -{- ev' — 0 
ist von der Form 



1 i 1 w 1 » 


Und da wir früher sahen, dass die erstere Form, obwohl 
scheinbar eine hinreichende Zahl verfügbarer Constanten ent- 
haltend, eine specielle ist, auf welche die Gleichung einer 
Curve vierter Ordnung nicht allgemein reduciert werden kann, 
so gilt dasselbe von der letztem; nur unter Bestand einer 
gewissen Relation zwischen den Invarianten ist diese Reduc- 
tion ausführbar. Unter den verschiedenen biquadratischen 
Covarianten, welche existiereu, ist die vorerwähnte vom 
niedrigsten Grade in den Coefficienten. Jede andere Cova- 
riante vom vierten Grade in diesen muss von der Form 


S -f kA U 

sein für k als eine numerische Constante, und A als die 
erste Invariante; mau bestätigt diess leicht in Bezug auf die 
Covariante, die man erhält, indem mau von der Contravari- 
ante des Art. 293. die Contravariante bildet. 


299. Die allgemeinen VVertlie der Coefficienten von S 
sind nicht berechnet worden; ebensowenig irgend welche 
höhere Invarianten. Wir haben es jedoch für nützlich ge- 
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halten, den besonder« Fall zu untersuchen , wo sich die bi- 
quadratische Form auf ihre ersten sechs Glieder reduciert, also 
oa;, 4 -f- bx 2 4 -f- ex, 4 -\- 6x, s *j* -f" -f- 6x, 2 x., 2 = 0. 

Diese Form entliiilt nur elf Constanten implicite und ist 
daher eine sehr specielle Form der allgemeinen Gleichung; 
aber sie bietet sich leicht der Berechnung dar, weil die Cova- 
riante S von derselben Form ist, schreiben wir 
aa, 4 -f- ba: ä 4 -f- ca;., 4 -f- 6fx 2 *x, J + ßgx^x^-^-ßhx^x^ — 0; 
deshalb kann nach Art. 222. aus jeder Invariante eine andere 
durch Vollzug der Operation 

a f fl + b i + etc ' 

abgeleitet werden, eine Operation , die wir durch den Buch- 
staben bezeichnen wollen. Indess freilich Invarianten, die 
im Allgemeinen existieren, für diesen speciellen Fail ver- 
schwinden können, so bleiben doch die Invarianten, die in 
diesem Falle verschieden sind, auch im Allgemeinen verschieden. 
Bei Berechnung der Invarianten unseres Specialfalls erhalten 
wir natürlich alle die Glieder der allgemeinen Invarianten, 
welche nur die Coefficienten n, b, c, f, g, h enthalten. 

Die Werthe der Coefficienten von S für die fragliche 
Form sind nun 

a = 6g 2 h 2 , b = 6/t 5 /’ 2 , o — 6pg 2 ; 
f = bcgh — f ( bg 2 -f- cli 2 ) — Pgh, 
g = cahf — g (eh 2 + af 2 ) — fg 2 h, 
h = abfg — h (af 2 -f bg 2 ) — fgh 2 . 

Wir merken auch an, dass die Werthe der Coefficienten 
der Covariaute a im Art. 293. in diesem Falle sind 

A = bc -f 3f 2 , 11 = ca + 3 g 2 , C = ab -f 31i 2 , 

F= af + gh, G = bg -f- lif, H = ch + fg. 

300. Für das Weitere scheint es zweckmässig, die folgen- 
den Abkürzungen zu gebrauchen : 

abc = L, af 2 -f- bg 2 -j- ch 2 = P, bcg 2 h 2 -f- cah 2 P 
+ abPg 2 = Q, fgh = R\ 

dann werden die Ausdrücke der vorher berechneten Invarian- 
ten für den speciellen Fall 

A = i-(-3P-f-6jR, B = L R 2 R 2 — PR oder 
B = AR — APR — AR 2 . 
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Die Ergebnisse der Operation 0 an diesen verschiedenen 
Grössen sind 

0(L) «= 6 0(P) = 6LR - 2PR — 4«^ -f- 18P 2 , 
0(^) = _ 2PQ — 4P <2 — 6 LR‘ + 12 PB* + 4L PR, 
0(2Z) = <2 — 2PP - 3P 2 , also 0(A) = 18B. 

Wir können sodann eine neue Invariante vom neunten 
Grade in den Coeffieienten erhalten, indem wir die Operation 
0 an B vollziehen. Das Ergebniss ist 

0(B) = C, = Q(L — P + 14P) — LR(2P + OB) 

+ R (2 F i - 3 PR — 30 R*). 

Diese Invariante ist aber nicht die einzige unabhängige 
Invariante neunten Grades in den Coeffieienten. Wenn wir 
die allgemeine Gleichung der Curve vierter Ordnung in der 
Form 

M 4 + U 3 Z -j- M 2 8' -f- CZ l — 0 

schreiben, so sind die höchsten Potenzen von c, die in einer 
Invariante neunten Grades begegnen, die dritten und c ist 
mit einer Invariante sechsten Grades in den Coeffieienten von 
der binären biquadratischen Form m 4 multipliciert. Diese 
letztere Invariante muss von der Form 

s 3 + kt 1 

sein und jede Invariante neunten Grades kann in zwei Theile 
zerlegt werden, von denen der eine c 3 mit s 3 und der andere 
c 3 mit t' 1 multipliciert zeigt. Der erste Theil kann in der 
Form 

ZA 3 -f- m AB -f- nC, 

ausgedrückt werden mit A, B, C, als den vorher berechneten 
Invarianten. Für den Ausdruck des letzteren ist eine neue 
Invariante nöthig, und wir wollen einen der Wege angeben, 
auf denen dieselbe erhalten werden kann. Es ist aber vor- 
erst nöthig, einige andere Covarianten und Contravarianten 
zu erwähnen. 

301. Der Werth der Hesse’schen Covariante für unsern 
Fall ist, mit Andeutung einiger durch die cyklische Verschie- 
bung a, b, c\ f, g, h aus den vorhergehenden entstehenden 
Glieder durch Punkte 
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aghxf' hhf x.® -f- cfgx 3 6 -|- (abg-\-ahf — 3gr/t 2 )a: 1 4 a;j 2 -| — 

+ (ach -f- afg — Sg 7 h)x i *x 3 i + • • 

-f- (ahc — 3 nf 1 — 3 hg 7 - 3 ch‘ -|- 18 fgh) x i 2 x i ?x a 2 . 

Es wurde ferner schon in Art. 92. constatiert, dass eine 
Curve vierter Ordnung eine Contravariante sechster Klasse 
hat, deren Symbol (g 12) 2 (£23)* (|31)' 2 ist; der Werth der- 
selben für den betrachteten Fall ist in derselben Abkürzung 
wie vorher 

{bcf- f 3 )V + • • + (1 heg + 6 cfh - *rg)lt A W + • • 

+ {bch + Gbfg-Zrh)WW+-- 

+ {«fcc - 3 (aP + bg'- + cV) + 48 fgh} 

Wenn man in diese Formen Differentialsymbole einführt, 
und die mit der einen ausgesprochenen Operationen an der 
andern dieser Formen ausführt, so erhält man 
A 2 -f 57GB. 

Wenn wir mit der Contravariante a an der Hesse’schen 
Covariante operieren, so entsteht eine quadratische Covariante 
vom fünften Grade in den Coefficienten und wenn wir mit 
der biquadratischen Form selbst an der Contravariante sechsten 
Grades operieren eine quadratische Contravariante, vom vier- 
ten Grade in den Coefficienten; diese Formen sind 
( afx x 2 -f- bgx 2 2 -f- chx 3 2 ) (L 3P + 30 P) 

+ ( ghx 2 + hfx 2 + fgx 3 2 ) (10 L - 6P - 12 P) 

— 4 ( a l f i x l 2 -f- h 2 g i x 3 1 -f- c 2 Ä 3 x, 2 ); 

(/6,* + 9W + HS) (3L + 5P + 2P) 

- 8 {aPl 2 + W> 2 + ch'l 2 ) 

+ 4 (beghtf + cahfti 2 + abfg% 3 2 ). 

Wenn wir in jede dieser beiden Concomitanten Differen- 
tialsymbole einsetzen und damit an der andern operieren, so 
erhalten wir eine neue Invariante 

C 2 = (80 P — 32P+ 448P) Q + 3 P* - 6P 2 P — 134P 2 P 
+ 3 FL 2 + 128 PPP - GO PP 2 + 102 LUt 
-f 408 L li l - 72 P 3 . 

Für die betrachtete biquadratische Form scheint keine 
andere unabhängige Invariante neunten Grades zu existieren. 

Wenn wir z. B. mit der quadratischen Contravariante 
an der biquadratischen Form selbst operieren, so ist das 
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Resultat in Function der vorher gefundenen Invarianten dar- 
stellbar, nämlich in der Form 

3C. 2 — 80C, — 180 AB. 

Mit Vereinfachung könnten wir vielleicht als die zweite 
unabhängige Invariante wählen 

4 (O, - 32 C.) 

oder 

C, — 16 QL + P 3 - 2 P*P - 66 P 2 P + EU + 64 ELR 

4 12 PP 2 + MUR + 232 PP 2 + 296 P 3 . 

302. Wir gehen zur Bildung von Invarianten vom zwölften 
Grade in den Coefficienten über. Zuerst die cubische Inva- 
riante der biquadratischen Form S bilden wir mit Hilfe der 
Formeln 

P' = 216/^, 

P = 6 { Q* - 2 EQR — 4 P 2 (? + 2 E‘ P 2 — 2 PPP 2 
4 4 PP 3 + 6 PP 3 + 3P 1 }, 

R = Q* —2LRQ— P 2 P 2 - 2 PP 3 4 Z - 2 P 2 -f 4 P P 3 - P«, 
also P' -f 3P -f 6 P' = 6 D, , 
wo 

D, = 4<2 2 + (- 6 PP — 2PP — 12P 2 ) + 5P 2 P 2 

— 6 PPP 2 + 10PP 3 + P 2 P 2 4- 22 P P 3 4 44 P‘ ist. 

Wir erhalten ferner durch Vollzug der Operation 0 an C, 

D, = 24 4 Q (4 E‘ — 4 PP — 84 PP — 20 PP — 248 P 2 ) 

— 4 P'P — 14 P 2 P 2 4 4 PP 2 P 4 144 PPP 2 4 444 PP 3 

— 18P 2 P 2 — 84 PP 3 4 216P 4 . 

Durch Combination dieser beiden bilden wir 
D., — 6 D, = 4ü 3 wo 

D 3 = <J (P 2 — PP - 12 PP - 2 PP — 44 P 2 ) - P 3 P 

— 11 P 2 P 2 4 PP 2 P 4 Ab ELR -1 4 96 PP 3 — 6 P 2 P 2 

— 54 PP 3 - 12 R' ist. 

In Function dieser und der andern vorher angegebenen 
Invarianten können die andern Invarianten zwölften Grades, 
wie 0 (C.,) und die Discriminante des contravarianten Kegel- 
schnitts ausgedrückt werden. Ebenso auch die Invarianten 
der biquadratischen Contra Varianten; wir haben 
P' = P 2 4 3 PP 4 9Q 4 27 P 2 , 

E — PP 4 Q 4 PP 4 P 2 , 
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F = 3 F - 5 0 + 6 FR + PL + 6LP + 9F 2 , 

0 = 30 2 + 0(3P + 4PL + 24PP+ L 2 --8LP + 6P 2 ) 
+ 1 2 P L R + 18 PP 2 + AFL‘R + 10 PL F 2 
+ 36 FE' - 36 LR 3 + 27 R' 

und sodann 

A' = A + 12B, B' = 4D, + AC, + A 2 B — 12B 2 - 

303. Es ist zu bemerken, dass während nur eine quadra- 
tische Contravariante vom vierten Grade in den Coefficienten 
existiert, zwei quadratische Convarianten fünften Grades vor- 
handen sind, nämlich ausser den früher gegebenen diejenige, 
welche durch Operation mit der quadratischen Contravariante 
an der biquadratischen Form selbst entsteht; sie ist 

(3L + 9P + 10P) ( afx , 2 + bgx.j 1 + chx$) 

+ (10L + 2P + 4P) (glix? + . .) - 1.2 (a 2 f+ 2 + . .). 

Durch Verbindung mit der früher gegebenen bildet man 
die einfache Form 

4 P(a/V + . •) + (L - P - 2P) (ghxf + . .) 

Die Discriminante der Letztem giebt die einfachste In- 
variante vom fünfzehnten Grade, nämlich für 
M = L - P — 2 P, 

E, — IGMR'Q + 4 M- P 2 P + ilf 3 P ’ + 64 LR*-, 

oder 

E, = 16(L — P— 2 P) QB 1 + P* {3P J - 5 PL + 10 PP 
+ PL 2 — 4 FL P + 4 PP 2 + L 3 — 6 L 2 P + 76 LP 2 — 8 P 3 } . 

Die drei übrigen Invarianten des Kegelschnittssystems 
sind übrigens auch Invarianten der Curve vierter Ordnung 
vom nämlichen Grade und wir können ausser ihnen noch 
4>D|, 0Dj, etc. berechnen; alle sind mittelst E, und E 2 U1 ) 
ausdrückbar, wenn das Letztere ist 

E 2 16 (L — P - 2 P) 0 2 + (3 P 3 — 5 P 2 L — 6 P 2 P 

+ PL 2 — 228 PL P — 2 172 PP-' + L :1 + 298 L 2 P 
+ 2036 LP- — 4296 P*) 0 
+ P (- 12P' + 44 PL — 52 PL 2 + 20PL 3 ) 

+ F 2 (348 P — 852 PL + 308 PL 2 + 324 L 3 ) 

+ P 3 (1320 P 2 — 416 PL + 216L 2 ) 

+ 720 PP 4 + 11376 P* - 864 P 5 . 
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Es giebt ferner zwei unabhängige Invarianten vom Grade 
achtzehn; die erste ist das C, der biquadratischen Contra- 
variante, nämlich 

F, z= 128 g 3 

+ Q 2 (—48 F 2 + 80 PL -f- 368 FR + 32i 2 — 528 LR - 160 P 2 ) 
4. q (9p4 _ 12 F'L - 108 P'P - 2F‘L 2 4- 324 P 2 L R 
+ 240 P-’P 2 + 4 FL* + 60 FL 2 R — 288 FLR 2 + 528 PR 3 
+ L* — 20 L 3 R — 400 i 2 P 2 — 2512iP 3 — 144 P 4 ) 

4- 18 P 5 P — 24 F'LR + 27P 4 P 2 — 4P 3 i 2 P 4- 180 F 3 LR 2 
+ 60 F 3 R 3 4- 8P 2 L 3 R + 114 + 716P 2 iP 3 
+ 288 P 2 R* 4- 2Pi'P - 44 FL 3 R 2 + 52 Pi 2 P 3 

— b92 FLR* 4- 288 FR 3 - 21i'P 2 — 60i 3 R 2 — 720i 2 P 4 

— 2076 L P’ 1 + 240 R\ 

P 2 == 128g 3 4- g 2 (— 8F 2 — 240 Pi — 5312PP + 3l2i 2 
4-' 9536 iP 4- 11680P 2 ) 4- g(— 18P 1 4-54 P3i+ 1146 PäP 

- 54 P 2 i 2 — 1978 P*LR 4- 7548 P 2 R 2 + 1 8 Pi 3 + 262 FL 2 R 
— 4432 Pi P 2 4- 49272 PP 3 -f 570 i 3 P + 1 620 i 2 P 2 

+ 6648 i P 3 4- 77808 P 4 ) + 24 P 3 P — 76 P 4 i P — 1 224 F* P 2 
4- 84 P 3 i 2 P + 2822 F'LR 2 — 13032 P 3 P 3 - 36 P 2 i 3 P 

— 946 P 2 i 2 P 2 + 8268 PiP 3 — 30192 P 2 P 4 4- 4Pi 4 P 

— 822 Pi 3 P 2 — 368 Pi*P» — 73784 PiP 4 — 5472 PP 5 
4- 114i 4 P 2 — 1524i 3 P 3 — 14712i 2 P 4 — 113904iP 5 

4- 25920 P 8 . 

Auch in diesem speciellen Falle ist keine lineare Abhängig- 
keit der gegebenen Invarianten höherer Grade von denen 
der niederen erkannt worden, noch haben wir zu entdecken 
vermocht, dass die Discriminante in Function der niedrigeren 
Invarianten darstellbar sei. 


I 
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Siebentes Kapitel. 
Transcendente Curven. 


304. Nachdem bisher ausschliesslich Gleichungen discu- 
tiert wurden, welche auf eine endliche Zahl von Gliedern mit 
positiven ganzen Potenzen von x und y reducierbar sind, 
bleibt Einiges von den Eigenschaften der durch transcendente 
Gleichungen dargestellten Curven zu erwähnen. Da dieselben 
Functionen enthalten, welche nur durch unendliche Reihen 
von algebraischen Gliedern ausdrückbar sind, so sind trans- 
cendente Curven als Curven von unendlich hoher Ordnungs- 
zahl zu betrachten, als Curven also, die von einer geraden 
Linie in unendlich vielen Punkten geschnitten werden 
und die eine unbeschränkte Anzahl vielfacher Punkte und 
Tangenten haben können. Es lässt sich daher eine allge- 
meine Theorie von den Singularitäten dieser Curven nicht 
geben, aber es ist uothwendig, die hauptsächlichsten Eigen- 
schaften einiger der merkwürdigsten unter ihnen zu ent- 
wickeln. 

Vorher gedenken wir einer von Leibnitz als interscen- 
dent bezeichneten Classe von Gleichungen, in denen nämlich 
die Variabein als mit irrationalen Exponenten behaftet auf- 

treten , z. B. y = xY 2 . Wenn wir hier für Yz die Reihe 
rationaler Brüche' substituieren, welche als Näherungswerthe 
der Wurzel erscheinen, so erhalten wir eine Reihe von alge- 
braischen Curven von stets wachsender Ordnungszahl, die sich 
der Gestalt der geforderten Curve mehr und mehr annähern, 
ohne sie zu genau darzustellen, so lange die Ordnungszahl 
endlich ist. 

Unter den transcendenten Curven verdient nach dem 
historischen Interesse sowohl als nach der Mannigfaltigkeit 
ihrer physikalischen Anwendungen die Cycloide den ersten 
Salmon, Höhere Carvcn. 22 
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Platz. Sie wird erzeugt durch die Bewegung eines Punktes 
auf der Peripherie eines Kreises, der längs einer geraden Linie 
rollt. Ist A die Anfangslage des bewegten Punktes und P 
die dem Kreise vom Mittelpunkt C und der Berührungsstelle 
M mit der Basisgeraden entsprechende Lage desselben, so 
ist noth wendig arc PM = AM. und mit den Bezeichnungen 

Fig. 62. 



L PCM — cp, CM = C P — a also 
y — a (1 — cos cp), x = a (<p — - sin <p). 

Daraus ergiebt sich durch Elimination die Gleichung der 
Curve 


y = a cos 


)X + y-2 ay — y* 


5 


es ist aber im Allgemeinen zweckmässiger, die Curve als 
durch die beiden vorigen Gleichungen bestimmt zu betrachten. 
Die Form derselben wird leicht als die in der Figur darge- 
stellte erkannt und zwar wegen der unbegrenzten Fortsetz- 
barkeit deT Rollbewegung des Kreises als zusammengesetzt 
aus unendlich vielen gleichen Stücken — A N* P, die in ihren 
Vereinigungspunkten A,B Spitzen zeigen. 

Ist M*P*N* die dem höchsten Punkte N* entsprechende 
Lage des erzeugenden Kreises, so ist wegen AM — arc. PM, 
AM* — arc. M*P*N* auch M*M — P* P = arc. P* N*, 
d. h. die Curve wird erzeugt, indem man die Ordinaten eines 
Kreises so verlängert, dass die Verlängerung dem entspre- 
chenden vom Endpunkt des Durchmessers aus gemessenen 
Bogen gleich ist. Setzen wir LP*C*N* — 6, so wird die 
Curve auf AM*, M*N* als Axen bezogen durch die Glei- 
chungen 

y = a (1 -f- cos 9), x = a (0 + sinö) 

dargestellt. 

305. Die Construction der Tangente der Curve ergiebt 
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sich aus der Bemerkung, dass in jedem Moment der Beweg- 
ung des erzeugenden Kreises der tiefste Punkt M dieses 
Letzteren in Ruhe ist, so dass die Bewegung eines Punktes 
P in demselben Augenblick eine Kreisbewegung um M und 
die Normale seiner Bahn nach M gerichtet, die Tangente 
derselben also die Gerade FN ist. 

Die Gleichung 


dy 

dx 


sin qp 
1 — cosqp 


= cot ^ cp - 


beweist das Nämliche analytisch, denn die Tangente macht 
darnach mit der Axe der x einen Winkel, welcher zu L CNF 
oder ^ rp complementär ist. 

Wir verbinden hiermit die geometrischen Beweise der 
Haupteigenschaften der Cycloide. 

Die von derCycloide mit ihrer Basis umgrenzte 
Fläche ist dreimal so gross wie die Fläche des er- 
zeugenden Kreises. Denn man hat das Flächenelement 
FFRR = m. PF FT— El P*F*'Q'Q und somit die von 
der Cycloide begrenzte Fläche AEN*FB der Fläche des 
erzeugenden Kreises gleich, oder weil die Fläche AEFB das 
.Vierfache der Letztem ist, die Fläche AN* BAI* gleich dem 
Dreifachen der Fläche des erzeugenden Kreises. 

Der Bogen N*F der Cycloide ist doppelt so 
gross, wie die Sehne N*B des erzeugenden Kreises. 
Denn für L als Schnittpunkt von F*N* mit BQ' ist 
P*' L — F*' P* und somit K, der Schnittpunkt von F*N* 
mit F* M*, der Mittelpunkt von B* L ; oder F*L, das Wachs- 
thum des Cycloidenbogens, ist das Doppelte von F*K, dem 
Waehsthum der Kreissehne. 

Bezeichnet also s den Bogen der Cycloide, b den Durch- 
messer des erzeugenden Kreises und x die Abscisse N*Q 
vom Scheitel, so ist die Gleichung der Curve auch — nützlich 
in der Mechanik — 

s 2 = 4 bx. 

Der Krümmungsradius ist doppelt so gross wie 
die Normale FM. Denn das von zwei auf einander folgen- 
den Normalen gebildete Dreieck PB Ii hat seine Seiten pa- 
rallel zu denen des Dreiecks F*KM* und da nach dem so 
eben Bewiesenen die Basis des ersten Dreiecks B* L das 

22 * 


Digitized by Google 



340 


Doppelte von der des zweiten gleich P* K ist, so ist auch der 
Krümmungsradius Pli das Doppelte von P*M*. 

Die Evolute der Cycloide ist eine ihr gleiche 
Cycloide. Denn wenn wir einen die Basis in M beriihren- 

, Fig. 63. 



den Kreis durch den Krümmungsmittelpunkt li legen, so ist 
derselbe dem erzeugenden Kreis gleich und der Bogen N' 11 
ist gleich Bogen N*P* = N'D\ d. h. der Ort von 11 ist die 
Cycloide, welche der auf der Geraden E'F' rollende Kreis 
MRN' erzeugt. 62 ) 

Man kann auch den Ort eines in der Ebene des erzeu- 
genden Kreises gelegenen und mit ihm fest verbundenen 
Punktes untersuchen, eineu Ort, den mau als verlängerte 
Cycloide für einen Punkt ausserhalb des Kreises und als ver- 
kürzte Cycloide für Punkte innerhalb des Kreises, oder auch 
mit gemeinschaftlichem Namen Trochoide benennt. Die 
Aufstellung der Gleichungen und die Bestimmung der Formen 
dieser Curven bietet keine Schwierigkeiten und mag hier unter- 
bleiben. Die Tangentenconstruction der Cycloiden geht auf 
sie über. Offenbar können diese Curven auch erzeugt werden 
durch das Rollen eines Kreises und einen auf demselben ge- 
legenen Punkt P, wobei der Bogen PM in einem constan- 
ten Verhältniss zur Geraden AM bleibt. 

306. Eine natürliche Erweiterung des Problems der 
Cycloide war die Discussion der Curve, welche ein Punkt be- 
schreibt, der fest verbunden ist mit einem Kreise, welcher 
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auf der Peripherie eines andern Kreises abrollt. Man nennt 
die erzeugte Curve Epi- oder Hypo-Cycloide für den 
Punkt auf dein rollenden Kreise, jenachdem die Berührung 
desselben mit dem Grundkreise stets eine äussere oder stets 
eine innere Berührung ist; und man nennt sie entsprechend 
Epi- oder Hypo-Trochoide, wenn der erzeugende Punkt 
der Peripherie des rollenden Kreises nicht angehört 

Nehmen wir diejenige Lage CB des gemeinsamen Durch- 
messers beider Kreise, welche den erzeugenden Punkt enthält 
als Axe der x, und sei CO eine andere Lage des gemein- 
samen Durchmessers, welcher Fi s- 6J - 

die Lage Q des erzeugenden ,/ 

Punktes entspricht; sei dann 
CN — a, ON = b, 

L NCB = cp, / ' 

L PON = tp, OQ = d, ( t , 
so ist wegen der Gleichheit ” 

der Bogen BN und NP 

acp — bip. \ 

Auch ist V. 




<i i 


yp 


x 
\! | 

-* " K & 


< OQM «= 180 — (<p + tp) 
und die Cordinaten von Q sind 

y == (a -f- b) sin cp — d sin (cp -)- cp) , 
x — (a -f- b) cos cp — d cos (cp -f- cp ) , 
oder für a -f- b = mb 

y = mb sin cp — d sin mcp, 
x = mb cos cp — d cos m cp ; 

Gleichungen, aus denen durch Elimination von cp die Glei- 
chung der Curve entsteht, die nicht nothwendig transcen- 
dent ist. Denn sobald zwischen den Umfängen der beiden 
Kreise ein endlich angebbares Verliältniss besteht, kommt 
der erzeugende Punkt nach einer gewissen Anzahl von Um- 
drehungen in seine Anfangslage zurück und die Curve ist 
geschlossen oder von endlicher Ordnung, also algebraisch ; sind 
dagegen beide Kreise nicht commensurabel, so kommt der er- 
zeugende Punkt nach keiner endlichen Anzahl von Um- 
drehungen in seine Anfangslage zurück und die Curve ist 
transcendent 
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Man erhält die Gleichungen der entsprechenden Cycloi- 
den für d = + 6, also 

y — b (m sin <p + sinwqp) , x — b (»icos qp + coswqp); 
und zwar entsprechen die unteren Vorzeichen der Annahme, 
dass die Axe der x durch den erzeugenden Punkt auf dem 
festen Kreise, die oberen der andern , dass sie durch den er- 
zeugenden Punkt in seiner Maximalentfernung vom festen 
Kreise geht. 

307. Die den Fällen der Hypotrochoide und Hypocycloide 
entsprechenden Gleichungen entspringen aus den vorigen, wie 
man leicht bestätigt, durch Aenderung des Zeichens von h 
und werden daher von denselben mit umfasst, wenn man 
negative Werthe von m zulässt, oder indem man setzt 
m = — n und n = (a — - b) : b. 

Die obigen Gleichungen geben für Vertauschung von b 

und m mit mb und - 
m 

V = mh sin <P + sin ±cp), 

X = mb (k C0S V + C0S m V )' 

und wir erkennen für — dass diese Gleichungen den- 

selben Ort darstellen, wie die vorigen, können somit beweisen, 
dass die nämliche Hypocycloide mit b = \ (c -f- a) und mit 
b = ^ (c — d) erzeugt wird. 63 ) Wenn der Radius - ; des rol- 
lenden Kreises grösser ist als derjenige des festen, so kann 
die Hypocycloide auch als Epicycloide erzeugt werden, da 
dann 

*»(= b~) 

positiv ist. 

308. Man verzeichnet leicht die Tangenten dieser Curven, 
weil aus denselben Gründen, wie in Art. 305. die Gerade NQ 
die Normale der Curve in Q ist. Wir erkennen so auch, dass 
die von einem Punkte im Umfang einer Figur beim Rollen der- 
selben auf einer andern erzeugte Curve in jedem Punkte eine 
Spitze haben muss, in welchem sie jener Grundlinie be- 
gegnet; denn nach jener Construction nähert sich der er- 
zeugende Punkt an einer solchen Stelle der festen Curve in 
der Richtung ihrer Normale und entfernt sich unmittelbar 
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darnach in derselben Richtung von ihr, d. h. der besagte 
Punkt ist stationär und die Normale der festen Curve ist die 
entsprechende Tangente. Eine Epicycloide besteht daher aus 
einer Anzahl gleicher durch Rückkehrpunkte begrenzter Theile 
und die Radien des festen Kreises, die den letztem für einen 
solchen Theil entsprechen, sind unter dem Winkel 
zu einander geneigt. Die Zahl dieser Spitzen ist somit end- 
lich für die algebraischen und unendlich gross für die trans- 
ceudenten Curven dieser Art und im letztem Falle ist jeder 
Punkt der Basis einmal eine Spitze oder die Basis ist als der 
Ort der Spitzen der Curve zu bezeichnen, jedoch so, dass die 
aufeinander folgenden Punkte der Basis nicht aufeinander 
folgende Punkte dieses Ortes sind. 

309. Diese Curven haben überdiess wie Epitrochoiden im 
Allgemeinen stets eine Anzahl von Doppelpunkten — isolierte 
oder Knoten — welche in Kreisen liegen und zwar in end- 
licher Zahl für algebraische, in unendlicher für transcendente 
Curven. Betrachten wir die Gleichungen 

y = mb sin <p — d sin mtp, x — in b costp — d cos m<p, 
wo tp = 0 der Anfangslage des erzeugenden Punktes ent- 
spricht, nämlich der in der Centrallinie beider Kreise oder 
der Axe der x und in der Anfangsentfernung vom Ursprung 

mb — d. 

Alle die andern Lagen des bewegten Kreises, für welche 
der erzeugende Punkt der Axe dem x angehört, entsprechen 
den von <p = 0 verschiedenen Lösungen der Gleichung 
mb sin <p = d sinm (p. 

Diese Wurzeln sind offenbar paarweis gleich und von 
entgegengesetzten Zeichen und jedem dieser Paare entspricht 
ein und derselbe Werth 

mb cosq o — dcosmtp 

von x-, d. h. die entsprechenden Punkte sind Doppelpunkte 
des Ortes. 

Der Werth 


m b cos <jp — d cos in cp 
kann mit Hilfe der Bedingung 

mb sin q> = d sin m cp 

in der Form 


x siny == dein (m — 1) g? 
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dargestellt werden. So oft der erzeugende Punkt in die ana- 
loge Lage zu beiden Centren kommt, so oft haben wir eine 
Linie mit Doppelpunkten und die Zahl solcher Lagen und 
daher der letztem ist, wie schon ausgesprochen, endlich für 
algebraische und unendlich gross für transcendente Curven. 

310. Die Gleichungen der Tangenten der Epi- und Hypo- 
Cyeloiden können in sehr einfachen Formen geschrieben 
werden. Denn es ist 

dy cosq> + cosm q> coe )•(»( + 1 )<j> 

dx — (sin cp J; sin m tp) sin -J ()»-)- 1) qp 

oder auch 

sin $ (m + 1 ) qp # 

cos ^ (m -f i)<p ’ 

man erhält also durch Berücksichtigung der Bedingung, dass 
die Tangente durch den Punkt von den Coordinaten x, y im 
Art. 306. gehen muss, ihre Gleichung in der Form 
a;cos^ ( m -f- 1) qo -f- y sin-£ (m -f- l)qp 
= ( m -f- 1) 6cos^ ( m — l)qj 

für die Axe der x, welche durch den erzeugenden Punkt in 
der Maximalentfernung vom Centrum des festen Kreises 
geht, und 

x sin ^ (in -f- 1)9 — y cos ^ (m -f- 1)9 
= ( m -f- 1) 6sin^ ( m — 1)9 
für die durch den in der kleinsten. 

Die Gleichung der Normale ist im letztem Falle 
x cos £ (m — (— 1)9 — |— ysin^- (»» -f- 1)9 
= ( m — 1) ftcos^- (nt — 1)9; 

und man erkennt aus Vergleichung derselben mit der ersten 
Form der Gleichung der Tangente, dass die Evolute einer 
Epicycloide eine gleiche Epicycloide ist, für welche die Ra- 
dien der Kreise im Verhältniss (♦» — 1) :(»»-(- 1) verändert 
sind und die ihren erzeugenden Punkt in demselben Durch- 
messer des festen Kreises in Maximalentfernung hat, in dem 
er für die gegebene in der Minimalentfemung liegt. 

Dieselben Bemerkungen gelten für die Hypocycloide. 

Die Gleichung der Tangente einer Epitrochoide findet 
man ebenso in der Form 

(b cos 9 — dcosmrp) x -j- (ÖSÜ19 — d sin nt cp) y 
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311. Wir verbinden mit dem Vorigen Beispiele von den 
einfachsten Fällen, in denen die Gleichungen dieser Curven 
algebraisch sind und leicht gebildet werden können. Diese 
Fälle sind folgende. 

a) Wenn die Gleichung der Tangente in der Form 
acos20 -)- b sin20 -j- ccos0 + <7 sin 0 -f- c = 0 

enthalten ist, deren Enveloppe wir in Art. 85., 3 gegeben 
haben. 

b) W r enn die Gleichung der Tangente unter die Form 
acos30 -f- hsin30 -)- 3ecos0 + 3rfsin0 = 0 

fällt, welche nach der analogen Methode behandelt eine En- 
veloppe giebt, deren Gleichung als Discriminante einer cubi- 
schen Form erhalten wird, nämlich in der Form 

(o* + & 2 ) 2 + 8 (ac 3 - bcP) — 24 cd {ad — bc) 

= 3 (c 2 + (Py + 6 (n 2 -f h 2 ) (c'-‘ + d 2 ). 

c) Wenn m ein Bruch ist, dessen Zähler und Nenner 
um Eins verschieden sind. Denn aus den Gleichungen 

x = mbcosntp — tfcos {n -f- l)tp, 
y — mb sin n<p — d sin (n + 1) qo 
entsteht durch Quadrieren und Addieren 

x 2 y l = m l b 2 -j- <P — 2 mbd cos<t> 

und der Werth von cos (p aus dieser Gleichung giebt durch 
Substitution in den Ausdruck für x den Vollzug der Elimi- 
nation. 

Beispiel 1. Mau finde die Epitrochoide für d — mb. 

Die Gleichungen lassen sich dann auf die form bringen 
x = 2d sin i (m — 1) cp sin 4 (m 1) qp, 
y = 2 d sin J (m — 1) qp cos { (m + X) qp , 
so dass offenbar 4 (tu -|- 1) qp der tVinkel a> ist, den der Radius vector 
mit der Axe der y macht. Die Polargleichung ist somit 

„ , . m — 1 
o = 2o sin — — - (o. 

* m + 1 

Beispiel 2. Man bestimme die Gleichungen .der Epitrochoide *■ 
und Epicycloide für gleiche Radien der Kreise <Jder für m — 2. 

Indem man die Gleichungen 

a; == 26 cob qp — d cos 2qp, 
y = 2 b sin qp — d sin 2 qp 
wie in c) behandelt, erhält man 

(a* + y 1 — 26* — <P)* = 46* (6* + 2 d* — 2d*), 
die Gleichung eines Cartesichen Ovals, welches den Punkt y = 0, x — d 
zum Doppelpunkt hat, also insbesondere eine Lima9on ist. (Art. 281.) 
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Die Theorie de» Art. zeigt, dass dieser Punkt dem Werthe cos (p = ^ 
entspricht; wenn also d > 6 ist, oder wenn der erzeugende Punkt 
auBserhalh des bewegten Kreises liegt, so entspricht der Doppelpunkt 
zwei reellen Lagen des rollenden Kreises und ist also ein Knoten; liegt 
aber der erzeugende Punkt innerhalb des rollenden Kreises, so ent- 
spricht dem Doppelpunkte keine reelle Lage desselben und er ist isoliert. 

Man erhält den Pall der Epicycloide für et = 6, also mit der 
Gleichung 

(. x * -f J/* — 36*)* = 4 6 3 (36 — 2a;). 

Der Doppelpunkt ist insbesondere eine Spitze und dio Curve eine 
Cardioide. Ans dem Gesagten erhellt, dass die Evolute einer Car- 
dioide eine Cardioide ist. 

Beispiel 3. Man soll die Gleichung der Epicycloide finden, für 
die der Radius des rollenden Kreises halb 60 gross ist, wie der des 
festen. 

Die Gleichung der Tangente ist von der Form Art. 85., 3 
x cos 26 + y sin 20 = 46 cos 0, 
und die ihrer Enveloppe daher 

(a: 8 + y 1 — 46') 9 = 108 6'x'. 

Beispiel 4. Bestimme die Hypo-Trochoide und Cycloide in dem 
Falle, wo der Radius des rollenden Kreises die Hälfte von dem des 
festen ist. 

Für m = 1 sind die Gleichungen 

x = 6 cos tp -(- d cos cp, 
y = 6 sin cp — <i sin qp ; 

und die Hypotrochoide ist daher die Ellipse 

(6 + 4) 1+ (6-d;‘ ’ 

die Bich für 6 = d auf den Durchmesser y reduciert. 

Beispiel 5. Man bestimme die Hypocycloide für ni = — 2, 
d. h. für den Radius des festen Kreises als das Dreifache von dem des 
beweglichen. 

Die Gleichung der Tangente ist 

x cos cp — y sin qp = 6 cos 3 qp 
und die der Enveloppe nach der Methode b) 

(** + j/*)* -f 86 a; 9 — 246a; y* + 186' (a: 8 + y') = 276*; 
dieselbe ist also eine Curve vierter Ordnung mit drei Spitzen, deren 
Rückkehr - Tangenten im Mittelpunkt des festen Kreises zusammen 
laufen. Die Curve ist von Steiner als die Enveloppe der geraden 
Linie studiert worden, die die Fusspunkte der Normalen auf die Seiten 
eines Dreiecks aus Punkten des ihm umschriebenen Kreises verbindet. 64 ) 
In der That ergiebt sich dio Gleichung dieser Geraden für das Centrum 
des Kreises als Anfangspunkt und r cos 2a, r sin 2a; etc. als Coordi- 
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uaten der Ecken so wie r cos 2 cp , r sin 2 cp als Coordinaten des ent- 
sprechenden Punktes im Kreise in der auf die obige zurückführbaren 
Form 

X sin (ot -f- (3 -|- y — <p) — y cos (a -f- ß y — cp) 

= {r (sin («-f- |3-f-y — 3<p) -f sin (0-f-y -- « — cp) -f sin (y + a — ß — cp) 
+ sin (« -f- ß — y — cp } . 


Beispiel 6. Wenn der Radius des festen Kreises das Vierfache 
von dem des beweglichen ist, so wird für die Hypocycloide m = — 3, 
die Gleichung der Tangente 


x sin cp -f- y cos cp = 2 6 ein 2 cp 
und die der Knveloppe 

xi -f- y\ — (46)5- 

312. Die Gleichung der Reciproken einer Epicycloide 
wird leicht erhalten; denn da die der Tangente ist 
.rcos£ (m -j- l)y -(-ysin^ (m-f-l)<P = (wt-|- 1) fccos^ (/«+ 1), 
so ist klar, dass die Senkrechte auf die Tangente einen Win- 
kel ^ (in -j- \)<p mit der Axe der x macht, und die Länge 
(in -j- 1) fccos£ (»» — l)q? 

hat; der Ort des Kusspunktes dieser Senkrechten ist daher 
durch 


!> = (*»+ ljfccosg-^m) 
und die reciproke Curve durch 

? cos = ^ 
dargestellt. In der Originalcurve ist 

q' 1 — x 1 iß = b • [ni l -f- 1 -f- 2»scos (m — l)g>] 

oder 

q 1 = b 2 (m — l ) 2 -)- 4 mb' 1 cos 2 ^ (in — 1 ) 9 ) 

oder 


Nach der Formel 


o 2 = d 1 4- im « 2 


11 


qcIq 

dp 


erhalten wir also den Krümmungsradius 


n — im „ 65-v 


313. Ein andrer allgemeiner Ausdruck für den Krüm- 
mungsradius der Rouletten, d. i. der durch einen Punkt 
einer rollenden Curve erzeugten Curven , kann wie folgt ge- 
funden werden: Seien P, P' zwei aufeinander folgende 
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Punkte der Curve, M der Berührungspunkt der rollenden mit 
der festen Curve, R der Krümmungsmittelpunkt, so ist PP', 
das Bogenelement der Roulette, gleich MP. PHP'-, aber in- 
dem wir die Curven als Polygone von unendlicher Seitenzahl 
betrachten, können wir sehen, dass PHP', der Winkel, um 
welchen PM sich dreht, gleich der Summe oder Differenz 
der Winkel zwischen zwei aufeinander folgenden Tangenten 
der festen und der rollenden Curve ist. Wenn also da das 
Bogenelement der Roulette und ds das gemeinschaftliche Ele- 
ment der Bogen der festen und der erzeugenden Curve ist, wenn 
q und q die Krümmungsradien beider sind, so haben wir 


aber diess Element da ist auch gleich dem Product des Krüm- 
mungshalbmessers in den Winkel zwischen zwei aufeinander 
folgenden Normalen; und wenn wir den Winkel OMP zwi- 
schen den Normalen der Roulette und der festen Curve cp 
nennen, so ist der Winkel zwischen zwei einander folgenden 
Normalen der Roulette 

CQ8 (p ds 

TOT 


Also 

MP + MR _ 1 (i , J\ 

MP. MR ~ cos <p V e 

und somit 


PP= 


Mpt (7 + ?) 

MP{± + - cos 9 


314. Eine ausgedehnte Klasse transcendenter Curven 
wird erhalten, indem man die Ordinate als irgend eine trigo- 
nometrische Function der Abscisse nimmt; es hat keine Schwie- 
rigkeit, die Form solcher Curven und ihrer Gleichung abzu- 
leiten; z. B. y = sin x hat positive und stetig wachsende 
ürdinaten bis zu x — £ n , von wo an die Ordinaten in der- 
selben Art abnehmen bis x = n, wo die Curve die Axe unter 
einem Winkel von 45° schneidet; ein ganz gleicher Theil 
der Curve liegt auf der negativen Seite der Axe zwischen 
x — % und x = 2n. Die Curve besteht daher aus einer 
Unendlichkeit gleicher Theile zu beiden Seiten der Axe. 

So ferner stellt y — tan x eine Curve dar, deren Ordina- 


Digitized by Google 


349 


ten von x — 0 bis x = ^ it — wo y — oo ist — regelmässig 
wachsen und für die die Linie x — £ n eine Asymptote ist. Für 
grössere Werthe von x ändert sich y von negativ Unendlich 
bis Null bei x = n. Die Curve besteht daher aus einer Un- 
endlichkeit unendlicher Zweige, die zu ihren Asymptoten die 
geraden Linien a: = ^jr, x = %n, u. s. w. haben und über- 
diess, wie leicht gesehen werden kann, Inflexionspunkte in 
x — 0, x = n, x = 2 n, u. s. w. besitzen. 

In gleicher Weise kann der Leser die Gestalt der Curve 
y = seca; discutieren, welche auch aus einer Anzahl unendlicher 
Zweige besteht, nur dass jeder Zweig, anstatt die Axe zu 
durchsetzen, wie im letztem Falle, ganz auf einer Seite von 
ihr liegt; nämlich abwechselnd auf der positiven und negati- 
ven Seite derselben. Zu derselben Familie gehört eine Curve, 
die man die Gefährtin der Cycloide nennt. Sie wird erzeugt, 
indem man die Ordinaten eines Kreises nicht wie im Fall 
der Cycloide so verlängert, dass die Verlängerung dem 
Bogen gleich sei, sondern so, dass das Ganze ihm gleich 
werde. Wenn dann das Centrum der Ursprung ist, so wird 
die Curve durch die Gleichungen 

x — a cos 0 , y = a 0 , oder == « cos - 
dargestellt; eine Curve derselben Familie, wie die Sinuscurve. 

315. Nächst den von trigonometrischen Functionen ab- 
hängigen Curven erwähnen wir die, welche von Exponential- 
functionen abhängen. Die logarithmische Curve wird 
durch die Eigenschaft charakterisiert, dass die Abseisse dem 
Lagarithmus der Ordinate proportional ist, und ihre Gleichung 
ist daher 

x = m log y oder y — a x . 

Die Curve hat dann die Axe der x zu einer Asymptote, 
weil für x = — oo, y = 0 ist; der Abseisse Null entspricht 
die Ordinate von der Länge Eins und dieselbe wächst von da 
ab ohne Ende. Die Subtaugente der logarithmischen Curve ist 
constant, da ihr allgemeiner Ausdruck y'^ für sie den Werth 
m erhält. 

Die geeignetste Interpretation der Gleichung y — <? ist 
controvers. Man hat zuerst nur den auf der positiven Seite der 
Axe der x liegenden Theil beachtet, in welchem je ein Punkt 
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dem einzigen reellen und positiven Werthe von e* entspricht, 
welcher aus einem bestimmten Werthe von x hervorgeht. 
Seit Euler hat man die verschiedenen Werthe in Betracht 
gezogen, welche die Function gleichzeitig annimmt. So hat 
für x als einen Bruch mit geradzahligem Nenner e 1 einen 
reellen negativen sowohl als einen reellen positiven Werth 
und es existiert daher auch ein jenem Werthe von x ent- 
sprechender Punkt auf der negativen Seite der Axe; aber, weil 
für x als einen Bruch mit imgeradem Nenner e* nur einen 
reellen positiven Werth haben kann, so bilden die Punkte 
auf jener Seite der Axe keine stetige Reihe, d. h. keine 
Curve. Mau bildet den alle Werthe der Ordinate um- 
fassenden allgemeinen Ausdruck, indem man den numeri- 
schen Werth von e* mit den imaginären Wurzeln der Ein- 
heit multipliciert, deren Ausdruck cos 2 mxn i sin 2mxn 
ist für m als die Reihe aller ganzen Zahlen und i als die 
Quadratwurzel aus der negativen Einheit. Diess ist gleich- 
bedeutend mit der Aussage, dass die Gleichung y — e* 
zu betrachten sei als die Gleichung einer reellen Curve 
und zugleich als Ausdruck unendlich vieler in der Formel 
y = g*U+ü««iji) enthaltenen nicht reellen Aeste. Jeder beliebige 
dieser imaginären Aeste enthält reelle Punkte, in denen er 
den Ast y = e x( - l ~ 2m ' n '> schneidet, Punkte, welche somit als 
eonjugierte Punkte der Curve anzusehen sind. 

Die Zahl solcher Punkte ist unendlich gross und sie 
liegen entweder im reellen Theil der Curve oder in dem zu 
ihm symmetrischen auf der negativen Seite der Axe der x 
gelegenen Aste. Von dem Letzteren ist aber hervorzuheben, 
dass obschon jeder einzelne seiner Punkte als zur logarith- 
mischen Curve gehörig anzusehen ist, doch keine zwei seiner 
Punkte als benachbart angesehen werden können, weil zwei 
solche zu verschiedenen Aesten gehören. So bildet er, was man 
eine punktierte Curve genannt hat. Betrachten wir einen 
solchen Punkt als einen Zweig von der Gleichung y — e*(i+s>»*0 
gehörig, so ist der ihm entsprechende Differentialcoefficient 
y (1 + 2 mni)\ und derselbe kann auch nach dem Vorbe- 
merkten nicht reell sein, weil sonst nach dem Taylor’schen 
Satze auch der nächstfolgende Punkt und folglich der be- 
trachtete Curventheil ein reeller Ast wäre. 
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Denken wir einen isolierten Punkt als Durchschnitt von 
zwei nicht reellen Aesten in Anologie zu dem Knotenpunkt 
als Durchschnitt von zwei reellen, so sind die in Frage 
stehenden Punkte als isolierte zu betrachten, weil als Durch- 
schnittspunkte nicht reeller Aeste. In der That .sahen wir 
früher, dass eine transcendente Curve unendlich viele Knoten- 
punkte oder isolierte Punkte haben könne und in dem Falle 
der Epitrochoiden bemerkten wir auch bereits, dass solche 
Punkte in unstetiger Weise in gewisse Oerter vertheilt sein 
können. 87 ) 


316. Die Kettenlinie ist die von einem gleichförmig 
dichten unelastischen Faden in seiner Ruhelage angenommene 
Form. .Sehr einfache Betrachtungen der Meckanik führen 
zu der Eigenschaft, welche wir als die mathematische Defini- 
tion der Curve annehmen wollen : dass der von ihrem tiefsten 
Punkte aus gemessene Bogen der Curve der trigonometrischen 
Tangente des Winkels proportional ist, den die Curven- 
tangente in seinem Endpunkte mit der horizontalen Tangente 
der Curve bildet. Denken wir die Axen als eine Horizontale 


und die Verticale durch den tiefsten Punkt, so ist s— c . 

' dx 

Bei rechtwinkligen Axen ist aber das Bogenelement die 
Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten 
dx und dy, d. h. ds 2 = dx 2 -f- dy 1 . Mittelst der Gleichung 
der Curve folgt daraus 


s 2 c 1 = c' 


d * 1 
da. P 


dx - 


cds 


und 


*L = l°g[' 


s -f- V (** c ! ) 


wo die Constante so zu nehmen ist, dass s und x gleichzeitig 
den Werth Null erreichen. Also ist auch 


- . -r 2 V (*’ -)- <•*) - - - 2s 

e c + e c = — — - — — e c — e c = - . 

1 C 1 C 

Aber die Gleichung der Curve giebt ebenso 

+ ad * 

— dy*’ J y(s*+c*) 

und somit 

y 2 == s l -f- c 2 , 

wenn wir voraussetzen, dass die Axen so gewählt seien, dass 
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für s oder x gleich Null y den Werth c erhält. Dieser Werth 
von y giebt die Gleichung der Curve 

2/ = ^(e 7 + e _T ) 

oder mit ,der Bezeichnung der hyperbolischen sinus oder 
cosinus, also mit 

^ (c* -f- e ~ *) — cosh x > 

^ (e* — e~ x ) = sinh x, 


i 31 • i 3J 

y = c cosh — , s = c sinh — . 
J c’ c 


317. Aus der Gleichung der Curve erhalten wir 


'ly_ 

d 




VW-**) 


Pig. 65. 


und werden dadurch zu folgender Construction geführt: Vom 

Fusspunkt der Ordinate M 
ziehen wir die Tangente 
MT an den aus dem Cen- 
trum C mit dem Radius c 
beschriebenen Kreise; dann 
ist MC = y, CT = c, 
MT =V (y 2 — c 2 ) ; 
tan MCT = tan MTL 



m r 

^2 

7 

// 

// 


I -...V 

i 

\x 

'ir r&~- 

,/y 


— c V (y 1 — c 2 ), somit die 

Tangente PS parallel zu MT. 
Diese Werthe beweisen auch, dass PS = MT = der Länge 
des Bogens vom tiefsten Punkte bis zum Punkte P ist. Der 
Ort des Punktes S ist somit die Involute oder Evolvente der 
Kettenlinie und S N parallel TC ist ihre Tangente, weil PS 
zum Ort von S als Tangente seiner Evolute normal sein 
muss. Die Evolvente der Kettenlinie ist daher eine Curve, 
für die der Abschnitt SN auf der Tangente zwischen dem 
Berührungspunkte und einer festen Geraden constant ist. 69 ) 
Man hat diese Curve die Tractrix genannt. 


318. Man findet die Gleichung der Tractrix ohne Schwie- 
rigkeit, denn die Länge zwischen dem Fusspunkt der Ordinate 
von S und dem Punkt N ist Y (c 2 — y l )\ und zugleich für y — 0 

in der Gleichung der Tangente gleich — so dass die 
Differentialgleichung der Curve ist 
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ydx 

d v 


V(c' - y 2 )-. 


wir machen sie durch die Substitution z 2 — c 2 — y 2 
und erhalten 


dx 



— dz. 


rational 


Dann ist 

Man erkennt leicht, dass dieCurve aus vier gleichen Theilen 
besteht, wie die punktierte Linie der Figur, und aus dem 
letzten Art. ergiebt sich die geometrische Construction ihrer 
Tangente. 

Den Ort eines Punktes Q in der Tangente der Tractrix, 
der die constante Linie SN in gegebene Theile zerlegt, hat 
man die Syntractrix genannt. Sind x, y die Coordinaten 
des Punktes der Tractrix und x,y = die des letzteren Punktes, 
so ist für QN = d auch yd— yc und 


V(c 2 — y' 2 ) — y(<P — y 2 ) = x — X) 
und da nach der Gleichung der Tractrix 


x’ + y (c J — y 2 ) = c log | f y } 
ist, so wird die Gleichung der Syntractrix 

x + y{d l — y 2 ) = c log | d j. 


Die Tractrix ist ein besonderer Fall der allgemeinen 
Aequitangentialcurven, die aus der Forderung entstehen, eine 
Curve solle auf ihrer Tangente zwischen dem Berührungs- 
punkt und einer festen Directrix einen Abschnitt von con- 
stanter Länge erzeugen. 

319. Das Problem der Verfolgungscurven von dem Weg 
eines Hundes, der seinem Herrn nachläuft, lässt sich mathe- 
matisch so aussprechen: Der Punkt A durchläuft mit con- 
stanter Geschwindigkeit eine bekannte Curve; man verlangt 
den Weg des mit constanter Geschwindigkeit stets auf A 
zueilenden Punktes B zu bestimmen.“ 9 ) Denken wir A längs 
einer geraden Linie bewegt, die wir als Axe der y wählen, 
so ist der von der Tangente in dieser Axe gebildete Abschnitt 

Salmon, Höher« Curvou 23 


Digitized by Google 



354 


gleich y — x ^ und das Wachsthum desselben ist nach der 


Voraussetzung dem Wachsthum des Bogens proportional, also 
für = p 


dx 


— xdp — hV (t dx, 

log x h + log {p -f Y (1 + j» 1 )} + log A = 0, 
2p — A~ l x~ h — Ax/ 1 , 


A A~~ l 

2 n — Tj * — — - — x — ^ 1 

Die Gurre ist daher algebraisch , den Fall h — 1 aus- 
genommen, in welchem wir für | den log x einzu- 

setzen haben. 


320. Die Involute oder Evolvente des Kreises ist 
eine weitere transcendente Curve von leicht bestimmbarer 
Gleichung, denn sie ist der Ort eines Punktes Q in der Tan- 
gente des Kreises im Punkte P, für welchen die Strecke FQ 
dem von einem festen Punkte A des Kreises aus gemessenen 
Bogen AF gleich ist. Ist a der Radius des Kreises, C sein 

Fig. ec. Centrum, CQ = p der Radius vector, 

L FCA — (p, L QCA = 0, 

so ist 

FQ = y (p- - fl *) 

und überdiess = a<p nach der Voraus- 
setzung. Aber es ist 

q> == 0 -|- arc. (cos = n ^. 

Die Polargleichung des Ortes ist daher 

o~ a ^ = 0 -f- arc. (cos = . 

Die Evolvente des Kreises ist der Ort der Durchschnitts- 
punkte der Tangenten in solchen Punkten des Kreises und 
der entsprechenden Cycloide, in denen eine Ordinate sie 
schneidet. 

321. Wir wollen diess Kapitel mit einer Uebersicht von 
den Spiralen beschliessen. In den Gleichungen dieser Curven 
in Polarcoordinaten ist der Radius vector nicht eine perio- 
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dische Function des Winkels, sondern eine solche, die für 
o = 0, <o = 2jr-|-0, ca = 4 ?e — {— 0, etc. 
unendlich viele verschiedene Werthe giebt. Dann schneidet 
dieselbe Gerade die Curve in unendlich vielen Punkten und die- 
selbe ist also trän scendent. Die Spirale des Archimedes 
zuerst ist der Weg eines Punktes, der vom Anfangspunkt 
aus im Radius vector gleichförmig fortschreitet, indess dieser 
sich gleichförmig um jenen dreht; ihre Polargleichung ist 
daher 

q — a o. < 

Dieselbe ist auch der Ort des Fusspunktes der Senk- 
rechten, welche vom Anfangspunkt auf die Tangenten der 
Kreisevolvente gefällt werden. Denn nach der Natur der 
Evoluten ist die Tangente des Ortes von Q normal zu PQ 
und die Länge der aus C auf dieselbe gefällten Senkrechten 
ist = PQ = acp für q als den von der Senkrechten mit 
einer festen Geraden gebildeten Winkel. Darum ist auch die 
Reciprocalcurve der Evolvente die hyperbolische Spirale 
p gj = a, die wir im nächsten Art. besprechen wollen. 

Die Spirale des Archimedes gehört der durch die all- 
gemeine Gleichung p = aa n bezeichneten Familie von Curven 
an, bei welchen die Tangente sich um so mehr der zum 
Radius vector normalen Lage nähert, je weiter der Punkt 
sich vom Anfangspunkt entfernt. Denn mau hat 
pdco : dp = o : », 

so dass (Art. 95.) die trigonometrische Tangente des vom 
Radius vector mit der Curventangente gebildeten Winkels 
mit o stetig wächst, ohne doch früher als w unendlich gross 
zu werden. 

322. Die oben erwähnte hyperbolische Spirale 
p ca = a 

hat eine Asymptote parallel zu der Geraden, von welcher aus 
die co gemessen werden, denn die Normale von einem Punkte 
der Spirale auf diese Gerade ist p sin a — — und wird 
daher für verschwindendes a und unendlich anwachsendes p 
in den endlichen Werth a übergeführt. 

Wir können ferner die Länge der Normalen vom An- 
fangspunkt auf die Tangente berechnen; denn die Tangente 

• 23 * 
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des Winkels, den der Radius veetor mit der Curventangente 

d m 


Pig. 67. 


macht, ist p — — o, sodass die Nor- 

male = v\a' + Q ') wird > d ' h - S leich a 
für unendlich wachsendes p. 

Die Form der Curve ist die in der 
Figur gegebene. Ihre Polarsubtangente 
ist constant. Der Bogen AB des mit 
dem festen Radius OA durch einen Punkt der Curve be- 
schriebenen Kreises ist auch constant. 

Eine andere der Erwähnung würdige Spirale ist der 
Lituus 70 ) 

p 2 CO = o 2 . 



Dieselbe hat die Gerade zur Asymptote, von welcher aus 
die a gemessen werden ; denn die Entfernung eines Punktes in 

ihr von dieser Geraden p sin o> = --- - - P nimmt ohne Ende 

fd) 

ab, indem p ohne Ende wächst und a verschwindet. 

323. Wir erwähnen endlich die logarithmische 
Spirale 


p ■= o". 


In dieser Curve wächst p unbegrenzt mit oj; es ist 
für ca = 0 gleich Eins und nimmt für negative Werthe von 
co fortwährend ab, ohne früher Null zu werden als bis o 
negativ unendlich ist. Die Curve nähert sich daher in un- 
endlich vielen Umdrehungen um ihn dem Pol. 

Es ist eine ihrer Fundamentaleigenschaften, dass sie alle 
Radien vectoren unter constantem Winkel schneidet, weil 

p dem Modus des Logarithmensystems gleich wird, das a 

zur Basis hat und somit der Winkel des Radius veetor mit 
der Tangente diesen Modul zu seiner trigonometrischen Tan- 
gente hat. 

Aus dieser Eigenschaft erhalten wir die Rectification der 
Curve. Denn aus der Betrachtung des Elementardreiecks, 
in welchem das Bogenelement die Hypotenuse und das 
Wachsthum des Radius vectors die eine Kathete ist, ersehen 
wir, dass das Bogenelement gleich dem mit der Secante dieses 
constanten Winkels multipli eierten Wachsthum des Radius 
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vectors ist und dass daher jeder Bogen gleich der mit der 
Secante desselben Winkels multiplicierten Differenz der Radien 
vectoren seiner Endpunkte ist. Die vom Punkte P bis zum Pol 
gemessene Bogenlänge p sec 0 wird construiert, indem man im 
Pol 0 die Normale OQ zu OP errichtet und bis zur Tangente 
der Curve in P verlängert; sie ist gleich PQ. Der Ort von 
Q ist eine Involute oder Evolvente der Curve; da aber die 
Winkel des Dreiecks OPQ coustant sind, so ist 0 Q zu OP 
proportional und macht mit OP einen rechten Winkel, d. h. 
der Ort von Q ist auch eine logarithmische Spirale, die durch 
Drehung der Radien vectoren der gegebenen um einen rechten 
Winkel und gleichzeitige Veränderung derselben in einem 
gegebenen Verhältniss entsteht. Umgekehrt ist auch die Evo- 
lute einer logarithmischen Spirale eine Curve derselben Art. 
Der Ort der Fusspunkte der Senkrechten auf die Tangente ist 
ebenfalls eine logarithmische Spirale, weil sie in einem festen 
Verhältniss zum Radius vector steht und einen constanten 
Winkel mit ihm bildet. Die Brennlinien durch Reflexion 
und Refraction für Licht aus dem Pole sind gleichfalls loga- 
rithmische Spiralen. 71 ) 
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Achtes Kapitel. 
Transformation der Curven. 


324. Nachdem im ersten Theile dieses Werkes („Kegel- 
schnitte“ Kap. XXII— XXIV) ausser verschiedenen speciellen 
Methoden der Ableitung von Eigenschaften einer Curve aus 
denen anderer Curven, — wie den Methoden der Projection 
und der reciproken Polaren, der Inversion oder der reciproken 
Radien etc. — auch die allgemeine Theorie der linearen oder 
projectivischen Transformationen oder der Verwandtschaften 
der Collineation und der Reciprocität entwickelt worden ist, 
soll nun hier die allgemeine Theorie solcher Methoden dar- 
gestellt werden. 

Wir haben dafür im Allgemeinen die Correspondenz oder 
das Entsprechen zweier Punkte P, P zu betrachten, die eben- 
sowohl in derselben Ebene als in verschiedenen Ebenen ge- 
dacht werden können. Im letztem Falle können beide Ebe- 
nen als in einem gemeinsamen Raume liegend angesehen 
werden und es ist dann möglich, den Uebergang zwischen 
P und P durch geometrische Constructionen in diesem Raume 
zu vollziehen; die Methode der Projection bietet das einfachste 
Beispiel dieser Art, die gerade Verbindungslinie der entspre- 
chenden Punkte P P' geht immer durch einen gegebenen 
festen Punkt, das Centrum der Projection. Man erhält ein 
andres System der Transformation, indem man der Geraden 
P P' die Bedingung auferlegt, zwei feste sich kreuzende Ge- 
rade zu schneiden 72 ), etc. 

Die Entwickelung solcher Theorien gehört der Geometrie 
des Raumes an. 

An diesem Orte untersuchen wir die beiden Ebenen ohne 
Beziehung auf einen gemeinsamen Raum. Wir denken die 
Punkte jeder Ebene durch Coordinaten in Bezug auf ein will- 
kürlich gewähltes System von Fundamental - Elementen be- 
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stimmt und nehmen an , dass zwischen den Coordinaten ent- 
sprechender Punkte eine bekannte algebraische Abhängigkeit 
bestehe, insbesondere also Gleichheit oder lineare Abhängig- 
keit, wie im Falle der projectivischen Transformationen, etc. 
In jedem Falle bestehen Sätze über die Beziehung beider 
Ebenen im Allgemeinen und Sätze über die Beziehuug der- 
selben als in einer einzigen Ebene vereinigt. Um diese Be- 
ziehungen auszudrücken, sprechen wir von zwei entspre- 
chenden Figuren — nämlich Systemen von Punkten, 
geraden Linien oder von Curven — in diesen Ebenen oder in 
derselben Ebene; oder auch, wir sprechen von allen 
Punkten der Ebene und ihren entsprechenden. 

Die insbesondere genau untersuchte Art von Transforma- 
tionen hat ihren wesentlichen Charakter darin, dass einer 
gegebenen Lage von P im Allgemeinen eine einzige Lage 
von P' entspricht, und umgekehrt einer Lage von P' eine 
einzige von P\ Die projectivische ist der einfachste Fall der- 
selben; man bezeichnet sie aber allgemein als die rationale 
oder auch die birationale Transformation. 


Quadratische Transformation. 

325. Es ist nützlich vor der allgemeinen Theorie noch ausser 
der linearen Transformation einen andern speciellen Fall näher 
zu untersuchen, nämlich den Fall, wo che Coordinaten des 
Punktes P’ Functionen zweiten Grades in den Coordinaten von 
P sind, oder wo man hat 

: x 2 ' : x 3 ' — X, : X, ; X 3 . 

Dann entsprechen den geraden Linien 
x t ' = 0, x 2 — 0, x 3 ' — 0 
die drei Kegelschnitte 

X, =0, X 2 = 0, X, = 0, 

und einer Curve n Ur Ordnung entspricht im Allgemeinen eine 
Curve von der Ordnung 2 m, deren Gleichung man durch 
Substitution der X, für die x, in die gegebene Gleichung er- 
hält. In den Art. 253., 273. ist diese Methode schon benutzt 
worden. Man erhält ein einfaches Beispiel durch die An- 
nahme 
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/ 2 • >|* 2 • 2 
»Vj • WJ • tVj lV | • »t 2 • Wj • 


Dann entspricht der geraden Linie 

a l x l + a 2 Xj + « 3 X 3 = 0 

ein Kegelschnitt 

a 4 x^ + a 2 a; 2 4 -f a 3 a; t 4 = 0, 

welcher die Seiten des Fnndamentaldreiecks berührt und einer 
geraden Linie in der zweiten Figur entspricht wieder ein 
Kegelschnitt in der ersten. Einem Kegelschnitt der ersten 
Figur von der Gleichung 

+ a 22 X 2 7 + «33*3* + 2 ^23 X 2 X 3 + 2a,,*,*, 

4- 2a 12 x,a; 2 = 0 

entspricht die Curve vierter Ordnung 

a u •*-1 4" a 22 x 2 4" a 33 x z 4" 2a 23 x 2^ x 3^ 4~ 2a J3 x t {x 3 i 

4- 2a n x^x 2 k = 0. 

Und da die allgemeine Gleichung eines Kegelschnitts in der 
Form 




«a «i 


x t 


4 - 


«I« 




°u 

a li a l 3 a l 




a n \ 




) 


geschrieben werden kann, so ergiebt sich, dass die Gleichung 
der entsprechenden Curve in der Form 


«£,4 + hx 2 4 4 " cx 3 4 4 ~ dx 4 l = 0 
darstellbar ist und dass sie also drei Doppelpunkte und die 
geraden Linien 

x t — 0, x 2 = 0, x 3 —0, x t = 0 
zu Doppeltangenten hat. 

326. Die eben beschriebene Methode der Transformation 
auf Grund der Beziehung 

x t ' : x 2 : x 3 ' = X, : X, : X 3 

ist im Allgemeinen nicht rational. Denn aus gegebenen 
xt folgen zwar die xi rational, aber für gegebene x,' sind die 
entsprechenden Xt aus den Gleichungen 

=*? =3 

x,‘ ar,' x, 

zu berechnen, aus Gleichungen also, welche Kegelschnitte mit 
vier gemeinsamen Punkten darstellen und somit vier ver- 
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schiedene Lagen des dem Punkte x[ entsprechenden Punktes 
x, liefern. Wenn die Kegelschnitte X; =0 einen festen ge- 
meinsamen Punkt hätten, so könnte derselbe als von der Lage 
des Punktes xl unabhängig ausser Betracht bleiben und jedem 
Punkte xl entsprächen drei Punkte ; wenn die X, = 0 
zwei feste gemeinsame Punkte hätten, ebenso zwei, und end- 
lich für drei feste gemeinsame Punkte derselben besitzen die 
Kegelschnitte 

*!=*!=*« 

nur einen andern dem xl entsprechenden gemeinschaftlichen 
Punkt. Die Transformation ist daher in diesem Falle rational, 
d. h. es entspricht jeder Lage des einen Punktes nur eine 
Lage des andern. 

Da es nur einer Coordinatenveränderung gleichkommt, 
wenn wir anstatt der Kegelschnitte X, = 0 drei beliebige 
Kegelschnitte des Systems 

6,X, + 6jX 2 -f b 3 X 3 = 0 
wählen und die ihnen entsprechenden Geraden 
b l x l -f b 2 x 2 -f b a X a = 0 

zu Fundamentallinien machen, so wird die Allgemeinheit durch 
die Festsetzung nicht vermindert, dass die X, = 0 die drei 
Paare von geraden Linien sein sollen , welche die drei ge- 
meinsamen Punkte verbinden und die in Art. 284. augewen- 
dete durch die Relationen 

x t : Xj : x 3 = x 2 x 3 \: x 3 x t ' : x 3 und x t ’ : x 2 ' : x 3 ’ 

= x 2 x a : x 3 x t : x t x 2 

ausgedrückte Transformation ist daher die allgemeinste bira- 
tionale quadratische Transformation. 

Schon in Art. 284. ist dargethan worden, dass dem Punkte 
Xi = Xj = 0, jeder Punkt der Linie xü — 0 entspricht. Trans- 
formiert man also eine Curve, so entspricht jedem der n 
Punkte, in welchen sie die Gerade Xk = 0 schneidet, der 
Punkt Xi = Xj = 0 oder genauer gesprochen das Element 
eines durch diesen Punkt gehenden Astes der entsprechenden 
Curve, d. h. dieser Punkt ist ein «facher Punkt der Letz- 
teren- So oft die Originalcurve die Gerade %u = 0 berührt, 
so oft fallen die Tangenten zweier Aeste der entsprechenden 
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oder Bild-Curve in eine zusammen. Einer Curve n ,rr Ord- 
nung, welche durch keinen der festen Punkte 

x 2 ' = x 3 ‘ — 0, x 3 = = 0, x{ = x 2 — 0 

hindurchgeht, entspricht daher eine Curve von der Ordnung 
2 m, welche die drei Punkte 

x 3 — x 3 — 0, x 3 — x t = 0, x t = x 3 = 0 
zu nfachen Punkten hat. Wenn wir aber voraussetzen, dass 
die Curve n‘ er Ordnung durch den Punkt xl = xj = 0 hin- 
durchgeht, so gehört die Gerade X/, = 0 der entsprechenden 
Curve an und insofern wir diese Gerade ausser Betracht lassen, 
ist die Ordnung der transformierten Curve um Eins vermin- 
dert. Und überdiess geht die entsprechende Curve durch 
jeden der Punkte X/, = x t — 0, Xk = Xj = 0 nur (n — 1) 
statt n mal , weil die gerade Linie Xk — 0 jeden derselben 
enthält. In derselben Weise erkennen wir allgemein, dass 
einer Curve n“ r Ordnung, welche durch die drei Haupt- 
punkte — wie wir sie nennen wollen — respective f u f v f 3 
mal hindurchgeht, eine Curve von der Ordnung 
n’ — 2n — f t — ft — ft 

entspricht, die durch die drei entsprechenden Hauptpunkte 
der andern Figur respective f, f 3 mal hindurchgeht, für 

fi = n — f 2 — fi, fi = n — f 3 — /;, f- — n — f\ — f r 
327. Man bestätigt leicht, dass die so erhaltenen Zahlen 
die reciproken Beziehungen zwischen beiden Curven .erfüllen, 
d. h. dass man hat 

n = 2m' — — ff — ff-, 

f\ = »' — fi — fi, U = »' — fi ~ fi, fi = »' “ fi — fi- 

Wir zeigen auch, dass die entsprechenden Curven den- 
selben Defect haben oder vom nämlichen Geschlecht sind. 
Denn nach Art. 43. ist ein pfacher Punkt (P — 1) Dop- 
pelpunkten äquivalent und der Defect der ersten Curve ist 
somit 

*{(»-!) (» - 2) - f, (f, - 1 )-f t (/i - 1) 
-fiifi- 1)}; 

mit Benutzung der für n und die fi so eben ermittelten 
Werthe zeigt man aber leicht, dass diese Zahl der folgenden 
stets gleich ist 
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i { (»' - 1) (» - 2) - f{ (/■/ - 1) - u (/i' - 1) 

- u (/» - 1 )}. 

328. Ein besonderer Fall der Methode der quadratischen 
Transformation ist die der Inversion oder die Transfor- 
mation durch reciproke Radien vectoren, die in Art. 
153. und in Art. 397 f. der „Kegelschnitte“ besprochen ist. Wir 
haben einen festen Punkt 0, den wir als Anfangspunkt der 
Coordinaten wählen werden, und entsprechende Punkte P, P 
liegen mit denselben in einer geraden Linie und in Entfer- 
nungen, deren Product constant ist, setzen wir OP. OP = 1. 
Dann begründet man leicht die Relationen 


X a?+y*’ 


y = 


*•+ ’f ' 

aus denen die Gleichungen 


x — 


x'+y* ’ 


x'+ >/* ’ 


x + iy : 


X — »1/ ‘ 


X — M/ = — .— 
J x + if/ 


hervorgehen. Setzen wir also x t , x.,, x 3 , respective gleich 
x — iy, x -(- iy, 1 und ebenso x t ’, x.,’ , x . t ' , respective gleich 
x’ -(- iy’ , x — ii/, 1 , so haben wir 


x{ : x 2 ’ : x 3 ' — x 3 x 3 : x 3 x , : x t x 2 

oder die Transformation ist von der in diesem Abschnitt be- 
trachteten Art. Man nennt bekanntlich den Punkt 0 das 
Centrum der Inversion und den aus ihm mit der der Quadrat- 
wurzel aus OP. OP’ entsprechenden Länge beschriebenen 
Kreis den Inversionskreis. Wenn der Punkt P eine Curve 
durchläuft, so beschreibt der Punkt P’ die Inverse derselben. 
Insbesondere ist die Inverse einer geraden Linie ein durch 0 
gehender Kreis, der die Länge OA' zum Durchmesser hat, 
welche der dem Fusspunkt der Normale OA auf die Gerade 
entsprechende Punkt begrenzt. Der Punkt 0 selbst entspricht 
dem unendlich fernen Punkt der Geraden. Die Inverse eines 
Kreises ist wieder ein Kreis („Kegelschn.“ Art. 397.) und 
insbesondere ist die Inverse eines Kreises K, der den Inver- 
sionskreis orthogonal durchschneidet, dieser Kreis K selbst, 
d. h. der Punkt P und der Punkt P liegen auf einem Kreise, 
welcher sich selbst invers ist. In diesem Beispiel kündigt 
sich eine weiterhin vollständiger zu entwickelnde Theorie an, 
in der die allgemeine Theorie der Transformation als eine 
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Theorie der Correspondenz oder des Entsprechen» von Punk- 
ten in einer gegebenen Curve erscheint. In unserm Falle 
entspricht dem Punkte P des Kreises K der zweite Schnitt- 
punkt P', welchen die Gerade ÖP mit ihm bestimmt. 

329. Für die allgemeine Theorie der Inversion erhellt aus 
dem Vorigen, dass zwei Paare entsprechender Punkte A,Ä und 
B, B' stets auf einem Kreise liegen, der den Inversionskreis 
orthogonal schneidet und nach der Eigenschaft eines dem 
Kreise eingeschriebenen Vierecks so, dass die Verbindungslinie 
der Punkte A, B mit dem Radius vector OA denselben Win- 
kel macht, wie die Verbindungslinie der entsprechenden 
Punkte Ä, H mit dem Radius vector. Und beim Uebergang 
zur Grenze für AB als Tangente einer Curve im Punkte A, 
dass die entsprechende Tangente der inversen Curve mit dem 
Radius vector denselben Winkel einschliesst wie jene; end- 
lich, dass der von irgend zwei Curven in irgend einem Punkte 
gebildete Winkel dem Winkel der inversen Curven im ent- 
sprechenden Punkte gleich ist. 

Die Inverse ergiebt sich unmittelbar für Curven, die in 
der Gleichung q" = a n cos na enthalten sind. So ist für n=2 
die Lemniscate die Inverse der gleichseitigen Hyperbel; für 
m = ^ die Cardioide die Inverse einer Parabel, die ihren Brenn- 
punkt im Centrum hat; etc. Die Inverse eines Kegelschnitts 
ist im Allgemeinen eine Curve vierter Ordnung mit drei Dop- 
pelpunkten, nämlich im Centrum und in den unendlich fernen 
Kreispunkten. Ist das Centrum ein Brennpunkt des Kegel- 
schnitts, so ist sie insbesondere die Pascal’sche Schnecke; für 
das Centrum als einen Punkt der Curve eine durch die Kreis- 
punkte gehende Curve dritter Ordnung mit Doppelpunkt im 
Centrum. 

Einem Osculationskreis der Curve entspricht ein solcher 
der inversen Curve, geht der erstere aber insbesondere durch 
das Centrum der Inversion, so entspricht ihm eine Inflexions- 
tangente. 

Beispiel 1. Die drei Inflexionspunkte einer circularen Curve 
dritter Ordnung mit Doppelpunkt liegen in einer geraden Linie. Daher 
lassen sich durch jeden Punkt eines Kegelschnitts drei Kreise legen, 
die ihn an je einem andern Punkte osculieren und diese drei Punkte 
liegen mit dem gegebenen Punkte in einem Kreise. Die drei OBCula- 
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tionspunkte sind sämmtlich reell, wenn die Curve eine Ellipse ist; für 
die Hyperbel Bind zwei von ihnen imaginär. 7 ’) 

Beispiel 2. Analog gehen durch jeden Punkt einer circularen 
Curve dritter Ordnung oder einer bicircularen Curve vierter Ordnung 
nenn die Curve anderwärts osculierende Kreise; von denselben sind 
drei reell und ihre Osculationspunkte liegen auf einem auch durch den 
gegebenen Punkt gehenden Kreis. 

Beispiel 3. „Die Fusspunkte der von einem Punkte des um- 
schriebenen Kreises auf die Seiten eines Dreiecks gefällten Perpendikel 
liegen in einer geraden Linie.“ Wenn über drei von demselben Punkte 
ausgehenden Sehnen AB, AC, AD eines Kreises als ihren Durchmessern 
Kreise beschrieben werden, so liegen die zweiten Schnittpunkte der- 
selben in einer geraden Linie. 

Beispiel 4. „Der einem Dreieck aus drei Parabeltangenten um- 
schriebene Kreis geht durch den Brennpunkt der Parabel.“ Wenn drei 
Kreise eine Cardioide berühren und durch ihre Spitze gehen, so liegen 
ihre drei zweiten Durchschnittspunkte in einer geraden Linie. 

Beispiel 5. „Wenn eine gerade Linie die Pascal’sche Schnecke 
in vier Punkten schneidet, so ist die Summe ihrer Entfernungen vom 
Doppelpunkt derselben constant.“ Wenn ein durch den einen Brenn- 
punkt gehender Kreis einen Kegelschnitt in vier Punkten schneidet, so 
ist die Summe der reciproken Werthe ihrer Entfernungen vom Brenn- 
punkte constant. 

Beispiel 6. Man soll die Enveloppe von Kreisen bestimmen, 
die durch einen festen Punkt gehen und deren Centren in einer gege- 
benen Curve liegen. Wir nehmen den festen Punkt zum Centrum der 
Inversion und bemerken, dass der Ort des andern Endpunktes des 
durch ihn gehenden Durchmessers eine zur gegebenen ähnliche Curve 
ist. Daraus ergiebt sich, dass die negative Fusspunktcurve (Art. 122.) 
der Inversen der letztem Curve die Inverse der geforderten Enveloppe 
und folglich nach Art. 123., dass die Enveloppe selbst die Inverse der 
Polarreciproken der gegebenen Curve ist. 74 ) 

331. Es bleibt übrig, diejenigen Fälle der rationalen 
quadratischen Transformation zu erwähnen, welche nicht auf 
die Substitution 

x, : x 2 : #3 — x 2 'x 3 ' : x 2 

zurückführbar sind. Von den drei den Kegelschnitten X,- = 0 
gemeinsamen Punkten können zwei zusammenfallen und es 
sei x 2 = 0 die gemeinschaftliche Tangente derselben im Punkte 
x 2 = x x = 0 , sowie x { = x 3 — 0 der dritte ihnen gemeinsame 
Punkt, so können, weil die Gleichungen solcher Kegelschnitte 
von der Form 
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a lt x, 2 + 2a 23 x 2 x 3 -|~ 2a n x x x % — 0 

sein müssen, 

a;, 2 = 0, x 2 x 3 = 0 und x t x 2 =0 
als solche Kegelschnitte genommen werden und die Substi- 
tution erhält die Form der im Art. 290. angewendeten 
x t ' : X 2 : x 3 ' — x x x 2 : x t 2 : x 2 x 3 und 

/y • <y • /y /y ' 

<A/ j • «A<2 • — — iv | 1V2 • *v J • ivj >vj • 

ln dieser Substitution entspricht wie in der allgemeinen 
dem Punkte x( — x 3 = 0 die Gerade ic 2 = 0 und jeder 
Curve, welche diese gerade Linie in n Punkten schneidet, 
eine Curve, welche jenen Punkt zum n fachen Punkte hat. 
Dem Punkte x x — x 2 — 0 entspricht die gerade Linie x t — 0, 
aber für alle Punkte der Letztem erhält man die nämliche 
Tangentenrichtung im erstem, nämlich x 2 = 0; einer Curve, 
die die Gerade x x = 0 in n Punkten schneidet, entspricht 
somit eine Curve, die den Punkt x x = x 2 = 0 zu einem 
wfachen Punkt mit zusammenfallenden Tangenten hat. In 
kurzem Ausdruck, die Theorie ist im wesentlichen dieselbe 
wie vorher, nur modificiert durch das Zusammenfallen von 
zweien der Hauptpunkte. 

Wenn endlich alle drei Hauptpunkte zusammenfallen, 
so sind nach Art. 247. der „Kegelschn.“ die Gleichungen der 
Kegelschnitte von der Form 

a 22 x 2 2 + 2a,jX 1 a:j -j- 2« 23 (x 2 x 3 — »na:, 2 ) = 0 
und wir kommen zu der in Art. 291. gebrauchten Form der 
Substitution 

x{ : x 2 : x 3 = x l x 2 : x 2 2 : x 2 x 3 — »na:, 2 , 
x t : x 2 : x 3 — XyX 2 : x 2 2 : x 2 x 3 -j- mx x ' 2 . 


Allgemeine Theorie der rationalen Transformation. 

332. Es ist zweckmässig vor dem Eingehen auf die all- 
gemeine Theorie der rationalen Transformation in Aus- 
dehnung des in Art. 329. Gesagten zu erwähnen, dass die 
Substitution von x”, x 2 ", x 3 n für x v x 2 x 3 respective dann eine 
sehr einfache Form annimmt, wenn x 3 = 0 die unendlich 
ferne Gerade ist und x t = 0, x 2 = 0 nach den Kreispunkten 
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in derselben gehen. Denn durch Transformation zu Polar- 
coordinaten werden die Gleichungen der Letztem 
p (cos 6 + i sin 0) = 0 | 

und man erkennt, dass die Ersetzung dieser Functionen durch 
ihre n Un Potenzen auf die Einführung von p” und von «0 
für p und 0 respective zurückkommt. Diese Transformation 
ist nicht rational, aber sie wird vortheilhaft auf Curven von 
der Gleichungsform p m = a m cos m a angewendet, welche so 
in Curven der nämlichen Familie transformiert werdet. Für 
71 = 2 wird ein Kreis zu einer Cassini’schen Curve, für 
« = ^ zu einer Pascal’scheu Schnecke. 

Roberts hat 75 ) auch bemerkt, dass durch diese Trans- 
formation der Winkel nicht geändert wird, unter welchem 
sich zwei Curven durchschneiden. Denn die trigonometrische 
Tangente des Winkels, den die Tangente einer Curve mit 

dem Radius vector bildet (Art. 95.), wird durch p y? ausge- 


drückt und die Substitution von nda für da und von 




für lässt dies ungeändert. Die als Beispiele zur Theorie 

der Inversion gegebenen Sätze liefern hiernach für die ver- 
schiedenen Werthe von n ebensoviele neue Sätze; und Sätze 
in Bezug auf die Winkel, unter welchen Curven sich durch- 
schneiden, werden leicht durch diese Methode transformiert, 
wie beispielsweise die Sätze, dass ein Kreis der Ort der 
Schnittpunkte zu einander rechtwinkliger Geraden ist, von 
denen jede durch einen von zwei festen Punkten geht; dass 
eine Reihe concentrischer Kreise durch das System ihrer 
Durchmesser rechtwinklig geschnitten wird; etc. 


333. Nach einer allgemeinen rationalen Transformation 
entspreche einem System von Wertlien der x { ein einziges 
System von Werthen der x- z. B. 

X j ! 3*2 * I An * 

für die A,- als bekannte Functionen der x if die wir vom 
Grade n annehmen; und umgekehrt entspricht einem belie- 
bigen System von Werthen x[ ein einziges System von 
Werthen 

Xy * X<2 . X'y ■ ■ ■ j\ ( | A<2 . Aj . 
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Dann müssen zuerst, damit eine solche Ausdrucksweise mög- 
lich sei, die X,-' auch vom Grade « in den x/ sein. Denn den 
n Durchschnittspunkten einer beliebigen Geraden 
ß,x 4 -(- ß 2 x 2 -f- a 3 x 3 — 0 
mit irgend einer Curve 

6j X, -j- ft 2 X 2 -f- b 3 X 3 = 0 

entsprechen im andern System nothwendig die Schnittpunkte 
der Curve 

«, X/ -f- a 2 X 2 ' + o 3 X,' = 0 
mit der Geraden 

Mi' + Mi' + Ms = °> 

deren Anzahl daher gleichfalls n sein muss. 

334. Wir untersuchen hiernach die Bedingungen, 
unter welchen die vorausgesetzte gegenseitige 
Ausdrückbarkeit der x, und x{ möglich ist. Im AU- 
gtTnieinen entsprechen dem Punkte 

«J/j • ^ *Pjj ■ ■ (Zj * * ^3 

des einen Systems die gemeinschaftlichen Punkte der Curven 

. Al., ■ ü>| ftj . ßg . ßg 

im andern System; ihre Anzahl ist n*, wenn die X, allgemeine 
Curven ihrer Ordnung sind. Wenn jedoch p den drei Curven 
X,- = 0 gemeinsame Punkte vorhanden wären, so würden nur 
« 2 — p mit den ß,- veränderliche Durchschnittspunkte der- 
selben existieren, die also dem gegebenen Punkte im andern 
System enstprechen. Und für p = n‘ — 1 wäre nur ein 
einziger veränderlicher Schnittpunkt vorhanden; oder mit 
andern Worten, wenn alle Durchschnittspunkte der Curven 

<Xj I X 2 I X 3 “ ß| * ß 2 ‘ ßg 

bis auf einen bekannt sind, so sind die Coordinaten dieses 
letzten Durchschnittspunktes eindeutig bestimmt und somit 
rationale Functionen der ß,, d. h. der x/ und wir erhalten 
Ausdrücke von der Form 

x, : x 2 : x 3 = X,' : X 2 ' : X 3 '. 

335. Dass die Curven X,- = 0 gemeinsame Durchschnitts- 
punkte in der Zahl « 2 — 1 haben, ist also die eine Bedingung 
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für rationale Transformation; aber dieselbe unterliegt noch 
einer andern Bedingung. Das System der Curven 

ßi .Ai j -j- (i., X(, -j- (i , .X. == 0 

muss von demselben Grade der Allgemeinheit sein, wie das 
System der Geraden 

a, x t ' + « 2 * 2 -f- « 3 ^ 3 ’ = 0 , 

welchem es entspricht, d. h. eine Curve des Systems muss 
zwei weiteren Bedingungen unterworfen werden können, ohne 
überbestimmt zu sein, zwei Bedingungen, welche die beiden 
Constanten a, : bestimmen. Die Zahl der Bedingungen, 

welchen die Curven X,- = 0 unterworfen werden, muss we- 
nigstens um zwei kleiner sein als die Zahl derer, welche zur 
Bestimmung einer Curve n ,er Ordnung hinreicht. Wenn z. B. 
die Curven X,- = 0 Curven dritter Ordnung sind, und wenn 
wir die Bedingung stellen, dass sie acht verschiedene Punkte 
gemein haben sollen, so haben sie nach Art. 29. auch einen 
neunten Punkt gemein und können daher keinen variabeln 
Durchschnittspunkt besitzen, so dass die Construction des 
vorigen Artikels ihren Zweck verfehlt. Wir können jedoch 
den Bedingungen des Problems genügen, indem wir an- 
nehmen, dass die Curven dritter Ordnung Xj = 0 einen ge- 
meinsamen Doppelpunkt und vier einfache gemeinsame Punkte 
haben. Denn diess zählt für sieben Bedingungen, da ein 
gegebener Doppelpunkt deren drei repräsentiert (Art. 41.), 
und es sind daher zwei weitere Bedingungen nöthig, um 
irgend eine Curve des Systems 

fl J Xj — {— fl 2 Xg -j— Ctg Xg = ö 

zu bestimmen. Dagegen zählen die gemeinsamen Punkte für 
acht, weil ein Punkt, der in zwei Curven zugleich ein Doppel- 
punkt ist, für vier unter ihren Schnittpunkten zählt. Und so 
können wir auch allgemein die X,- = 0 nicht als Curven n ,er 
Ordnung annehmen, welche ri z — 1 verschiedene gemeinsame 
Punkte haben, weil sie, sobald n grösser ist als zwei, dann einen 
weiteren gemeinsamen Punkt haben müssten und keinen ver- 
änderlichen Schnittpunkt haben könnten. Wir können aber 
den Bedingungen des Problems genügen, indem wir die 
X,- = 0 als Curven denken, die «, einfache, a, doppelte, a 3 
dreifache Punkte, etc. gemein haben, so dass diese w 2 — 1 

Salruon, Höhere Curven. 24 
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Durchschnittspunkten äquivalent sind und dass zugleich die 
Zahl der Bedingungen, welche dieser Festsetzung entsprechen, 
um zwei kleiner ist als die Zahl derer, welche eine Curve 
n ,cr Ordnung bestimmen. Indem wir erinnern, dass ein ge- 
gebener vielfacher Punkt r ter Ordnung p r (r -f- 1) Bedin- 
gungen äquivalent ist, und dass ein solcher Punkt, wenn er 
zwei Curven als rfacher Punkt gemeinsam ist, unter ihren 
Schnittpunkten für r 2 zählt, erhalten wir die*vswei Gleichungen 

1) c, + 4«., -j- 9« :t -j P r 2 a r = n* — 1 , 

2) cc j -p 3^ ~p 6«:i —p * ■ * -p P r (r -p 1) ß r === pw (n -p 3) — 2. 

Verdoppelt man die zweite und zieht man davon die erste 
ab, so erhält man eine mit Vortheil an Stelle von 2) zu ver- 
wendende Gleichung, nämlich 

3) a, ~p 2 « 2 ~p 3a, -p •• • -p ra r = 3 (n — 1). 

Und wir erhalten somit so viele Arten der Trans- 
formation durch Curven n ,er Ordn ung als es Lösungen 
dieser Gleichungen durch ganze positive Werthe 
der tti giebt, immer vorausgesetzt, dass die Zahl der höheren 
vielfachen Punkte, welche die Curven X,- — 0 nach denselben 
besitzen, den bei Art. 43. gefundenen Grenzen unterworfen 
bleibt. 76 ) 

335. Die Gründe des vorigen Art. beweisen genau ge- 
nommen nur, dass in der Gleichung 2) die rechte Seite nicht 
grösser sein kann als der angegebene Werth; wir können 
jedoch zeigen, dass sie auch nicht kleiner sein kann, denn 
wenn wir ein Glied — t addieren und die Gleichung 2) dann 
von 1) abziehen, erhalten wir 

4) « 2 -p 3a 3 -p •• • p r (r — 1) cc r — p (n — 1) (n — 2) -p t. 

Indem wir erinnern , dass ein dreifacher Punkt drei 
Doppelpunkten und ein rfacher jr(r — 1) Doppelpunkten 
äquivalent ist, seheu wir, dass die linke Seite der Gleichung 
die Anzahl von Doppelpunkten ausdrückt, welcher die viel- 
fachen Punkte einer der Curven des Systems 
ct, Xj -p o-t X2 -p <13 X, = 0 

gleichwertliig sind. Und weil in Art. 42. gezeigt ist, dass 
diese Zahl p (« — 1) (n — 2) nicht übersteigen kann, so muss 
t — 0 sein und die Gleichung 4) drückt aus, dass jede der 
Curven des Systems 
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■3t •' 


• <? | X, -j- ff., X., -{- ff., X 3 = 0 

die Maximalzahl von Doppelpunkten enthält, oder mit andern 
Worten, dass sie- uiiicursal oder vom Geschlecht 
Null sind. 

Es ist überdiess evident, dass diess so sein muss, weil 
diese Curven geraden Linien des andern Systems entsprechen 
und nicht nur jede Gerade sondern jede Unicursalcurve in 
eine Unicursalcurve transformiert wird; denn wenn die Coor- 
dinaten eines Punktes rationale Functionen eines Parameters 
sind, so müssen die Coordinaten der entsprechenden Punkte 
als rationale Functionen dieser Letzteren auch rationale 
Functionen desselben Parameters sein. 

336. Wir haben gesehen, dass für n grösser als zwei 
die Gleichungen 1) und 2) nicht befriedigt werden können, 
wenn die gemeinsamen Punkte der Curven X,- = 0 nur ein- 
fache Schnittpunkte sind. Wir werden in gleicher Art zeigen, 
dass für n grösser als fünf ein vielfacher Punkt 
von höherer als der zweiten Ordnung vorhanden 
sein muss, etc. Ist r der höchste der vorkommenden Indices, 
so multiplicieren wir die Gleichung 3) mit r und ziehen die 
Gleichung 1) von ihr ab, und erhalten 

(r — 1) «i + 2 (r — 2) + 3 (r — 3) k s -j (r — 1) a r - t 

= ( n — 1) (3 r — n — 1). 

Da hier jedes Glied der linken Seite positiv ist, so kann 
r nicht kleiner sein als J) (n -f- 1). Wir können r gleich 
dieser Zahl nehmen, wenn J (n -j- 1) eine ganze Zahl ist oder 
mit andern Worten für ein n von der Form 3p — 1 können 
wir r — p machen;’ alsdann müssen aber alle die Zahlen 
••• K r — i verschwinden und die Curven haben nur die 
pfachen Punkte gemein; wir haben nach 3) pa ; , = 3 (3p — 2), 
welches (den Fall p==6, a,, = 8 ausgenommen) durch keine 
ganzen Werthe von a p befriedigt werden kann, sobald p die 
drei übersteigt. Ausgenommen also für n = 2, 5 und 8 
muss r immer grösser als ^(w-f"l) sein. 

337. In derselben Art wird eine Relation begründet, 
aus welcher wir jetzt eine wichtige Folgerung ziehen wollen, 
nämlich den Satz, dass die Summe der drei höchsten 
Ordnungszahlen der vielfachen Punkte n über- 

24 * 
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schreiten muss. Seien r, s, t die drei höchsten unter diesen 
Ordnungszahlen, so zwar dass s < r und t^s ist, so ent- 
stehen aus den Gleichungen 1) und 3) durch Uebertragung 
der Glieder, welche r und s entsprechen, auf die andere Seite 
die Gleichungen • 

c, -|— 4 a 2 -f- .. . -f- t-a, = n 2 — 1 — r 2 — s 2 , 
u j -|- 2 u.) -f- . . . -f- t ctt == 3 w — 3 — f* — s t 
und wir erhalten wie vorher eine Grenze für den niedrigsten 
annehmbaren Werth von t aus der Bemerkung, dass der Rest 
wesentlich positiv ist, den die um die erste verminderte t fache 
zweite Gleichung lässt. Unsere Absicht ist nun, zu zeigen, 
dass n — r — s zu klein ist, um ein Werth von t zu sein, 
oder dass in diesem Falle immer 

n 2 — 1 — r 2 — ■ s 2 > t (3« — 3 — r — s) 
ist. Setzen wir r -)- s = n — t, so wird diess 

2 rs — 1 -|- 2nt — < 2 > t ( 2n — 3 -f- <) ; 

und da nach der Voraussetzung r und s nicht kleiner sind 
als t, so wird der kleinste Werth, welchen die erste Grösse 
haben kann, gefunden, indem man r und s gleich t setzt, 
wodurch die Ungleichheit entsteht 

f 2 -f 2nt — 1 > < 2 + 2 nt - 3t, 
welche augenscheinlich richtig ist. 

338. Cremona hat für alle n bis auf n — 10 die an- 
nehmbaren Lösungen des betrachteten Systems von Gleichun- 
gen angegeben und wir wollen einige seiner Resultate ent- 
wickeln. Es ist aber bereits genug gesagt, um zu zeigen, 
dass wir immer Functionen X, vom «*" Grade in den Xi 
wählen können, so dass die Gleichungen 

X, : x., : x-y' = X, : X 2 : X 3 

drei Curven repräsentieren, welche gewisse feste für n 2 — 1 
Schnittpunkte zählende Punkte — wir werden sie Haupt- 
punkte nennen, — gemeinsam haben und einen variablen 
Punkt bestimmen, dessen Coordinaten in Function der x! 
ausgedrückt das umgekehrte System von Gleichungen 
Xy : x 2 : x 3 = X,' : X 2 ' : X/ 

liefern. Wir haben vorher gezeigt, dass die X/ Functionen 
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n' c " Grades in den x[ sind und es ist offenbar, dass sie gleich 
Null gesetzt gleichfalls Ourven darstellen, welche eine gewisse 
Anzahl fester Punkte so gemein haben, dass den erörterten 
Bedingungen 1 ) und 2) Genüge geleistet wird. Es folgt aber 
damit nicht, dass dieselbe Lösung des Systems der beiden 
Gleichungen in dem einen und in dem andern Falle Anwen- 
dung findet, oder mit andern Worten das Curvennetz (Bündel, 
Gebilde zweiter Stufe) 

«1 ^1 + «2 ^2 + a 3 X 3 = 0 ) 

welches den geraden Linien des einen Systems und das Curven- 
netz 

fl, X, -f- tl 2 X 2 “f“ ^3^3 1=3 9* 

welches den geraden Linien des andern Systems entspricht, 
haben nicht nothwendig dieselbe Vertheilung der vielfachen 
Punkte. 


339. Wir sahen im Falle der quadratischen Transfor- 
mation, dass jedem der drei Hauptpunkte des einen Systems 
im andern System nicht ein Punkt, sondern eine Gerade ent- 
sprach und wir erweitern diesen Satz jetzt zu dem andern, 
dass im Allgemeinen jedem der Punkte a r eine Uni- 
cursalcurve v ,er Ordnung entspricht. 

Offenbar wird das System von Gleichungen 
x,' : x 2 ' : x :i ' = X, : X 2 : X, 

illusorisch, wenn wir den Punkt x{ suchen, welcher einem 
den Curven X, = 0 gemeinschaftlichen Punkte x ( entspricht. 
Sei zuerst dieser Punkt ein einfacher Schnittpunkt derselben, 
so erhalten wir die Coordinaten xi eines ihm unendlich nahe 
benachbarten Punktes, respective proportional zu den Grössen 


dX, 

8x, 


dx t -f- 


e_x, 

dx. 


d X i äx. 

dx, ' ' cx , 

te, 0X ' + dx. 


i SX, x 
+ 8^, öx *> 

, + dx. 


dx, 

öx ‘-> + dx! 


wir erhalten somit für jedes in andrer Richtung vom Punkte 
Xi ausgehende Element einen andern entsprechenden Punkt 
x\. Wenn aber drei Curven einen gemeinschaftlichen Punkt 
haben, so geht ihre Jac obi’sche Curve durch diesen Punkt, 
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wie mau nachweist, indem man die Gleichungen X,- = 0 in 
der Form 


,, 

cx x 1 


+ dx, x * + 


8X, 

8x3 


rX, ,dX, 
dx | 1 ' c x. 


, f>X, 
- 1 dx. 


x. s - 0, 

x, = 0, 


8X, 

dx x 


X, + 


dX, 


x., + 


X, 

ix. 


= 0 


schreibt und zwischen denselben die *,■ eliminiert. (Vergl. 
„Kegelschn.“ Art. 360.) So erkennen wir, dass, wenn wir d.r, 
und ä x.j aus den vorher für die x[ erhaltenen Ausdrücken 
eliminieren, äx 3 auch verschwindet, und dass somit alle die 
Punkte, welche den in x, beginnenden Elementen oder kurz 
dem Punkte x ,■ entsprechen, in der geraden Linie 


, (dX, ? X, _ 
1 '0a!| dx t 

, ( dx, sx, 

■r * \dxi dx, 

. (dx, dx, _ 
' Vcx', dx. 


dx, BX,\ 
dx, dx, > 
dX, dX,\ 
dx, dx, / 

dX, 8X,\ _ 
dx, dx,)~^ 


liegen. 


340. Wir verfahren ganz ähnlich, wenn der den Curven 
Xi = 0 gemeinsame Punkt ein vielfacher Punkt ist. Sei der- 
selbe beispielsweise ein Doppelpunkt, so verschwinden die im 
vorigen Art. für die x,' gegebenen Werthe; wenn wir aber 
die Differentiale durch obere Indices, die zweiten Differentiale 
durch doppelte obere Indices bezeichnen — wie früher durch 
untere, nur dass wir denselben noch das trennende Komma 
beifügen, um die Verwechslung mit Exponenten auszu- 
schliesssen — so sind x,', x.,' x 3 respective proportional den 
Grössen 


+ XjWd*,* + X t ^6x* + 2X*> 3 dx,dx 3 
+ 2X^ l dx 3 Sx i + 2X l 1 '*dx l 8x 2J 
X^'öx* + ... 4- 2X. 1 '- i dx l 6x 2 , 

X 3 '’ l dx* 4- ... 4- 2X 3 Mtfa - t 8x v 
Die Elimination der d x, zwischen diesen Gleichungen 
führt auf die Beziehung der x ( zu den X,-, welche wir suchen. 
Aber die vorhergehenden Ausdrücke sind in der That nur 
scheinbar ternär, sie sind in Wirklichkeit binär; denn für 
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eine Function U und die frühere Bezeichnung der Differen- 
tiale ist 

£f,,V + U. n x* + ü 33 x.S -f- 2 U n * 2 x s + .. = () 
die Gleichung des Tangentenpaares im Doppelpunkt der Curve 
U = 0 und somit auf die Form 

U\\ (#i — wij) 1 -f- 2 U yt (x, — mx 3 ) (x 2 — nx 3 ) 

-f- U-, 2 (x., — nx 3 y = 0 

zurückführbar. Es sind daher zwischen den drei durch das 
Vorige gegebenen Gleichungen nur zwei Grössen 
da:, — mSx 3 , öx 2 — nSx 3 

zu eliminieren und man darf ohne das Resultat zu ändern da; 3 
gleich Null setzen und da;, und d'x 2 eliminieren. Damit er- 
halten wir aber sofort allgemein für einen r fachen Punkt die 
x! proportional zu den Grössen 

(«,•••$ 6x i> ^ x iYt («', ••• 5 Sx i> ^ 2 ) r i («"> da:, , da: 2 ) r ; 
und indem wir nach der in Art. 44. erklärten Methode dx t 
und d'x 3 zwischen den entstehenden Gleichungen eliminieren, 
finden wir die x! als rationale Functionen eines Parameters, 
als die Coordinaten eines Punktes in einer Unicursalcurve 
von der Ordnung r. 

341. Die Curven des einen Systems, welche den Haupt- 
punkten des andern entsprechen, sollen die Hauptcurveu 
des Systems genannt werden und wir wollen zeigen, dass 
ihre Gesammtheit die Jacobi’sche Curve des 
Systems der Curven 

0, X^ — |— (!•, X ,, — p n 3 X 3 = 0 

bildet. Denn die Jacobi’sche Curve ist der Ort der neuen 
Doppelpunkte in solchen Curven des Systems, welche einen 
Doppelpunkt enthalten ausser den vielfachen Punkten, die 
allen seinen Curven gemeinschaftlich sind. Da aber jede 
dieser Curven bereits in diesen Hauptpunkten die Maximal- 
zahl von Doppelpunkten hat, so kann sie einen neuen Doppel- 
punkt nur durch Zerfallen in Curven niederer Ordnungen 
erhalten und diess wird nur geschehen, wenn die gerade 
Linie des andern Systems, welche ihr entspricht, durch einen 
der Hauptpunkte hindurchgeht. In diesem Falle zerfällt die 
Curve 
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a, X, -J- a 2 X 2 -f- a 3 X., = 0 

in die feste Curve r‘ er Ordnung, welche diesem Hauptpunkt 
entspricht, und eine andere Curve von der Ordnung n — r, 
welche mit der gegebenen durch a r gehenden Geraden ver- 
änderlich ist. Für zwei Unicursalcurven , deren Ordnungs- 
zahlen r und r die Summe n haben, ist aber die Gesammt- 
Vielfachheit, welche aus den Singularitäten der Curven und 
aus ihren Durchschnittspunkten entspringt, gleichwerthig mit 
* (r - 1) (r - 2) + i (/ - 1) (r - 2) + rr 

oder 

i (n - 1) (n - 2) + 1 

Doppelpunkten. So erkennen wir, dass die zusammengesetzte 
Curve, welche einer durch den Hauptpunkt a r gehenden Ge- 
raden des andern Systems entspricht, ausserhalb der Haupt- 
punkte einen neuen Doppelpunkt besitzt, welcher ein Durch- 
schnittspunkt der festen dem Hauptpunkt a r entsprechenden 
Hauptcurve mit der veränderlichen Restcurve ist; der Ort 
solcher Punkte ist daher jene feste Curve. Dass in der That 
die Summe der Ordnungszahlen aller dieser Hauptcurven die 
Ordnung der Jacobi’schen Curve des Systems 
®i X, -f- « 2 X 2 + «3 X 3 = 0 

ausmacht, ist schon in der Gleichung 3 ) ausgedriiekt, nämlich 
2 « 2 -j- 3 tx 3 -j- ... -j- v(t r = 3 (n — 1 ). 

Aus der allgemeinen Theorie der Jacobi’schen Curve, 
in die wir im nächsten Kapitel genauer eingehen werden, 
ergiebt sich, dass das System der Hauptcurven durch jeden 
Punkt a, zweifach, durch jeden Punkt a 2 fünffach und durch 
jeden Punkt a r (3 r — l)fach hindurchgeht. Andere Sätze 
über die Anordnung der Hauptcurven in Bezug auf die Haupt- 
punkte brauchen wir nur anzuzeigen. Wenn wir z. B. eine 
gerade Linie in einem System nehmen, die nicht durch einen 
Hauptpunkt « r geht, so kann die entsprechende Curve 

ü I Xj -j- Gtj -^2 “1" Ö3 -K3 = 0 

keinen gewöhnlichen Punkt mit der Hauptcurve a r gemein 
haben, die Durchschnittspunkte von beiden müssen ausschliess- 
lich Hauptpunkte sein. Auf diesem Wege können wir sehen, 
dass jede Hauptgerade durch zwei Hauptpunkte geht, deren 
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Ordnungssumme der Vielfachheit n ist, und jeder Haupt- 
kegelsclmitt durch fünf Hauptpunkte von der Ordnungssumme 
2w, etc. 

342. Wir sind nun in der Lage, die Charaktere der 
Curve zu bestimmen, welche einer Curve S von der Ordnung 
k entspricht und von der wir voraussetzen, dass sie nicht 
durch einen der Hauptpunkte geht. Wenn wir in eine 
Function vom Grade k für die Veränderlichen x[ die X, ein- 
setzen, so erhalten wir offenbar eine Function vom Grade 
nk\ und wenn die Curven X, = 0 einen Punkt A gemein- 
schaftlich haben, so schneidet die ihm in der andern Figur 
entsprechende Gerade die Curven & in k Punkten, welche 
sämmtlich A entsprechen und daher einen ftfachen Punkt 
bilden ; und ebenso entspricht jedem der Hauptpunkte « r ein 
r Ä-facher singulärer Punkt. Wenn die Originalcurve keine 
vielfachen Punkte enthält, so hat die transformierte Curve 
keine solchen ausser in den Hauptpunkten. Die transfor- 
mierle Curve ist also von der Ordnung nk, welcher als 
Maximalzahl der Doppelpunkte 

4 (nk — 1) (nk — 2) 

entspricht; die Hauptpunkte ihrer Figur sind vielfache Punkte 
in ihr, zusammen gleichwerthig mit 

4 a t k (k — 1) + 4 « 2 2k (2k — 1) + . . . + J a r rk (rk — 1) 
oder 

4 k 2 (®i + + ... + r 2 a r ) — 4 k (re, -|— 2 « 2 -J— . . . — (— ra r ) 

oder in Folge der Gleichungen 1) und 3) mit 
4 (« 2 - 1) ** -i(n-l)k 

Doppelpunkten. In Folge dessen ist der Defect der trans- 
formierten Curve 

4 nk (nk— 1) ^ {4 (w J — 1) F - f (n — 1) k} 

= 4 (* _ l) (k — 2) 
d. h. dem der Originalcurve gleich. 

Wenn aber die Originalcurve vielfache Punkte ausser den 
Hauptpunkten ihres Systems hat, so entsprechen denselben 
in der transformierten Curve vielfache Punkte von derselben 
Ordnung und die Defecte oder Geschlechter der beiden Curven 
sind auch dann einander gleich. 
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Wenu die Originalcurve -durch einen der Hauptpunkte 
a r ' geht, so ist für jeden einzelnen Durchgang die ent- 
sprechende Curve « r ein Theil der transformierten Curve und 
die Ordnung der eigentlichen transformierten Curve wird ent- 
sprechend reduciert. Es tritt auch eine entsprechende Re- 
duction ein in der Zahl der Durchgänge, welche die trans- 
formierte Curve durch diejenigen Hauptpunkte macht, welche 
a r enthält. Die Wirkung ist auch jetzt, dass die Gleichheit 
der Defecte beider Curven erhalten bleibt. Wenn z. B. die 
Originalcurve durch einen der Punkte n, geht, so erhält die 
transformierte Curve als Theil eine Gerade und die Ordnung 
der Restcurve wird von nk auf nk — 1 vermindert; es ent- 
springt daraus eine Verminderung um nk — 2 in der Maxi- 
malzahl der Doppelpunkte. Geht nun diese gerade Linie 
durch zwei Punkte a„ a, so wird die Zahl der Durchgänge 
der Restcurve durch diese Punkte um je Eins verringert und 
die äquivalente Anzahl der Doppelpunkte um sk — 1 und 
tk — 1 respective oder ebenfalls um nk — 2 weil 
s -f- t = n ist. 

Wir ersparen das Eingehen in weitere Einzelheiten, weil 
wir sofort auf einem andern Wege zu denselben Ergebnissen 
gelangen werden. 

343. Jede Cremona’sche Transformation kann 
durch eine Folge von quadratischen Transforma- 
tionen ersetzt werden. 

Betrachten wir die allgemeinste Transformation, bei 
welcher den geraden Linien der. einen Figur in der andern 
Curven n ,rr Ordnung entsprechen, welche «, einfache, a 2 
doppelte Punkte, etc. mit einander gemein haben. Wir haben 
in Art. 337. gesehen, dass es drei unter diesen Punkten 
giebt, deren Ordnungszahlen der Vielfachheit mehr als n zur 
Summe geben. Wählen wir diese als Hauptpunkte und voll- 
ziehen eine quadratische Transformation, so wird die Ordnungs- 
zahl der transformierten Curve 

2 n — r — s — t 

nothwendig kleiner als n. In derselben Weise vermindern 
wir durch eine weitere quadratische Transformation die Ord- 
nungszahl der Curve und setzen diess Verfahren so lange 
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fort, bis wir gerade Linien als entsprechend den Curven n ler 
Ordnung erhalten. Da wir in Art. 327. bewiesen haben, dass 
durch eine beliebige quadratische Transformation das Ge- 
schlecht einer Curve nicht geändert wird, so zeigt die gegen- 
wärtige Entwickelung wieder, dass diess auch durch eine 
Cremona’sche Transformation nicht geschieht. 

Der folgende besondere Fall erläutert die Methode und 
kann zugleich zeigen, wie man die Anordnung der Haupt- 
curven verfolgen kann. Wir betrachten die Transformation, 
bei welcher gerade Linien in Curven fünfter Ordnung über- 
gehen, die in A lt A 2 , A 3 drei einfache Punkte, in B v B v B 3 
drei doppelte Punkt und in C einen dreifachen Punkt gemein 
haben. Nehmen wir C, B x , B 2 als Hauptpunkte, so ver- 
wandeln sich durch eine quadratische Transformation die 
Curven fünfter Ordnung in solche von der dritten , welche 
B 3 ' als Doppelpunkt und die Punkte A , A 2 , A :l ’, (7 als 
einfache Punkte enthalten. Nehmen wir sodann A 3 , B 3 , C 
als Hauptpunkte einer neuen quadratischen Transformation, 
so gehen die Curven dritter Ordnung in Kegelschnitte über, 
die durch die Punkte A,", A," , B 3 " gehen; eine letzte Trans- 
formation mit diesen Punkten als Hauptpunkten führt dann 
auf das Gebilde zweiter Stufe aus geraden Linien zurück. 
Wir können in derselben Weise untersuchen, wie die geraden 
Linien oder allgemeiner wie Curven k ,er Ordnung im ersten 
System transformiert werden, die o, fach durch den Punkt 
Ai , etc. gehen. Nach der ersten Transformation haben wir 
k = 2k — c — b, — b 2 \ 
c =k — 6, — b 2 \ 

fcj 1 * k c — — b 2 , -■ k -—- c ■ ■ — b 3 1 

CI | ■ ■ O | 2 ß*> ■ ■ 1 1 ■ CLt ) j fl.| — — (l 'j. 

Nach der zweiten Transformation, bei welcher A 3 , B 3 , C 
die Hauptpunkte sind, haben wir 
k” =3 k — 2c — a 3 — ö, — b 2 — b 3 : 
c" =2 k — c — a 3 — b t — b., — b 3 ; 

— k c , b 3 — — k c , bi 1 - k c — 
ct 3 ■ - ■— k * c b-j , dj d| , d.| := dj. 

Endlich nach der dritten Transformation mit den Haupt- 
punkten A t ", A 2 ", B " 
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k" — bk — 3c — 21», — 2b 2 — 2 b 3 — a, — a 2 — a 3 ; 

c" — 2k — c — &, — i» 2 — b a — a 3 ; 

=2 k — c — 6| — 6 2 — & 3 — a 2 , 

c, — 2 /i — c 2», — & 2 “ 2» 3 ei, , ft, ■ — 2? — c — 2». ; 

ft./" =k — c — b lt b’". = 7c — c - & 2 , 

2»,,"' = 3Ä: — 2c — ft, — l> 2 — 2» 3 — a, — « 2 — « 3 . 

Wenn wir & = 1 und die übrigen Zahlen gleich Null 
setzen, so sehen wir, dass gerade Linien in Curven fünfter 
Ordnung übergehen, die einen dreifachen Punkt, drei doppelte 
und drei einfache Punkte gemein haben. 

Um ferner die Correspondenz der Hauptpunkte zu zeich- 
nen, bemerken wir, dass in der ersten Transformation dem 
Punkte C die gerade Linie B t ' ß 2 entspricht, dieser sodann 
in der zweiten Transformation ein durch 

er, a 3 ", b;\ b 2 , b 3 " 

gehender Kegelschnitt, und endlich diesem Letztem eine 
Curve dritter Ordnung, welche B zum Doppelpunkt und 
die übrigen sechs Punkte zu einfachen Punkten hat. 

Die folgende Reihe von Beispielen giebt die Wirkungen 
der verschiedenen Arten der Cremona’sehen Transforma- 
tionen bis zu n=6 an. Die Werthe zeigen auch die den 
Hauptpunkten entsprechenden Curven auf; z. B. im 3. drückt 
der Werth 

c = 3k • — 2c • — £ ( a ) 

aus, dass dem Punkte <7 eine Curve dritter Ordnung ent- 
spricht, die C zum Doppelpunkt hat und durch die Punkte 
A geht. 

Beisp. 1. (II.) n = 2, a, = 3. 

Je ■ 2 Jv ' “ fl | CL ^ , fl Je 0*2 ■ y 

flj • — Jt “■ flj flj , flj — Jb fl | ““ flj. 

Beisp. 2. (III.) w = 3, «, = 4, a t = 1. 

Je 3 Je 2 & *“ flj “ flj flg CL j I 

& 2 /c — & flj flj flg fl 4 , flj I ft flj, etc. 

Beisp. 3. (IV., 1) n = 4, c*, = 6, « 2 == 0, a 3 = 1. 

Je *= 4Je — 3c — I (a)y c = 3 Je — 2c — I (a), a/ = Je — c — a ( , etc. 

Beisp. 4. (IV., 2) n = 4, a, — 3, a Y = 3. 
fc' = 4Ä — 2 I (ft) — X (a), ft' = 2fc — I (ft) — flj — fl 3 , 

ft/ = etc , a/ = Je — ft 8 — ft 3 , Og' = etc. 
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BeiBp. 5. (V., 1) n = 5 , «t — 8, «, = 0, re 3 = 0, re, = 1. 

k' — 5 k — \d — Z(a), d' = 46 — 3 d — Z(a), a{ — k — d — 
Beisp. 6. (V., 2) M = 5, a, = 3, a, = 3, « 3 = 1. 
k' = 56 — c - 21(6) — Z(a), c = 3 k — 2c — Z(6) — Z(a), 

6,' = 26 — c — a, — 1(6), o,' = 6 — c — 6,. 

Beisp. 7. (V., 8 ) n = 5, a, = 0, a, = 6 . 

6' = 56 — 2Z(6), 6,* = 2 k — 6, — & 3 — 6, — 6 5 — 6 6 , etc. 
Beisp. 8. (VI., X) « = 6, a, = 10, a h = 1. 
k' = 66 — 5e — 1 (o), e' = 56 — 4« — Z (a), a = k — e — a, , etc. 

Beisp. 9. (VI., 2) n = 6 , 0 ,= 1 , re, = 4. re 3 = 2. 

6' = 66 — 3Z(c) — 2 Z (.6) — a, e,‘ = 3 k — 2c, — c, — Z(6) — a, 
6,' = 2k — Z (<■) — 6, — 6 3 — 6 4 , «' = 6 — Z(c). 

Beisp. 10. (VI , 3) n = 6 , re, = 4, a, = 1, a 3 = 3. 

6' = 6 Ä: — 3 Z(c) — 26 — l(a), (T = 46 — 2Z(c) — 6 — Z(a),. 
6,' = 26 — Z(c) — 6 — a,' , 6,' = etc., 6 3 ' = etc. 6,' = etc. 
a,' = k — e, — c 3 , Oj' = etc., a 3 ' = etc. 

Beisp. XX. (VI., 4) n = 6, a, = 3, re 3 = 4, « 3 = 0, a 4 = 1. 
k' — 6 k — 4 d — 2 Z(6) — Z(a), c,' — 3k — 2 d — 1(6) — a t — a 31 
c,' - etc., c 3 ' ■= etc., b' — 2k — d — 1(6), o,' = k — d — 6,, 
a,' = etc., a 3 ' = etc., a t ‘ - etc. 


Transformation einer gegebenen Curve. 

344. Die im letzten Abschnitt entwickelten Bedingungen 
sind nothwendig für die allgemeine rationale Transformation 
zwischen zwei Ebenen, bei der irgend einem Punkte der 
einen Ebene ein Punkt der andern entsprechen soll. Aber 
sie sind nicht nothwendig zur rationalen Transformation, 
wenn wir nur die Transformation einer gegebenen Curve 
S = 0 untersuchen wollen. Wenden wir auf die Curve 
S = 0 eine Transformation 

3/, 1 j t ., 1 .V . , 

an, in welcher die X, Functionen n ,r " Grades in den x,- sind, 
die nicht nothwendig den Cremona’schen Bedingungen 
genügen, so entspricht offenbar jedem Punkte der ersten Ebene 
ein einziger Punkt der zweiten Ebene, weil die x,' als ratio- 
nale Functionen der #,■ gegeben sind. Nach der vorhergehen- 
den Theorie würden aber, wenn die Curven X,-«= 0 einfache 
Punkte in der Zahl a,, doppelte in a. t , etc. gemein haben, 
einem Punkte der zweiten Ebene 


Digitized by Google 



382 


w 2 — a, — 4 a 2 — ... 

Punkte der ersten entsprechen und diese Anzahl — wir 
wollen sie 0 nennen — wird im Allgemeinen von Eins ver- 
schieden sein. Der Ort der Punkte der zweiten Ebene, welche 
den Punkten der Curve S entsprechen, wird eine zu S ent- 
sprechende Curve S" sein und jedem Punkt P der ersten 
entspricht ein bestimmter Punkt P der zweiten. Aus dem 
Gesagten geht aber hervor, dass dem Punkte P in der 
ersten Figur ausser P noch 0 — 1 andere Punkte entsprechen ; 
jedoch liegen diese Punkte gewöhnlich nicht in S, so dass 
die Curve der ersten Figur, welche der S ' der zweiten ent- 
spricht, aus der Curve S und einer andern Curve besteht, 
die der Ort jener 0 — 1 Punkte ist. Und wenn wir nun die 
Punkte der Curve S betrachten, so erhellt, dass ebenso wie 
jedem Punkte P in S ein einziger Punkt P in S" entspricht, 
auch umgekehrt dem Punkte P in S” ein einziger bestimmter 
Punkt P in S entspricht. 

Obwohl also die Gleichungen 

. x . ■ A | i .\ i, * Al-, 

an sich nicht hinreichen, um rationale Ausdrücke für 

X., , 

in Function der x! zu, liefern, so thun sie dies in Verbindung 
mit der Gleichung S = 0. Wenn wir zwischen diesen 
Gleichungen die Xi eliminieren, so erhalten wir eine Gleichung 
S' — 0, welche die Bedingung für die Verträglichkeit der 
Gleichungen des Systems ist. Und wenn diese Gleichung 
erfüllt ist, so können die Werthe der #,• rational bestimmt 
werden , welche allen Gleichungen des Systems genügen. 
(„Vorlesungen“ VI.) Wenn also eine gegebene Curve S — 0 
durch die Substitution 

Xj . Zj . iTjj == A, * 1 1 . 

transformiert wird, so kann im Allgemeinen eine rationale 
umgekehrte Ausdrucksform 

x t : x.j : x 3 = Aj : X., : X 3 

erhalten werden. 

Beisp. Sei gegeben 

*/ : : x,’ = X, x, + a-,* : .r, ,r 3 + ,r, x, : .r, x, + x, , r , ; 
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so dass geraden Linien der zweiten Ebene Kegelschnitte der ersten 
entsprechen, die nur die beiden Punkte 

x, — x, = 0 , x 3 — x, =0 

mit einander gemein haben. Einem Punkte der zweiten Ebene ent- 
sprechen daher im Allgemeinen zwei Punkte der ersten. Die allge- 
meinen Ausdrücke der x t in Function der xi können leicht gebildet 
werden, indem man bemerkt, dass 

• a-, - x,. x, — x, 

respective proportional sind zu 

Xf — Xf , Xf — x 3 , 

was geometrisch aussagt, dass die Punkte x, und xi als in derselben 
Ebene liegend betrachtet und auf dasselbe System von Fundamental- 
elementen bezogen mit dem Einheitpunkte in einer Geraden liegen. 
Mit andern Worten, die Gleichungen werden für 

x, = -f- X, Xj => x t ' -f- X, x 3 = xi + X 

mit denjenigen Werthen von X erfüllt, welche der Gleichung 
2X S + X {xi + x + xi) -f xi xi — 0 
genügen. Man sieht, dass jedem Werthsystem der xi zwei verschiedene 
WerthBysteme der x , entsprechen. Diess ist aber nicht mehr der Fall,' 
wenn wir die Transformation einer gegebenen Curve betrachten. 
Nehmen wir die gerade Linie der ersten Ebene 

£i + 4t x t + £3 = 0, 

so ist die Beziehung zwischen einem Punkt dieser Geraden und dem 
entsprechenden Punkt der zweiten Ebene durch die Gleichungen 
x , =» xi -f- X 

mit der Bedingung 

(£1 + £3 + £3 ) 1 — — (£1 x i + £j *1 + £3 x i) 

ausgedrückt. 

Sei ferner S — 0 ein Kegelschnitt der ersten Ebene und durch die 
Substitution von 

Xi = */ + X 

in seine Gleichung erhalte man (vergl. „Kegelsch.“ Art. 353.) 

X* + Pl + S"; 

so ist die dem Kegelschnitt S = 0 entsprechende Curve eine Curve 
vierter Ordnung, deren Gleichung man durch Elimination von X zwischen 
X« + JPX + S' = 0 und 
2 X* + X(xi -f xi + xi) + xi xi = 0 
erhält. Und der Ausdruck der x t in Function der xi wird gebildet, 
indem man für X die gemeinschaftliche Wurzel dieser Gleichungen 
nimmt, welche durch die Gleichung 

{2F* — (xi -f x a ' -f- x 3 ') } X -f- 2S’— x,' xi = 0 
bestimmt ist. 
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345. Die Unveränderliehkeit des Geschlechtes besteht, wie 
wir schon aus Art. 83. wissen, fiir jede Transformation, bei 
welcher einem Punkte der einen Curve ein einziger bestimmter 
Punkt der andern Curve entspricht. 

Es wird wie in Art 342. bewiesen, dass bei der Trans- 
formation einer Curve S von der Ordnung fi mittelst der 
Gleichungen 4 

X| • x 2 • #3 = X, : X 2 : X 3 , 

in denen die X, Functionen vom Grade p sind, die Ordnung 
der transformierten Curve 

pp — a, — 2 a 2 — etc. 

ist, für a,, a 2 , etc. als die respectiven Anzahlen der ein- 
fachen, der doppelten, etc. Punkte, welche den Curven 
Xi — 0 gemeinsam sind und zugleich in S — 0 liegen ; denn 
die Punkte, in denen eine beliebige gerade Linie £,■ die trans- , 
formierte Curve schneidet, entsprechen den Punkten, in denen 
die Curve S = 0 von der Curve 

£i x, + § 2 x 2 -4- s 3 x, = o 

geschnitten wird. 

Wir untersuchen nun, wie durch diese Transformation 
die Ordnung der transformierten Curve so stark als möglich 
reduciert werden kann. Wie in Art. 335. können die X, = 0 
nur zwei Bedingungen weniger unterworfen werden als der 
zur Bestimmung einer Curve p ,er Ordnung hinreichenden An- 
zahl, d. h. 

i P (P + 3 ) — 2 

Bedingungen; und wenn wir diese Curven durch eine mög- 
lichst grosse Anzahl der Doppelpunkte von S hindurchführen, 
so verfügen wir über jene Bedingungen so, dass die Ordnung 
der transformierten Curve am meisten verringert wird. Sei 
D der Defect der Curve S, also die Zahl ihrer Doppelpunkte 
i (P s - 3 p) — D -f- 1 

und nehmen wir zuerst an 

p = p— 1, 

so können wir die X,- durch 

£ (f + (*) — 3 
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Punkten hindurcbführen ; wir wühlen als solche die sämmt- 
liclien Doppelpunkte und dazu 

2p + 2) — 4 

andere Punkte der Curve S. Schreiben wir daher 
«, = 2p -(- Z> — 4, ß, = \ (p ? — 3p) — D + i,p = p — 1, 
so erh.alten wir für die Ordnung von >S” den Werth 
pp — — 2«, = 1) -)- 2. 

Nehmen wir ferner 

p = p—2, 

was also voraussetzt, dass p grösser als zwei ist. Indem wir 
ganz in der vorigen Weise verfahren, erkennen wir, dass 
«s = i (f* s — 3p) — 1) + 1,*«, = p D — 4 
gewühlt werden muss und dass die Ordnung der transfor- 
mierten Curve noch immer D -(- 2 sein wird. 

Nehmen wir endlich 


so wählen wir 


p — p — 3, 


“s = i ( f* 5 — 3p) — 1) + 1 , «, = 1) — 3, 
vorausgesetzt, dass 1) grösser ist als zwei; wir finden dann 
die Ordnung der transformierten Curve gleich D -j- 1. 

Da die transformierte Curve, wie wir bewiesen haben, 
mit der Originalcurve denselben Defect hat, so lautet unser 
Ergebniss dahin, dass eine Curve von der Ordnung p mit 
dem Defeet 1) oder mit 


I (p* - 3p) - 1 ) + 1 

Doppelpunkten immer in eine Curve von der Ordnung 1) -(- 2 
mit dem Defect I) oder mit .) (1)- — I)) Doppelpunkten 
transformiert werden kann; und insbesondere wenn D grösser 
als zwei ist, in eine Curve von der Ordnung D -f- 1 mit 
J (21* — 31)) Doppelpunkten. 

Ist aber das Geschlecht I) grösser als p oder die Ord- 
nungszahl p grösser als fünf, so kann mau durch 
p = p — 4, 

a, wie früher und 

k, = D — p — t 

überführen in eine Cure von der Ordnung D — 1 mit 

Salmou, Höhere Curven. 25 
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i (D - 1 )(D- 6) 

Doppelpunkten. ,7 ) 

Die Anwendung derselben Transformation auf die trans- 
formierte Curve giebt eine Curve der nämlichen Art wieder. 

So kann also eine Curve für D — 0 in einen Kegel- 
schnitt und dieser durch eine Crem ona’sche Transformation 
weiter in eine Gerade, fiir 1) — 1 in eine Curve dritter Ord- 
nung, für V — 2 in eine Curve vierter Ordnung mit einem 
Doppelpunkte, für 1) — 3 in eine allgemeine Curve vierter 
Ordnung, für J) = 4 in eine Curve fünfter Ordnung mit zwei 
Doppelpunkten, etc. transformiert werden; für D = 7 aber 
entweder in eine Curve achter Ordnung mit vierzehn oder 
eine Curve sechster Ordnung mit drei Doppelpunkten, etc. 

346. Der Fall der Unicnrsalcurven hält uns nicht auf; 
es ist 1) = 0 und die transformierte Curve ein Kegelschnitt, 
die Coordinaten x! sind, wie wir wissen, als quadratische 
Functionen eines Parameters 0 ausdrückbar, so dass die Co- 
ordinaten Xi, welche rationale Functionen der x{ sind, als 
rationale Functionen dargestellt werden können. 

Betrachten wir den Fall I) = 1 ; die transformierte Curve 
ist eine Curve dritter Ordnung und zwar, was zu bemerken 
wichtig ist, von einer absoluten Invariante, die von der ge- 
wählten Transformation unabhängig ist; d. h. das Doppel- 
verbältniss der vier Tangenten ist unabhängig von ihr, welche 
von einem Punkte der Curve aus an sie gehen. '(Art. 230.) 
Es besteht daher ein entsprechender Satz für jede Curve 
vom Geschlecht Eins. 7S ) Diese Curven haben eine absolute 
Invariante. Die Coordinaten eines Punktes der Curve können 
als rationale Functionen eines Parameters 0 und von j/Q 
ausgedrückt werden, wo 0 eine Function vierten Grades von 
0 ist. Es ist hinreichend, diess für den Fall der Curve dritter 
Ordnung zu zeigen, weil die Xi als rationale Functionen der 
x, : dargestellt werden können ; für diesen Fall ergiebt es sich 
aber direct, indem man den Punkt x, — x 2 — 0 in der Curve 
gelegen denkt und dann x 3 — 0aq einsetzt in die Gleichung 
der Curve, die Verhältnisse x, : x 2 : x 3 werden unmittelbar in 
der bezeichueten Form erhalten. Und die Werthe von 0, für 
welche 0 = 0 ist, sind diejenigen, welche den vier Tangenten 
von x { = x 2 — 0 an die Curve entsprechen. 
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Die Coordinaten eines Punktes einer Curve vom Geschlecht 
Eins können also als rationale Functionen von 0 und ;/0 
ausgedriickt werden und man kann durch eine lineare Trans- 
formation von 0 d. h. durch Einführung einer zweckmässig 
bestimmten Function 

(«G + b) : (r0 + d) 

für 0 die Grösse j/0 auf die Form 

1/(1- 0-) (i — **e*) 

bringen, welche für 0 = sinam u nichts anderes ist als cosam 
u A am w, so dass wir sagen können, die Coordinaten einer 
Curve vom Geschlecht Eins können als elliptische Functionen 
eines Parameters u ausgedrückt werden. 

347. Es giebt eine analoge Theorie für das Geschlecht 
zwei, wo die Curve auf eine Curve vierter Ordnung mit einem 
Doppelpunkt zuriickführbar ist. Wenn wir den Doppelpunkt, 
dieser Letztere« als — x,, = 0 wählen und x., = G.r, setzen, 
so können wir die Verhältnisse der Xi als rationale Functionen 
von 0 und j/0 darstellen, wo 0 eine Function sechsten 
Grades von 0 ist; und diess ist gleichbedeutend damit, dass 
die Coordinaten als hyperelliptische Functionen der ersten Art 
von einem Parameter n ausdrückbar sind. 

Für höhere Werthe von D sind die Coordinaten irratio- 
nale Functionen eines Parameters und es ist nur in speciellen 
Fällen möglich, sie durch lladicale darzustellen. 

348. Wir wollen, ehe wir diesen Tlieil der Unter- 
suchung abschliessen, eine andere Methode erwähnen, durch 
welche das nämliche Problem studiert werden kann. Wir 
gehen aus von den Gleichungen, setzen wir 

A t = 0, A., = 0, A. t — 0, 

die die Coordinaten x,- und x verbinden und welche in den 
einen wie in den andern homogen sind; seien ihre Grade 
in den verschiedenen Variabein 

ö, , er 2 , und o,', fl-.,' 

respective. Wenn wir zwischen diesen drei Gleichungen die 
xl eliminieren, so erhalten wir eine Gleichung S = 0 vom 
Grade 

ff, n 7 'a 3 ' -f- a 2 a.,'ff,' -(- fl^ff/o./ 

25 * 
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in den Xi, und durch Elimination der Xi eine Gleichung der 
S = 0 vom Grade 

in den */. Die Bedingungen S = 0, S' = 0 müssen erfüllt 
werden, damit die Gleichungen 

A, = 0, A., = 0, A 3 — 0 

zugleich bestehen können; aber für jedes System von Werthen 
der Xi, welches der'Gleichung S — 0 genügt, lässt sich ein 
Werthsystem der x/ finden, welches die Gleichungen A, = 0 
und daher auch die Gleichung S' — 0 befriedigt. 

Die Zahl der Doppelpunkte der Curve S = 0 kann nach 
den Methoden der Algebra untersucht werden, und das Re- 
sultat, das wir erhalten, ist 

I a. 2 'a 3 (a. 2 a 3 — 1) a, 2 -f- { a 3 'a,' (a 3 a,' — 1) a, 2 
+ | a{a 2 (o — 1) a, 2 

+ {(«,'«-/ - 1) («•,'«,' — 1) - i « — 1) (<*,' — 2)} a 2 a 3 

+ {( f h'h — !) («i'«»' — !) — i («>' — !) («/ — 2)} 

+ {(« 3 '«i' — 1) «« 3 ' — 1) — i — 1) « — 2)} 

man erhält den entsprechenden Ausdruck für die Zahl der 

Doppelpunkte in P = 0 durch Vertauschung der gestrichenen 
Buchstaben mit den ungestrichenen. Wir finden endlich den 
Defect in jedem Falle gleich J (Q -|- 2) für 
Q = a 2 a. 2 (i 3 -f- a., 2 a, a, ci./a, a.,' -|- a,' 2 a. 2 a 3 -f- a 2 ' 2 a 3 a l 
+ «2 + 2a \ n \ (« 2«s' + «2' «3) + • • 

— 3 (ff, a. 2 a 3 -f- . . -)- «|'a.,a., -f- . .). 

Beide Curven sind also vom nämlichen Geschlecht. 


Entsprechen von Funkten in einer gegebenen t'urve. 

349. Das bisher Gesagte mag hinreichen, um die Theorie 
des rationalen Entspreehens zu erklären. Im Folgenden 
untersuchen wir das allgemeine Entsprechen zweier Punkte 
derselben Curve, bei welchem jeder Punkt den oder die ihm 
entsprechenden andern bestimmt. Nehmen wir an, eine ge- 
gebene Lage von P entspreche a Lagen von P und einer 
gegebenen Lage von P a Lagen von P, so soll diess Ent- 
sprechen ein (e, a) Entsprechen oder eine («, a') Correspon- 


Digitized by GßOgle 


380 

denz heissen. Für a = a — 1 ist diese Beziehung die einer- 
rationalen Transformation. 

Als ein einfaches Beispiel des Entsprechen in einer 
Curve von der Ordnung ft nehmen wir an, dass die Punkte 
P und P mit einem festen Punkte 0 in einer geraden Linie 
liegen; dann entsprechen dem gegebenen P ft — • 1 verschie- 
dene Lagen von P' und dem gegebenen P' ft *— 1 Lagen von 
P, oder die so festgesetzte Beziehung ist eine (p — 1, p — 1) 
Correspondenz. In Art. 320. stiessen wir auf diese besondere 
Beziehung im Fall eines Kreises. Dieses Entsprechen ist 
rational im Fall des Kegelschnittes p — 2. Wenn der Punkt ' 
0 in der betrachteten Curve liegt, so entsprechen einer ge- 
gebenen Lage des einen Punktes p — 2 Lagen des andern; 
oder allgemeiner, wenn 0 ein vielfacher Punkt vom Grade p 
in der Curve ist, so entsprechen einer gegebenen Lage des 
einen Punktes p — p — l Lagen des andern und das Ent- 
sprechen ist ein (p — p — l, p — p — 1) Entsprechen. Wir 
erhalten in dieser Weise ein (1,1) Entsprechen von Punkten 
in einer Curve dritter Ordnung, indem wir 0 willkürlich in 
der Curve wählen, oder in einer Curve vierter Ordnung mit 
Doppelpunkt, indem wir 0 im Doppelpunkt annehmen; aber 
wir können kein (1, 1) Entsprechen in einer allgemeinen 
Curve vierter Ordnung auf diesem Wege herstellen. 

350. Im vorher betrachteten Beispiel war das Ent- 
sprechen ein symmetrisches, man gelangte von P zu P durch 
dieselbe Construction wie von P - zu P und überdiess war 
a — a. Als Beispiel eines nicht symmetrischen Entsprechens 
betrachten wir das, bei welchem P als Tangentialpunkt von 
P gegeben wird. Dann ist für gegebenes P der Punkt P 
einer von den Schnittpunkten der Tangente in P mit der 
Curve, d. h. einer gegebenen Lage von P entsprechen p — 2 
Lagen von P ; wenn aber P gegeben ist, so ist P einer der 
Berührungspunkte der von P an die Curve gehenden Tan- 
genten und einer gegebenen Lage von P entsprechen somit 
v — 2 Lagen von P für v als die Classe der Curve. Wir 
haben also ein ( v — 2, p -- 2) Entsprechen. Vielleicht ist 
es unnöthig zu bemerken, dass « = a sein kann, ohne dass 
das Entsprechen ein symmetrisches ist. 
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351. Im Falle einer Uuicursalcurve, wo einem gegebenen 
Punkte der Curve ein einziger Werth des Parameters 0 ent- 
spricht, und einem gegebenen VVerthe von 0 ein einziger 
Punkt der Curve, können wir in Ausdehnung des Begriffs 
der Correspoudenz von einem (1, 1) Entsprechen der Punkte 
und der Parameter sprechen. Es folgt daraus, dass, wenn der 
Punkt P k Lagen hat, sein Parameter 0 durch eine Gleichung 
vom Grade « gegeben sein muss, dass also, wenn die Punkte 
P, P ein Entsprechen («, «') haben, die Relation zwischen 
ihren Parametern 0, 0’ durch eine Gleichung von der Form 

(0, l)“ (0', 1)“' = 0 

gegeben sein muss, eine Gleichung nämlich, welche für ge- 
gebenes 0 vom Grade u in 0' und für gegebenes 0' vom 
Grade n in 0 ist. 

352. Ein Punkt kann sich selbst entsprechen und heisst 
dann ein Verbindungspunkt; wenn z. B. die Punkte P, P 
mit einem festen Punkte 0 in gerader Linie liegen, so ist 
der Berührungspunkt einer von 0 ausgehenden Tangente der 
Curve ein Verbindungspunkt und wenn diese Punkte die 
einzigen Verbindungspunkte sind, so ist ihre Anzahl — v. 
Die einzigen andern Punkte, welche auf den ersten Blick als 
Verbindungspunkte erscheinen könnten, sind die Doppelpunkte 
und Spitzen der Curven ; denn wenn P ein Doppelpunkt oder 
eine Spitze ist, so schneidet die Gerade 0 P die Curve in P, 
in demselben Punkte als einen der fi — 1 Durchschnitts- 
punkte und in p. — 2 andern Punkten, oder die Gerade aus 
Ö nach dem Doppelpunkt oder der Spitze schneidet die Curve 
ebenda zweifach und in p — 2 andern Punkten. Aber im 
Falle des Doppelpunktes gehören die beiden in' ihm liegenden 
Schnittpunkte zu verschiedenen Aesten der Curve, sie fallen 
zwar zusammen, aber sie sind keine aufeinander folgenden 
Punkte; im Falle der Spitze sind sie solche. Wirklich nimmt 
im Falle einer Uuicursalcurve der Parameter 0 im Doppel- 
punkt zwei verschiedene Werthe an, denen die nämlichen 
Coordiuaten entsprechen, während für die Spitze jene beiden 
Werthe einander gleich werden. Mit noch andern Worten, 
die Gerade von 0 nach einer Spitze ist obwohl keine eigent- 
liche Tangente der Curve doch in einem hohem Sinne eine 
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Tangente der Cnrve als die Gerade von 0 nach einem Doppel- 
punkt. Wir schliessen also, dass der Doppelpunkt kein Ver- 
bindungspunkt ist, während die Spitze es in einem besondern 
Sinne ist. Ausser den Spitzen sind die Berührungspunkte 
der Tangenten aus 0 die eigentlichen Verbinduugspunkte in 
der Curve. • 

Indem wir zur Unicursalcurve und zur Gleichung 
( 0 , 1 )“ ( 0 ', 1 )“' = 0 

zurückkehren, so haben wir in einem Verbindungspunkt 
0 = 0’ und erhalten daher zur Bestimmung dieser Punkte 
m eine Gleichung 

(0, i)« + .'*_o, 

d. h. wenn die Punkte P, P ein Entsprechen («, a) haben, 
so ist die Anzahl der Verbindungspunkte gleich a -(- a. 
(Art. 83.) Die Anwendung des Satzes auf den Fall, wo P, P 
mit einem festen Punkte 0 in gerader Linie liegen und das 
Entsprechen ein (g — 1, g — 1) Entsprechen ist, giebt 2(g — 1) 
Verbindungspunkte; unter ihnen ist die Zahl der eigentlichen 
Verbindungspunkte = v und die der besondern als die der 
Spitzen = x oder wir müssen, wie es in der That für eine 
Unicursalcurve der Fall ist, die Relation haben 
v x = 2 (g — 1). 

In dem andern Falle, wo P ein Tangentialpunkt von P 
ist, sahen wir das Entsprechen als ein (v — 2, g — 2) und 
die Zahl der Verbindungspunkte muss also g -f- v — 4 sein; 
nun sind aber in diesem Falle die eigentlichen Verbindungs- 
punkte die Infiesionspunkte und die besondern die Spitzen, 
die Gesammtzahl derselben also gleich t -f- x und wir er- 
halten den Satz 

' 6-f-x-J-g-f-v — 4 oder 

t => 3 (g — 1) — 2x, 

was wirklich für eine Unicursalcurve mit x Spitzen der Fall ist. 

353. Wenn wir den Punkt P als gegeben denken, so 
kommt die geometrische' Construction zur Bestimmung von 
P im Allgemeinen darauf hinaus, dass eine gewisse von P 
abhängige Curve 0 durch ihre Durchschnitte mit der ge- 
gebenen Curve die P angiebt. In manchen Fällen ist P 
irgend einer der fraglichen Durchschnittspunkte, in andern 
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Fallen liegt eine gewisse Anzahl von ihnen im Allgemeinen 
im gegebenen Punkte P und diese werden ausgeschlossen. 
So ist in dem Falle, wo P und P mit 0 in einer Geraden 
liegen, diese Gerade OP die Curve 0 und sie schneidet die 
gegebene Curve in dem einfachen auszuschliessenden Punkte 
P und in ft — 1 andern Punkten. Und wenn P ein Tan- 
gentialpunkt von P ist, so ist die Tangente in P, welche 
die gegebene Curve daselbst in zwei nicht zählenden Punkten 
schneidet, die Curve 0 und es giebt ft — 2 zählende Punkte 
als entsprechend. 

Die Curve 0 kann aber ferner die gegebene Curve in , 
Punkten von zwei oder mehreren verschiedenen Classen von 
Punkten schneiden, so dass nur die Punkte von einer derselben 
Lagen von P sind. So ist es im letzt vorhergehenden Bei- 
spiele, wenn wir die Punkte P und P vertauschen oder P 
als den Berührungspunkt einer von P an die Curve gehenden 
Tangente betrachten ; die Curve 0 ist das System der v — 2 
Tangenten, welche von P an die Curve gehen. Jede dieser 
Tangenten schneidet die Cifrve in P, welcher einfach zählt, 
im Berührungspunkt P, der zweifach zählt, und in ft — 3 
andern Punkten P', welche wie wir sagen wollen zu P 
cotangential sind, so dass PF" die Curve in einem von P 
und P' verschiedenen Punkte P berührt. Oder was dasselbe 
ist, die Curve 0 von der Ordnung v — 2 schneidet die ge- 
gebene Curve in dem für v — 2 zählenden Punkte P, in 
v — 2 Punkten P', deren jeder für zwei zählt, und in 
( v — 2) (ft — 3) Punkten P', die einfach zählen. Die Corre- 
spondeuz (P, P) ist, wie wir sahen (ft — 2, v — 2), die Corre- 
spoudenz (P, P") ist offenbar (v — 2ft — 3, v — 2 ft — 3). 

354. Der Satz für eine Unicursalcurve führt zu einem 
analogen Satze für eine allgemeine Curve; mau erwartet, dass 
die Anzahl der Verbindungspunkte die um ein Vielfaches des 
Defects vermehrte Summe von « und a sei; etwa 
==« + «' + Ic. 2 D. 

Das letzte Beispiel zeigt jedoch, dass es nöthig ist, die Curve 
0 und die verschiedenen Classen von Schnittpunkten zu 
unterscheiden, die sie mit der betrachteten Curve hat. Der 
allgemeine Satz sagt daher aus, dass für eine Curve von 
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gegebenem Defect I) , wenn P , P", . . . die entsprechenden 
Punkte von P sind und wenn P, P' eine (a, «') Correspon- 
denz mit a als Anzahl der Verbindungspunkte haben, P, P" 
eine ( ß , ß") Correspondenz mit b Verbindungspunkten etc., 
und wenn die 0, die durch ihre Schnittpunkte mit der ge- 
gebenen Curve die Punkte P , P', . . . bestimmt, dieselbe in 
in dem Punkte P als k fach , in jedem der Punkte P als 
■ p fach und in jedem der Punkte P' als q fach zählend schnei- 
det, etc., die Relation besteht 

p (rt — « — «') -f- q (6 — ß — ß') -f- . . . = /.-. 2D , 
wobei in jeder der verschiedenen Correspondenzen die spe- 
ciellen Verbindungspunkte, wenn solche vorhanden sind, 
gezählt werden müssen. 

Wir erörtern diess an den schon erwähnten Beispielen. 
Wenn P und P mit 0 in einer Geraden liegen, so erhalten wir 
1) v + x = 2 (ft — 1) -f 21). 

Wenn P ein Tangentialpunkt von P ist, so folgt 
2) i x = p v — 4-)- 4P; 
und in dem Falle wo P ein Tangentialpunkt von P ist und 
wo b, ß, ß ' sich auf die Correspondenz P, P" der Cotangen- 
tialen beziehen, 

b — 2 (fi - 3) 0 — 2) + 2 (a - « - a) = (v — 2) 2 D, 
wo nach dem vorigen Beispiel 

a — a — k' = t -j- x — (ft-f -1 ' — 4) = 4 1) 
ist; somit 

b — 2 (ft - 3) 0 - 2) = 0-6) 2 D. 

Die eigentlichen Verbindungspunkte b sind hier die Be- 
rührungspunkte der Doppeltangenten, deren Zahl 2t ist; 
aber als specielle Verbindungspunkte zählen die Spitzen jede 
( v — 3) fach, wie wir annehmen müssen, und das Ergebniss 
ist also 

3) 2t = 20 — 3) O — 2) -|- O — 6) 22) — (y — 3) x. 
Die Gleichungen 1), 2) und 3), welche die Classe, die 
Zahl der Inflexionen und die Zahl der Doppeltangenten einer 
Curve von der Ordnung p aus ö Doppelpunkten und x Spitzen 
angeben, stimmen mit den PI Ücker sehen Gleichungen über- 
ein; man bestätigt sie am leichtesten, indem man die in 
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Art. 83. gegebenen Ausdrücke der verschiedenen Grössen in 
ft, v und a = Sv -f- x an wendet. 

355. Wenn in einer Gurve die Punkte P und P eine 
(1, 1) Correspondenz haben, die Punkte (P, P') eine eben- 
solche, und so fort bis zu deu Punkten P<" — *>, P">,' so haben 
offenbar auch die Punkte P, P n) eine (1, 1) Correspondenz. 
Und umgekehrt, die Punkte P, P">, welche sich (1, 1) ent- 
sprechen, können als mit einander verbunden durch die Reihe 
der vermittelnden Punkte P, P", . . . P (, '~ ,) betrachtet werden. 

!m Fall einer Curve vom Geschlecht Null bringt die 
(1, 1) Correspondenz der Punkte P, P auch eine solche 
Correspondenz der bezüglichen Parameter 0, 0' mit sich; 
nämlich von der Form 

(0, 1) (0', 1) = 0 

oder was dasselbe ist 


«00' + 60 + c0' + d = 0, 

d. h. die Parameter 0, 0' sind projectivisch von einander ab- 
hängig. Die Transformation hängt von drei’ willkürlichen 
Parametern ab. 

Denken wir die Curve als Kegelschnitt, so ist bekannt, 
dass für ein (1, 1) Entsprechen der Punkte P, P die Gerade 
PP einen Kegelschnitt umhüllt, der mit dem gegebenen 
Kegelschnitt eine doppelte Berührung hat; ein solcher Kegel- 
schnitt hängt als der Bedingung der Doppelberührung unter- 
liegend wirklich von drei Bedingungen oder Parametern ab. 
Wenn wir aber die Punkte A, B willkürlich wählen und 
sodann zwei Punkte P, Q des Kegelschnitts mit A in gerader 
Linie aunehmeu, P aber in gerader Linie mit B Q, so haben 
die Punkte P, P ein (1, 1) Entsprechen, welches scheiubar 
von vier Parametern abhängt; es folgt daraus, dass die Punkte 
A und B ohne Verlust an Allgemeinheit einer einfachen Be- 
dingung unterworfen werden können. 
Lassen wir die Correspondenz P, P 
'mittelst des von der Geraden PP' um- 
hüllten Kegelschnitts gegeben sein, 
und nehmen wir auf der Berührungs- 
sebne willkürlich den Punkt A an, 
ziehen PA, das den Kegelschnitt in 
Q schneidet und QP, welches in der Sehne den Punkt B 
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bestimmt, so ist mittelst der Punkte A, B die (1, 1) Corre- 
spondenz auch bestimmt, aber A ist als ein bestimmter Punkt 
in der Berübrungssehne, sagen wir als ihr Schnittpunkt mit 
einer festen Geraden gegeben und B wird nach dem Vorigen 
gefunden und wir haben also die durch diese zwei Punkte 
vermittelte Correspondenz ganz ebenso , als wenn A in der 
Berübrungssehne willkürlich gewählt wäre. 

Ein im Vorherigen mit enthaltener Kall ist es, wenn die 
(1, 1) Correspondenz von I\ P so beschallen ist, dass die 
Gerade Bl y durch einen festen Punkt C geht; der umhüllte 
Kegelschnitt ist als Liniengebilde betrachtet hier der zwei- 
fach genommene Punkt C, als Punktgebilde aber das Paar 
der von C au den gegebenen Kegelschnitt gehenden Tan- 
genten; d. h. die Berührungssehne ist die Polare von C und 
die Goustruction ist die nämliche Kig. ®». 

wie vorhin, indem wie man leicht 
sieht die Punkte A, B, C ein Tripel 
conjugierter Punkte in Bezug auf 
den Kegelschnitt bilden; die 
Originalcorrespondenz der Punkte 
P, P als in einer Geraden aus C 
gelegen, wird durch eine Corre- 
spondenz mittelst der Punkte A und B ersetzt, die mit C 
ein Tripel harmonischer Pole bilden. 

Die vorhergehenden Eigenschaften stehen in Beziehung 
zu dem Problem von der Einschreibung eines Polygons in 
einen Kegelschnitt, falls seine Seiten entweder durch gegebene 
Punkte gehen oder Kegelschnitte berühren müssen, die selbst 
mit dem gegebenen in doppelter Berührung sind. 

356. In einer Curve dritter Ordnung (D = 1) haben 
wir eine (1, 1) Correspondenz, die von einem einzigen Para- 
meter abhängt; aber es giebt zwei Arten dieser Correspondenz, 
nämlich 1) die, dass die Punkte P, P mit einem Punkte A 
der Curve dritter Ordnung in gerader Linie liegen, und 2) 
so, dass P mit Q in einer Geraden aus dem Punkte A der 
Curve liegt, indess Q und P in einer Geraden durch den festen 
Punkt B der Curve enthalten sind. Die letztere Beziehung 
ist auch nur scheinbar von zwei Parametern abhängig; denn 
für C als einen bestimmten Punkt der Curve dritter Ordnung 
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und mittelst der Geraden A C, welche die Curve noch in 0 
und B 0, welche sie noch in D schneidet, wird derselbe eorre- 
spondirende Punkt F zu P erhalten, 
indem man PDR und RCF zieht, 
d. li. mittelst eines einzigen Punktes 
D. Es ist in Wahrheit offenbar, 
dass von P ausgehend und P als 
Schnitt von QB mit RC construie- 
rend, die Curve dritter Ordnung durch 
die Punkte A, B, C, D, 0, P, Q, R auch durch den Punkt 
F geht, so dass die Punkte A, B und die Punkte C, 1) zu 
demselben Punkte I) führen. 



Oer in der vorigen Construction enthaltene Satz kann 
in folgender Art ausgesprochen werden : Wenn in einer Curve 
dritter Ordnung die Punkte A, B, C, D so liegen, dass die 
Geraden AC,BD sich in einem Punkte 0 derselben schnei- 
den, so giebt es unendlich viele der Curve eingeschriebene 
Vierecke PQFR, deren Seiten durch A, B, C, D respective 
gehen; jeder Punkt P der Curve kann als Ecke eines solchen 
Vierecks angenommen werden. 

357. Denken .wir allgemeiner in die Curve dritter Ord- 
nung ein ungeschlossenes Polygon PQ ... X von 2n — 1 
Seiten eingeschrieben, dessen Seiten durch feste Punkte der 
Curve gehen, so ist das Entsprechen der Punkte P und X 
ein (1, 1) Entsprechen der ersten Art, d. h. die letzte Seite 
XP schneidet die Curve dritter Ordnung in einem festen 
Punkt. Wir erhalten damit unendlich viele der Curve dritter 
Ordnung eingeschriebene 2»tecke, deren Seiten durch feste 
Punkte der Curve gehen. Und diese festen Punkte sind will- 
kürlich bis auf einen, der durch Construction eines solchen 
Polygons bestimmt wird. 

Wir können diese Theorie durch die Ausdrucksweise der 
Punkte der Curve dritter Ordnung mittelst Parameter nach 
Art. 347. erläutern. Das (1, 1) Entsprechen zwischen zwei 
Punkten einer Curve dritter Ordnung erfordert einen ratio- 
nalen Ausdruck für die Parameter sinam u, cosam u, Aam 
u in Function der sinam u, cosam «, Aam u und diess so- 
dann erfordert eine Gleichung von einer der beiden Formen 
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u -f- u — const. oder u — u = const. 

Wenn aber drei Punkte P, P' und A in gerader Linie liegen, 
so findet im Allgemeinen eine Relation 
« -(- u -f- a = A 

statt, für A als eine von der absoluten Invariante der C'urve 
dritter Ordnung abhängige (konstante. Eine Gleichung von 
der Form u + u' — const. fordert also, dass P und P mit 
einem festen Punkte A in einer geraden Linie liegen. Wenn 
aber die Gleichung u — u — const. besteht, so denken wir 
die Constante in der Form der Differenz b — a gegeben, und 
können dann schreiben 

= v '-f- b -f- u = A; 

daraus aber ergiebt sich die geometrische Bedeutung dahin, 
dass P und Q mit einem festen Punkt A und Q, P mit 
einem festen Punkt B in gerader Linie liegen. 

Wir können offenbar für die Punkte A, B zwei andere 
C, 1) substituieren, vorausgesetzt, »lass wir haben 
b — a — c — d, oder a + c = b + d, 
d. h. vorausgesetzt, dass die Geraden AC und B J) sich in 
der Curve durehschneiden. Wir haben so die vorher erhal- 
tenen Resultate wieder gefunden. 

358. Für eine Curve vierter Ordnung mit zwei Doppel- 
punkten ( J) = 1) existiert eine gleiche Theorie des Eut- 
sprechens (1, 1); für eine solche mit einem Doppelpunkt 
(D == 2) wird durch diesen Letzteren ein (1, 1) Entsprechen 
vermittelt, das von keinem Parameter abhängig ist, indem 
die Gerade PP sich um den Doppelpunkt dreht. 

Es giebt eine interessante Theorie der (2, 2) L'orrespon- 
denz in einer Unicursalcurve und insbesondere in- einem 
Kegelschnitt; die Parameter, welche die Lage der Punkte 
P, P bestimmen, sind dann durch eine Gleichung von der 
Form 

( 0 , 1 )* ( 0 ', l )*-0 

verbunden. Für Kegelschnitte erhalten wir die Poncelet’schen 
Sätze in Bezug auf die ein- und umgeschriebenen Polygone. 70 ) 
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Neuntes Kapitel. 

Allgemeine Theorie der Curven. 

359. Wir wollen in diesem Kapitel die allgemeine Theorie 
der Curven im Sinne des Kap. II. weiterführen und beginnen 
mit der Theorie der Doppeltangenten einer durch die all- 
gemeine Gleichung n' en Grades dargestellten Curve, welche 
wir in Art. 78. vertagt hatten. Wir wollen zwei Methoden 
erklären, durch welche man die Gleichung einer Curve bilden 
kann, deren Durchschnittspunkte mit einer gegebenen Curve 
die Berührungspunkte ihrer Doppeltangenten bestimmen. 

In Art. G4. wurde die Theorie der Tangenten einer Curve 
vermittelst der Gleichung A = 0 studiert oder der Gleichung 
k"U' -f A" _ 1 ftA IT + \ k"-* + ... = (>, 

welche die Coordinaten der Punkte bestimmt, in denen die 
Verbindungsgerade zweier gegebenen Punkte die Curve schnei- 
det. Wir sahen dort, dass für einen Punkt x[ der Curve und 
einen beliebigen Punkt Xi der in ihm die Curve berührenden 
Tangente die Relationen 

Z? = 0, AV — 0 

und wenn diese Tangente in drei auf einander folgenden 
Punkten schneidet, zugleich die Relation A- IT = 0 bei vier 
auf einander folgenden Schnittpunkten auch A 3 IT — 0 er- 
füllt ist und so fort. 

Wenn die Tangente im Punkte xl die Curve noch in 
einem andern Punkte berührt, so muss die durch V = 0 und 
AU' — 0 reducierte Gleichung A = 0, die nun vom Grade 
(n — 2) ist, gleiche Wurzeln haben und wenn wir die Dis- 
criiuinante dieser Gleichung durch I r repräsentieren, so muss 
die Relation Y — 0 durch die Coordinaten x,- und xi erfüllt 
werden. 
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Im Falle der Inflexiouspunkte, wo die zwei Bedingungen 
AU' = 0, A- U = 0 

bestehen, welche respective vom ersten, und vom zweiten 
Grade in den *,• sind, und doch beide für jeden 'beliebigen 
Punkt der Tangente befriedigt sein müssen, ist offenbar, wie 
wir in Art. 74. entwickelten, dass AU' — 0 die Gleichung der 
Tangente ist und dass A ! U’ den Factor A U enthält. In der- 
selben Art muss im Falle einer Doppeltangente Y die Grösse 
A U als Factor enthalten und durch Aufstellung der Bedingung, 
unter welcher diess der Fall ist, erhält man die Bedingung, 
unter welcher der Punkt xi der Berührungspunkt einer Doppel- 
tangente ist. Da die in Art. 74. benutzte specielle Methode 
auf den allgemeinen Fall nicht anwendbar ist, so gebrauchen 
wir die folgende von Cayley herrührende Methode. Es ist 
zweckmässig mit dem nachstehenden Lemma zu beginnen. 

360. Wenn die Gleichungen von zwei Curven U — 0 
und V — 0 die Variabein x,- in den Graden a, b respective 
und die x i in den Graden a', V enthalten und wenn die ab 
Schnittpunkte dieser Curve sämmtlich mit xi zusammenfallen, 
so wird der Grad der weiteren Bedingung verlangt, unter 
welcher sie andere gemeinschaftliche Punkte haben, was 
offenbar nur dann der Fall sein kann, wenn U und V einen 
gemeinsamen Factor besitzen. Wir bemerken, dass in diesem 
Falle eine beliebige Gerade 

Si*i + tiX 2 + £3*3 = 0 

einen den Curven U — 0 und V — 0 gemeinschaftlichen 
Punkt enthalten muss, nämlich den Punkt oder die Punkte, 
in welchen sie die durch Verschwinden des gemeinschaft- 
lichen Factors dargestellte Curve schneidet. Daraus folgt, 
dass das Resultat der Elimination zwischen 17=0, V—0 
und der linearen Gleichung in diesem Falle gleich Null sein 
muss. Diess Resultat enthält die g,- im Grade ab, die xi im 
Grade ab' -)- a' b und die Coefficienten von U und V in den 
Graden b und a respective. Da aber das Eliminationsresultat 
erhalten wird, indem man die Substitutionsresultate der Co- 
ordinaten der Durchschnittspunkte von U und V in 

x 3 

mit einander multipliciert, so ist sie in diesem Falle von der Form 
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TT (S)#/ + + %3 x z) ai ' 

Die Bedingung 

6 ,*.' + .. = 0 

zeigt aber nur an, dass die willkürliche Linie durch den 
Punkt xi gehe, in welchem Falle sie allerdings einen gemein- 
schaftlichen Punkt der beiden Curven unter allen Umständen 
enthält. Die Existenz eines gemeinschaftlichen Factors von 
U und V wird also nur durch das Verschwinden des andern 
Theils der Resultante , also durch TT = 0 bedingt und wir 
sehen, dass diese Bedingung die jj,- nicht mehr enthält und 
vom Grade 

a V -f- d b — ab 

in den xi sowie von den Graden b und a respective in den 
Coefficieuten von U und V ist. 

3G1. Wenn wir die beschriebene Methode auf die Unter- 
suchung der Inflexionspunkte anweuden , d. h. auf die Be- 
stimmung der Bedingung, unter welcher A U' und A* U einen 
gemeinsamen Factor haben, so ist 

« = l , d «= m — 1 , b = 2 , V — n — 2 
und die erhaltene Formel giebt für den Grad von TT in den 
xi die Zahl 3 (n — 2), die früher gefundene Ordnungszahl 
der Hesse sehen Determinante; auch ergiebt sich, dass TT vom 
zweiten Grade in den Coefficieuten von A U und vom ersten 
in denen von A- V ist, also da beide die Coefficieuten von 
U sind, vom dritten Grade in den Coefficieuten von U, was 
ebenfalls dem Früheren entspricht. 

Für den Fall der Doppeltangenten reduciert sich die 
Gleichung A — 0 auf die Form 

iA-U'A — 2 + ...+ [/>''-* = () 

und ein Glied ihrer Discriiuiuante ist z. B. 

(A 2 IO»-» U’-s, 

d. h. diese Function Y ist vom Grade (« -f- 2) (w — 3) in 
den Xi, von dem Grade (» — 2) (w — 3) in den x{ und von 
2 (n — 3) in den Coefficieuten der Originalgleichung U — 0. 
Wir können dann ferner zeigen, dass alle Schnittpunkte von 
Y = 0 und A U' = 0 mit xi zusammeufalleu ; denn die 
Gleichung des Systems der ri ! — n — 2 Tangenten vom Punkte 
xi wird nach der Methode des Art. 78. in der Form 
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k A U' + Y (A J ?/')* = 0 

gefunden und diess System kann von A U' = 0 in keinem 
andern Punkte als x,' geschnitten werden, so dass wir durch 
Einsetzen von A U' = 0 in die letzte Gleichung erkennen, 
dass A U’ = 0 weder ! r = 0 noch A* U' — 0 in einem andern 
als dem Punkte xf schneiden kann. Wir können daher die 
Methode des Art. 360. anwenden, indem wir 

a — 1 , d = n — 1 , b = (n -f- 2) (» — 3), 
b' — {n — 2) (» — 3) 

setzen, also 

ab' -|- ab — ( n • -j- 2n — 4) (n — 3). 

Wir erhalten somit den Grad von TT in den xi gleich 
(« -f 3) (» — 2) (w — 3). 

Es ist auch vom Grade (n -f- 2) (« — 3) in den Coeffie.ienten 
von A U' und vom ersten Grade in denen von Y, somit vom 
Grade ( n -j- 4) (w — 3) in den Coeffieienten der Original- 
gleichung. Die Doppel taugen ten cu rve TT = 0 schneidet die 
Originalcurve U — 0 sonach in 

w (« -)- 3) (n — 2) (m — 3) 

Punkten und da zwei dieser Punkte zu je einer Doppeltangente 
gehören, so ist die Zahl der Doppeltangenten 
= £ n (n — 2) (n 2 — 9), 
wie in anderer Art in Art. 82. gefunden ward. 

362. Die Methode des Art. 360. erlaubt aber auch durch 
die wirkliche Durchführung der angegebenen Operationen die 
Bildung der Bedingung TT = 0 selbst. Sind die xi wie vor- 
her die Coordinaten des Punktes der Curve, so haben wir im 
Falle der Inflexion zwischen 

6,*, + + Sa = o, A W = 0, A* V = 0 

zu eliminieren und die letzten Gleichungen lauten in ent- 
wickelter Form mit Weglassung der Striche bei den Ui und U'a 
+ ü A + U z x. t = 0, U n x* -f U. n x.? + U 33 x 3 2 
-)- 2 U n x 3 x 3 -j- 2 U 3l x 3 x t -f- 2 U u x { x 2 == 0. 

Wir wollen dabei, um numerische Factoren zu vermeiden, 
die Originalgleichung Z7 = 0 mit Binomialeoefficienten ge- 
schrieben und die gemeinschaftlichen Factoren nach der 

S a 1 in o n , Höhere Curveu. 2G 
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Differentiation entfernt voraussetzen, so dass die U, die ersten 
Differentiale von ü' durch n dividiert, die Uh die zweiten 
Differentiale von U' dividiert durch n (n — 1) bedeuten und 
die Euler’schen Gleichungen von den homogenen Functionen 
lauten 


U x “I“ U% X 2 ”1” ^3 X 3 U 7 

Z7i, a:,' -f- U Vi xi -(- U i3 x 3 ' = U it etc. 


Die Bedingung, unter welcher zwei Gerade von den Coordi- 
naten U, und sich in einem Punkte eines Kegelschnitts von 
den Coefficienten Uh schneiden, kann in Form einer Deter- 
minante 


U u , 

U n , 

U{3 7 


ll 

U\i 7 

U-n 7 

C^23) 

U„ 

§2 

tu 

U n , 


U 37 

§3 

U t , 

ü, , 

U* 7 

0 , 

0 

5. , 

U 7 

U 7 

0 , 

0 


geschrieben werden, weil diese Determinante identisch ist mit 
dem Resultate der Substitution der Coordinaten des Schnitt- 
punktes der Geraden, d. h. 

U&-U&, ü 3 s, - u\, U x l 2 - u t t„ 

in die Gleichung des Kegelschnitts. Diese Determinante kann 
aber nach den Euler’schen Gleichungen dadurch reduciert 
werden, dass man die ersten drei Reihen und Zeilen mit 
x x , x 3 , x 3 ' respective multipliciert und von der vierten Reihe 
respective Zeile subtrahiert. Für 

tt X i + h X 2 + 6 ** 3 ' = R 

wird sie dann zu 


oder zu . 

— U' 


tu 

U \2 7 

U a , 

0, 

6, I 

U\17 

U 3 27 

Ui3> 

0, 

S 2 1 

U- 

U‘i3, 

U 33 , 

0, 

*3 

0 , 

0 , 

0 , - 

U\- 

- R 

S, , 

£2 , 

i 3 , - 

R, 

0 


tu 


U 


U nt u v 


12 7 


U. Vil ) 
€1 y 62 » 


bi 

U-ni £•> 

Ui £3 
S 3 „o 




U u , 

U», 

U tt , 


^121 

U 2 d 

C^23> 


^13 | 

C^23 5 

u ! 
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und wenn wir nach Clebsch das Zeichen (’') für die mit 

LT multiplicierte Determinante brauchen, in der die Gruppe 
der Hesse ‘scheu Determinante mit dem Saum der hori- 
zontal und vertical versehen ist, und in cousequenter Erwei- 

( U ä \ 

v ' | / ^' e ursprüngliche 

Determinante bezeichnet, so haben wir also die Gleichung 
begründet 

Wenn also die x/ das Verschwinden von U' bedingen, so 
folgt, dass die Gleichung ([/ ’ j') = 0 sich auf H — 0 re- 
duciert, wie bekannt. 

363. Um durch dieselbe Methode die Gleichung der 
Doppeltangeutencurve zu finden, haben wir das Resultat der 
Substitution von 

u,t 3 - u 3 n„ u.& - u,s, - u,i t 

für x l} x.,, x 3 respeetive in die Discriminante der redueierten 
Gleichung A = 0 (Art. 359.) zu entwickeln und wir werden 
zu diesem Ende die Resultate dieser Substitution in die ver- 
schiedenen Coefficienten dieser Gleichung, nämlich in A- b", 
A :l U', etc. oder wie wir abkiirze.ml schreiben wollen, in 
A 2 , A 1 , etc. aufsuchen. Im vorigen Art. ist das Resultat der 
Substitution in A 2 entwickelt und Hesse 1 "’) hat gezeigt, dass 
das Resultat der Substitution in A* von der Form 
P* U + Qk (!,*,’ + l,x.: + £3*3')* 
ist, welches sich für x,' in der Curve auf QkJb reduciert. 
Seine Methode zeigt, dass, wenn diess für zwei auf einander 
folgende A 4 — A* gilt, es auch für A* + ‘ wahr ist und sie 
erlaubt uns Pk+i, Qk + i mittelst der vorausgehenden Coeffi- 
cienten auszndrüekeu. Wir erinnern, dass nach der Definition 
A 4 + 1 = A (A*) ist, wo A die Operation 

d , d , d 

X\ j — > "-p X., — > -4- Xo -j — » 

d .t, 1 * (txj 1 J d x 3 

bezeichnet, in der jedoch die und die x, ; von einander 
unabhängige Grössen sind. In dem hier betrachteten Falle ist 

Xt — bj b/, i, 

„ 26 * 
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und also eine Function der x[\ man hat daher die Operation 

A so zu vollziehen, dass die Differentiation die x[ nur trifft, 

insofern sie explicite erscheinen, und nicht insofern sie in 

den Xi enthalten sind. Bezeichnen wir die Operation 

d , d , d 
X, j — t 4- X. y — , 4- X., — — , 

1 dx t 1 1 dx 2 1 A dx a 7 

ohne, diese Einschränkung durch y , so haben wir fiir die 
Operation an irgend einer Function S nach der allgemeinen 
Kegel zur Ableitung der Differentiale nach den in der 
Voraussetzung, dass die Xi Veränderliche sind, aus den Diffe- 
rentialen in der Voraussetzung, dass sie Constanten sind 

vS = AS+ dXi V x i + ^ + ix> V*3- 

364. Der nächste Schritt ist die Berechnung der Werthe 
der 7 i';. Das Ergebniss der Operation y an einer Function 
S ist offenbar die Determinante 

s. , s t , s 3 

U , , U 2 , U 3 

St ! ^2 J £3 

und daher filr die Function x t oder U., — U 3 | 2 insbesondere 


(«- 1) 


U X A, - Cf 13 s 2 , - u a t 2 , u., t t 3 - u 33 l 

U t U 2 u 3 

s, , i, , i 3 


wo der Factor n — 1 aus der Annahme entspringt, die wir 
machten, dass die Differentiale der Ui die (w — I) fachen 
Uik seien. 

Wir redueieren nun die eben geschriebene Determinante 
in folgender Weise. Sie ist 


1, 


U a 


ü. y 


Ü K 


0 , U t 2 1 :1 U t U n £ :l U n | 2 , U 23 |. t — C/ M | 2 


0, 

0, 


U, 

ii 


u. 


I 3 » ^13» ^23 > ^33 
^2) ^1 2 ) ^22» ^23 

0, C7,, Z7 2 , Cf-, 

0 , £., £,, £., 


^3 

£3 
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?3 t 

^.3 

, t/ 23 , t/33 


t/,2 

, t/22 > ^23 

C62 •*'2 “f” ?3 *3 J ; 

U u x 

, , t/,,*,, t/( 3*1 

0 


> i'> > l> 3 > 

ß il^l > ^\l X \ 

r 

1 > 

^n x n U\ 3 x t 

6, , F,, 

) 

F>2 , t/23 

E, , ?A;, 

} 

^23 » ^33 

0 , I, 

f 

12 1 Is 

t/,2, t/,2 , 

u n 

+ *.■ (!;)■ 

— ß i t/,g , t/ 2 j, 

u„ 

i. 1 e, , 

U j 


dS . _ dS\ 
■+■ ^3 'drj 


"F d x, 1 *" 3 d xj 


Bezeichnen wir (j 1 ) durch X und durch X, die halben 

Differentiale dieser Function nach den so differieren diese 
Letzteren nur im Vorzeichen von den als Factoreu von R 
in den Werthen der \jx, aut'tretenden Determinanten; wir 
erhalten daher , 

y (5) = A (S) — (» - 1) ß (x, g 

+ ( m - J ) (!') (*/ }§, + + *3' £r 3 )- 

Ist insbesondere £ = A A f F) für F als eine Function 
vom Grade n' in den */, so ist wegen 

~ = k / . A*-'(n 

da-, axi ' 7 

nothwendig 

V(A* F) = A*+ l (F) 

-t(— liJiti, ^ + 1 , 4 , + 1 , 4 . 

+*(»-» d:) (*.■ A + * ... 

Da aber A* — 1 F eine in den xi homogene Function vom 
Grade n — k -J- 1 ist, so reduciert sich das letzte Glied auf 

i(»-l) (»'-* + 1) @A*->(F). 

365. Es ist zweckmässig, hier die Abkürzung if> für die 
Operation 

einzuführen, und wir bemerken noch, dass 


) A*->(F) 


rfx,- -r ‘3 
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<KF) = 


U u , 

U n , 

U n , 

F, 

u„, 

U 22 , 

U n , 

n 

U n , 

U 23 ) 

U 33 ) 

v 3 

> 

s 2 > 

£.1 . > 

0 


ist, wofür wir auch schreiben dürfen Q 


Wenn man in der vorigen Determinante an Stelle der 
Vi und der 0 die Grössen 


^irs U J3 % 2I U ,3 1 ;1 

und — 6 j 5 2 einsetzt, so zerfällt sie in zwei, welche je 
zwei gleiche Reihen enthalten und verschwindet also, d. h. 
das Resultat der Operation ip an x, verschwindet. Wenn 
man daher die Operation ip an einer Function ausführt, die 
die Xi enthält, so ist das Resultat das nämliche, ob man diese 
Grössen als Constanten betrachtet oder nicht. Die Gleichung 
des letzten Art. giebt daher in ihrer Anwendung auf die 
• Grössen A* etc., welche wir zu berechnen wünschen 

A*+ l = V (A A ) + k (» - 1) Rtp (A*-*) 

— k (» — 1 ) (»- + 1 ) 


366. Aus dem so eben gefundenen "Ausdruck ergiebt 
sich nun, dass für 

A*- 1 = P*_, U+ Ö*_, li 2 und A* = P* + Q k R 2 
für A A+1 die gleiche Form folgt. Denn wir haben nur diese 
Werthe von A* -1 , A* in die Gleichung des letzten Art. ein- 
zusetzen und wir müssen dabei bemerken, dass v (17") und 
V (P) verschwinden , wie sogleich durch Einsetzung der Ui 
oder der |< für die in 

Si , S 2 , S 3 

U„ u 2 , u, 

£l ) £ 2 > £3 

folgt. 

Es ist also 

a (v*) = u v (p*) + r 2 v m- 

Indem wir dann 

nU,, nU 2 , nU 3 und g,, -g ;t 

für £>,, S 2 , S 3 in Q) substituieren, folgt 
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und daher 

tp (A*- 1 ) = U ip (P*_i) 4* R' ! ip iQk-O 
— uPk—i HR -f- 2 R Z Q/i _ i . 

Verbinden wir endlich die im Ausdruck des Art. 365. 
für A*+‘ vorkommenden Glieder, so erhalten wir 

A*+* = UP k+l + R-Qk+i 

mit 

Pk+i — y (P*) - k (n - 1) (» — k + 1) ZPk-t . 
4~ k (» — l)Rip(Pk-i), 

und Q k . , = V (Qk) — k (» — 1) (n — k — 1) I Q k _ , 

+ k (n - 1) Rtp (Qk-i) -n(n- 1) *P*_, H. 

367. Aus diesen Formeln können wir nun die Werthe 
von P :) , etc. entwickeln. Mau hat zuerst P, = 0 Q, — 0 
und (nach Art. 362.) 

p 2 - - 1, ft - - -ff; 

also 

P 3 = - A (I), ft = - A (H). 

Wenn die Curve eine Curve dritter Ordnung ist, so wird 
A 3 die cubische Function selbst und der so eben für Q 3 ge- 
fundene Werth erhält die folgende geometrische Bedeutung: 
Wenn eine Gerade 

ii*i + i 2 x 2 + = 0 

eine Curve dritter Ordnung schneidet, und von den Schnitt- 
punkten aus die je vier Tangenten an die Curve gezogen 
werden, so liegen die zwölf Berührungspunkte derselben in 
der Curve vierter Ordnung 

H„ H 2) HA 
U it ü a , U 3 \=0; 

61 » S2 7 63 j 

denn diese Bedingung muss, wie wir gesehen haben, für 
jeden Punkt der Curve erfüllt werden, dessen Tangente sich mit 

Mj + §2^2 + £3*3 = ° 

in der Curve schneidet. Dasselbe Resultat folgt auch un- 
mittelbar aus Art. 184. 

Um nun zu weiter zu gehen, so haben wir nach Art. 366. 
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Q t = - V (A^) + 3 (» - 1) (» - 4) TH 
-3 (» — 1) (//) + 3h (» — 1) I H 

= — y (AH) + 6 (n — 1) (n — 2) TU — 3 (n — 1) JUpH. 

Aber iu Uebereinstimmung mit dem Resultat von Ende 
Art. 364. erhalten wir für k — 1 und n als den Grad der 
Hesse sehen Determinante oder 3 (n — 2) 

y (AH) = A-H - (n — 1) lip (H) + (w — 1) n TH 

und somit 

= — A-'i/ -f (« — 1) n TH — 2 (n — 1) RipH. 

368. Damit haben wir die Mittel zur Bildung der Doppel- 
tangeutialcurve für eine Curve vierter Ordnung. Nach der 
in Art. 363. erklärten Methode war zuerst die Discriminaul« 
von A = 0 oder von 


r!i A,1, + rf. A ^+rrr4 A V 


zu bilden und nach Substitution von § 3 — U 3 % n e Ic. 
x, , etc. müssen mit Hilfe der Curvengleichung die eiitfernt 
werden. Indem man die Substitution vor der Bildung der 
Discriminante macht, wird die Gleichung 


i4ä Q^ + QM + ^ = °’ 


und ihre Discriminante weicht nur durch einen numerischen 
Factor von Q.? — 3 Q 7 Q t ab , einer Function , . welche die £, 
noch im zweiten Grade enthält und daher eine weitere Re- 
duction erfordert. Dazu ist die folgende Formel nützlich. 


369. Wenn wir das System der Hesse’schen Determi- 
nante mit drei Reihen und drei Zeilen säumen, so ist die 
entstehende Determinante offenbar dem I’roducte der beiden 
horizontal und vertical hinzugetretenen Determinanten bis auf 
das Zeichen gleich. Insbesondere also, wenn V, W Functionen 
von den Graden n, n" sind, so ist 



Un, 


Un, 


r» 

U, j 


u n , 

Ul 2 ) 

Un, 

h, 

Vi, 

Ul 1 

A (V) A (W) = 

u u> 

I, , 

Ul 3 , 

£2 > 

Un, 
£3 > 

In, 

Q, 

V„ 
0 , 

U 3 

0 


W u 

w v 

w 3 , 

0 , 

0 , 

0 


u t , 

Ul, 

U 3 , 

0 , 

0 , 

0 
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U u , 

u„, 

U u , 

s. , 

v t , 

0 

v a . 


^23 > 

i, , 

v, , 

0 

V a , 

ul, 

U 33> 

) 

V 3 , 

0 

s. , 


*3 , 

n , 

0 , 

— R 


w,, 

W s , 

o , 

0 , 

— n" W 

0 , 

0 , 

0 , 

-R, - 

- n V, 

— ü 


oder 

A ( V) A ( W) = n »" V W ( j') — n VR ( " ') 

-nWRQ)+R’(%)+V(\;%), 

und wenn die xi der Gleichung U — 0 genügen, so ver- 
schwindet das letzte Glied. Es ist also insbesondere 


(A Vf - ri‘ V*(f) - 2n VR (£) + 

oder in der vorher gebrauchten Bezeichnungsweise 

Qf = (A Hf = n' i H 2 Z — 2 n HR* (II) + R 2 (JJ, 

wo das letzte Glied das Resultat bezeichnet, welches man er- 
hält, indem mau in Z anstatt der {;,• die Differential- 
coefficienten von 11 Betzt. 

in ganz derselben Art erhalten wir eine Reductions- 
formel für A- V, indem wir in der vorhergehenden Deter- 
minante 

äx,> *%> k fiir v » v *> v > 1111(1 flir in, w, 

setzen und die Operation an V vollziehen. Wir haben dann 
in der Reduction statt n V und n" V 

, d , , d . < cl 

x *d 51 + ** 5Ü + *3 di, 

und die Formel wird - 

A 2 V = n' (»' - 1) V (|) - 2 (»' - 1) R Q + R 1 (J ) V, 

worin das letzte Symbol das Resultat bezeichnet, welches 
man erhält, indem man in Z anstatt der §; Diftercntiations- 
symbole einsetzt und die entsprechenden Operationen an V 
vollzieht. 

Indem wir nun den so für A 2 H gefundenen Ausdruck 
in den im Art. 388. für Q, gegebenen Werth einsetzen, er- 
halten wir 

Q t = - n (» — n) ZH + 2 (n' — ») Ri» (JET) - IV 
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Und weil Qi — — H ist, so erhalten wir allgemein 

(«' - «) Q? - «' Q, Q t = ü* {(«’ - «) @ - ) h | . 

Tm Falle der Curve vierter Ordnung, wo n = 4, n = 6 ist 

fc’-3ft« 4 -JP|©-3ir(£)2r| 

und demnach die Gleichung der durch die Berührungs- 
punkte der Doppeltangenten gehenden Curve 

d. h. für X als die Function — das adjungiert« System der 
Uik als U,* bezeichnend — 


u ii£i* + u„g.; 2 + U33I; 2 

+ + 2U t3 S|| ;( + 

in entwickelter Form 


U„ 


dm 

da,* 


+ U „ 


dm , I7 dm 

dar,’ ' 33 dx 3 * 


+ 2U j3 


djä dH 10 tt d-ffdfl .or, dH dH 
dx t dx s ‘ ^ dx t dx s * 12 dx t dx s 


— 3-ff j U n ££+U„ ££+U 


+ 2U„ , + 2U,3 + 2U,2 { ; 

1 33 da, da:, 1 13 da;, da-, 1 12 da;, da, f ’ 

eine Curve von der Ordnung vierzehn. 


da,* ~ r KJ ' n da,* 
<PH 


(PH 
33 da,* 

d*H 


370. Die erhaltene Gleichung kann mit Hilfe des in 
Art. 356., 1. der „Kegelsch.“ entwickelten Ausdrucks der 
Bedingung transformiert werden, unter welcher die Polarlinie 
eines Punktes in Bezug auf einen Kegelschnitt einen andern 
Kegelschnitt berührt. Für 

a u x i 2 "t" ~ 

als den einen und 

«u'^i 2 + — 0 

als den andern Kegelschnitt haben wir 

(® 22%3 ®?: r ) ( a ll &1 “ 4 " ^12 *^2 “ I ” rt 13 ” t “ * • • 

= (a n a 33 — a n 2 ) + ...}{ a,,'«, 2 + ...}- F, 

für F als einen contravarianten Kegelschnitt. Und in der- 
selben Art ist 
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(«»'«ss' — «„'*) (« n x, -f a l 2 x 2 + a l 3 x 3 y + . . . 

= { «n («r/«M — «»' J ) + • • } { «,, V • • • } - F. 
Wenn wir nun die «,* als die Uu der vorigen Entwickelung 
und ebenso die «',* als die zweiten Differentialeoeffieienten 
der Hesse scheu Curve denken, so sind, weil n der Grad 
der letzteren Function ist, die 

«II X \ 4" «II *t 4" «13 X 3> 

die («' — 1) fachen der ersten Differentialcoefficienten und 

(«22 «33 — «23 ? ) («ll'*l + a i7 X i + «|»'«s) 1 + 

ist das (»' — l) 3 fache der Covariante, welche wir 0 genannt 
haben. Wir können ebenso durch 0' die entsprechende Cova- 
riante bezeichnen, iu welcher verglichen mit 0 die Differential- 
coefficienten der Originalcurve und der Hesse sehen Curve der- 
selben vertauscht sind und deren Verschwinden die Bedingung 
liefert, unter welcher die gerade Polare eines Punktes in Bezug 
auf die Curve die conische Polare desselben Punktes in Bezug 
auf die Hesse’sche Curve berührt, ln derselben Art ist 

«II («22 «33 «23 J ) “I - e ^ C ‘ 

die Grösse und a:, 3 -f- etc. gleich n (n — 1) H. Wir 
erhalten daher die identischen Relationen 

(n - l) 3 0 = n («' - 1) J/<t> - F, 0' = UV — F, 
also ( n — l) 3 0 — n (n — 1) H<t> — 0' — UV. 

In dem besondern Falle der Curven vierter Ordnung aber 
wegen «' = 6 

250 — 30 i/O = 0' — UV. 

Die Berührungspunkte der Doppel taugenten mit der Curve 
sind also nicht bloss ihre Schnitte mit der vorher erhaltenen 
Curve 

0 — 3//0 = 0 
sondern auch mit der Curve 

150 — 0' = 0 . 

und mit der dritten 

0' — 452T<1> = 0. 

Man sieht, die Doppeltangen tencurven können in Function 
der Covariante F ausgedrückt werden. 

371. Wir wollen zur fünften Ordnung fortschreiten. 
Wir haben (Art. 366.) 
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= V(&) — 4 (« — 1) (w — 5) I<? 3 
+ 4 (w — 1) Rt (Q 3 ) — An (n — 1) HP 3 
und erhalten mit Anwendung des zuletzt erhaltenen Werthes 
von Q t und mit den Abkürzungen 0 für und 0 für (jj* ) H 
Q h — — n (n — n) HA (Z) — n (»' — ») ZA (H) 

+ 2 (» — n) RAt (H) — Ii 2 A (0) -f in (n — 1) HA (Z) 
+ 4 (« — 1) (» — 5) HAH — 4 (m - 1) Rt (AH) 

= - 2 (m 2 - 13 » -f 18) HAT — 2 (n- — 3 n + 8) ZA (H) 
+ 4 (» — 3) fl A (yif) — 4 (n — 1) Kt [AH) — Ü 2 A (0). 
Für n = 5 also insbesondere 

Q h = 44i7A (Z) - 36ZA (H) + SKA ( tH ) 

— \6Rt[AH) — R ! A(<t>). 

Es ist auch in diesem Falle 

= - 36Zif + 8 Kt (H) — E‘4>, 

Qi = - A H, Q , = -H. 

Um dann die Gleichung der Doppeltangenten cur ve wirklich 
zu bilden, hat man den Ausdruck 

(27 Q, Q, - 5 Q 3 = 5 (4 QY -9 Q 2 Q t ) (5 QY - 1 2Q 3 %) 
zu berechnen, welcher die im sechsten Grade enthält und 
aus welchem daher mit Hilfe der Gleichung der Curve die 
sechste Potenz von K herausdividiert werden muss. In Folge 
einer früheren Formel haben wir aber 

4QY - 9 Q*Q t = E 1 (4 0 - 9 i/0). 

Man kann auch leicht zeigen, dass 

27 Q 2 Q s - 5 Q 3 Q 4 und 5 Q* - 12 Q 3 Q t 
je durch li theilbar sind; aber die weitere Reductiou ist nicht 
gelungen. 

Alle diese Berechnungen können übrigens durch die 
Methoden der Symbolik vollzogen werden. 

372. Eine andere Methode 81 ) zur Lösung des Problems 
der Doppeltangenten wird durch den in den Art. 184., 236. 
bewiesenen Satz au die Hand gegeben , wonach der Punkt, 
in welchem die Tangente einer Curve dritter Ordnung die- 
selbe ferner schneidet, durch den Schnitt der Tangente mit 
der Linie 
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x x H t + x., H., + x 3 H :i — 0 

bestimmt ist. M 4.11 wird in analoger Weise die Gleichung 
einer Curve von der Ordnung n — 2 zu bilden suchen, welche 
durch die (n — 2) Punkte geht, in denen die Tangente einer 
Curve n‘ rr Ordnung sie noch schneidet. Wenn die Gleichung 
dieser Tangentialcurve bekannt wäre, so würde man nur die 
Bedingung zu bilden haben , unter welcher die gegebene 
Tangente diese Curve berührt, um darin die Gleichung der 
Curve durch die Berührungspunkte der Doppeltangenten zu 
erhalten. 

Das früher über die Ordnung dieser Curve Bewiesene 
erlaubt uns zu erkennen, welches die Ordnung der Tangential- 
curve in den xi und in den Coefficienten sein muss. Die 
Bedingung, unter welcher die Linie 

U l x l TJ.,x., -f- U :l x. t = 0 

eine Curve (n — 2) ,cr Ordnung berührt, ist von der Ordnung 
( n — 2) (» — 3) in den Z7, und von der Ordnung 2 (w — 3) 
in den Coefficienten dieser Curve. Wenn also die Coefficienten 
in der Gleichung der Tangentialcurve die xi in der Ordnung 
ß die Coefficienten der Originalgleichung in der Ordnung ß' 
enthalten, so wäre die Curve der Doppeltangenten von der 
Ordnung 

(n — 1) (w — 2) (n — 3) -j- 2ß ( n — 3) 
in den xi und von der Ordnung 

(« — 2) (n — 3) — (— 2 ß' (w — 3) 
in den Coefficienten der Originalgleichung. Da dieselbe nun 
in Wirklichkeit von der Ordnung 

(» — 2) (w — 3) (« + 3) 

in jenen und von der Ordnung (n -(-4) (n — 3) in diesen 
ist (Art. 361.), so folgen für ß, ß' die Werthe 

ß = 2 (« — 2), ß' = 3; 

oder die Tangentialcurve ist von der Ordnung 2(w — 2) in 
den x/ und von der dritten Ordnung in den Coefficienten 
der Originaicurve. 

Wir wissen ferner, dass für xi als einen Punkt der 
Hesse’schen Curve die Tangentialcurve diesen Punkt selbst 
enthält, so dass die Substitution der xi für die x, die Gleichung 
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der Tangentialcurve auf li — 0 reducieren muss, diese Ueber- 
leguug und die bekannte Form ihrer Gleichung in dem Falle 
der Curven dritter Ordnung führten zu der Vermuthung, dass 
dieselbe im Allgemeinen die (n — 2) u Polare von x,' in Be- 
zug auf die Hesse 'sehe Curve oder A n ~ t H = 0 sein werde; 
denn diese Function giebt die richtigen Ordnungen in den 
Xi und Xi und in den Coefficienten , und die entsprechende 
Curve geht durch den Punkt xi, sobald derselbe in der 
Hesse 'sehen Curve liegt. Wir untersuchen daher im nächsten 
Art., ob die Curve A" ~ 2 (H) — 0 durch die Punkte geht, in 
welchen die Curve von ihrer Tangente ausser dem Berührungs- 
punkte geschnitten wird; und obgleich die Antwort, vernei- 
nend ausfällt, so leitet doch die Methode der Untersuchung 
zur wahren Form der Gleichung der Tangentialcurve. 

373. Wir denken für Cartesische Coordinaten den 
Anfangspunkt in der Curve und die Axe der y als die ent- 
sprechende Tangente und setzen die Gleichung der Curve 
nby + ^ n (w — 1) {c 0 x 2 + 2 c, zj/ + c 2 j/ 2 ) 

+ §73 n(n — 1 ) (« — 2) (d 0 x 3 + Bd i x' l y + Sd i xy i +d 3 y i )-\-etc.=0. 

Wir bemerken sofort, was in der Folge nützlich sein wird, 
dass die Gleichungen der verschiedenen Polaren des Ursprungs 
in Bezug auf die Curven aus der so geschriebenen Gleichung 
hervorgehen, indem man einfach n — 1, n — 2, etc. für n 
in dieselbe einsetzt. Damit nun die Curve durch die Tan- 
gentialpunkte gehe, so muss ihre Gleichung von solcher Form 
sein, dass sie für y = 0 sich auf 

4 n ( n — 1) c # -f- — — n (n — 1) (« — 2) d„x -f- etc. = 0 
reduciert. 

Wir bilden nun die Gleichung der Hesse'schen Curve 
und vernachlässigen, weil wir ihre Polareurven für den An- 
fangspunkt der Coordinaten zu bestimmen und in ihren 
Gleichungen y = 0 zu setzen haben, von vorn herein die- 
jenigen Glieder in ihr, welche y enthalten. Die zweiten 
Differentialcoefficienten der Originalgleichung sind 

U n = <'u + (« — 2 ) d 0 x + H w — 2 ) (» — 3 ) + et«-» 

U n = c. t -)- {n — 2) d 2 x -f- i (w — 2) (n — 3) e. t x 2 -f- etc., 
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U x 3 = £ (w — 2) (n — 3) c 0 x 2 -j- etc., 

U 23 = b -f- (w — 2) c t x i (w — 2) (n — 3) d x x 2 + etc., 

U\:\ = (« ~ 2) e 0 a; -f- £ (» — 2) (« — 3) d 0 x 2 -f- etc., 

17, 2 = c, -|- (n — 2) -f- i (w — 2) (m — 3) e,a: 2 -f* etc- 

Die Gleichung der Hesse ‘scheu Curve ergiebt sich also in 
der Form 

c 0 b ! + (w — 2) d 0 b'x + { ± (» - 2) (» — 3) e a b 2 
+ («-!) (» - 2) P } x 2 + {i(n- 2) (« - 3) (« - 4) f 0 b 2 
+ (« — 1) (n — 2) 2 Q + (» — 1) («— 2) (« — 3) K } x 3 + etc. =0, 
wo abkiirzend gesetzt ist — weil diese Werthe für unsern 
Zweck unwesentlich sind — 

2 P = r 2 c„ 2 — c„ c 2 + 2b c, d„ — 2bc 0 d i) 

2Q = d 9 c 2 — 2c 0 c,d, + c 0 2 d 2 , 

3 R = c 9 c 2 d n — d 0 c 2 -f- 2e 0 be l — 2c 0 be,. 

Von Wichtigkeit ist. dass die Gleichung sich in Gruppen von 
Gliedern theilt, die dieselbe Function von n als numerischen 
Goefficienten haben, so dass wir, um die Gleichung der 
Hesse’schen Ourve von der ersten, zweiten, etc. Polare der 
gegebenen Curve in Bezug auf den Coordinatenanfangspunkt 
zu bilden, nur n — 1, n — 2, etc. für n in der obigen 
Gleichung zu setzen haben. 

Da nun die geradlinige Polare des Anfangspunktes für 
eine Curve n ,rr Ordnung 

M u ■+■ M i "h etc. = 0 durch nw 0 -f- «, = 0 
dargestellt wird, so ist sie für die Hesse'sche Curve von der 
Ordnung 3(fi — 2) nach der vorigen Gleichung durch 
3e 0 + d 0 x = 0 

ausgedrückt, wenn wir ein Glied in y als unwesentlich in 
der gegenwärtigen Frage weglassen; und da diese Gleichung 
n nicht enthält, so sehen wir, dass die Polaren eines Punktes 
der Curve in Bezug auf die Hesse’sche Curve der Curve 
selbst oder einer ihrer Polarcurven die Tangente in dem näm- 
lichen Punkte schneiden, ln der That ist die Polare in 
jedem Falle dieselbe Linie. Für n = 3 ist 3c 0 -f- d 0 x das 
Resultat der Substitution y = 0 in die Gleichung der Curve, 
d. h. die Polare in Bezug auf die Hesse'sche Curve ist die 
Tangential-Linie, wie wir früher gesehen haben. 
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Die Gleichung des Polarkegelschnitts des Anfangspunktes 
in Bezug auf eine Curve n' cr Ordnung ist 

£ n ( n — 1) « 0 + (» — 1) u, -f- m 2 = 0 
und daher die von) Polarkegelschnitt des Anfangspunktes in 
Bezug auf die Hesse’sche Curve 

| (» — 2) (3 n — 7) e 0 /P -f (w — 2) (3 n — 7) d u b 2 x 
{ f (m — 2) (n — 3) e 0 fc 2 + (w — 1) (» — 2) P }a 2 = 0; 

und man sieht sofort, dass derselbe im Falle der Curve vierter 
Ordnung nicht die Tangeutialeurve sein kann, weil sie die 
Gruppe der Glieder P enthält, die in der Gleichung der 
Curve nicht analog auftreten. 

Aber wir können leicht eine Gleichung bilden, die diese 
Glieder nicht enthält. Bezeichnen wir durch A-H=0 die 
soeben erhaltene Gleichung, und sei A -//, der Polarkegel- 
schnitt des Anfangspunktes in Bezug auf die II esse ’sche 
Curve der ersten Polare des Anfangspunktes, so wird nach 
dem Vorhergehenden A 1 H I aus A -H abgeleitet, indem man 
n — 1 für n schreibt. Dann bestätigt man leicht, dass 
(m - 2) A 2 H - (» — 1) A *JT, 

= (n — 3) U 1 |6c„ -(- 4 d„x + c a x ■ J . 

Wenn aber die gegebene Curve von der vierten Ordnung ist, 
so ist die rechte Seite das Resultat der Substitution von 
y = 0 in die Gleichung derselben; und daher ist 
A 2 if — 3 A' 3 =0 

die Gleichung der Tangentialcurve der Curve vierter Ordnung. 

In derselben Art finden wir die Gleichung der dritten 
Polare des Anfangspunktes in Bezug auf die II esse ’sche 
Curve 

-£• (3w — 6) (3 n — 7) (3m — 8) c u b 2 
-f- i (n — 2) (3 m — 7) (3m — 8) djtx 
-4- 4 (m — 2) (m — 3) (3 m — 8) c . J ^ x 2 
+ (m — 1) (m — 2) (3m — 8) Px 1 
+ i (n — 2) (m — 3) (m — 4) f 0 b 2 x* 

+ (li — 1) (m - 2) 2 Qx 3 + (» — 1) (m — 2) (n — 3) Ex 3 , 

und A :, //| , A :l H ., , etc. werden aus ihr durch die Substitution 
von m — 1 , n — 2, etc. für n gebildet. Und wir bestätigen 
sodann, dass 
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(n — - 3) (n — 4) A 3 H — 2(»i — 1) (n — 4) A 3 H, 

+ (n — 1 ) (m — 2 ) A 3 Äj 
= 2(» — 4) (10c 0 -f 10 </ lp a: -f 5e„a; J + fx 3 ) 
ist. Für n — 5 ist aber die rechte Seite das Resultat der 
Substitution von y = Q. in die Originalgleichung und es folgt 
daher, dass die Tangentialeurve für die Curve fünfter Ord- 
nung durch 

A 'H — 4A 3 //, -f GA 3 H., = 0 

ausgedrüekt wird. 

Fiir n = 6 ergiebt siel) in derselben Art 
A 4 H - 5 A' H, -f 10 A 4 H t = 0. 

Auf diese Weise gelangte der Verfasser durch Induction zu 
dem Schlüsse, dass die Gleichung der Tangentialeurve im 
allgemeinen Fall sein müsste 

A »-*H— («— 1) A 

+ i (n — 1) (n — 2) A» — etc. = 0; 
und dieser Schluss ist sodann durch Cayley unabhängig 
bestätigt worden. 

374. Was oben gefunden wurde, dass die Polargerade 
des Anfangspunktes in Bezug auf die llesse'sche Curve die- 
selbe ist, wie die in Bezug auf die llesse’sche Curve irgend 
einer der Polarcurven der Originalcurve, kann leicht direct 
bestätigt werden. Wir haben 

dHdü^ , 
dx, ~ dÜ„ dx , r 

oder mit den Abkürzungen U, , für U, n ~ etc. 


if^dx, | U " + U « Äs + 1 J » fx,* + 2Ü ™ dftdx, + ■ ' ■ | U 


mit analogen Ausdrücken für die nach x t und x :t genommenen 
Differentiale. 

Es ist zu bemerken, dass dieselben in der abgekürzten 
Form 

dH d fdxN 

dx t dx, V/j - 1 

geschrieben werden können. Nun werden die Differeutial- 
coefficienten der ersten Polare 

x \ ! i T" x -i U-2 -f- x.,’ IT., — 0 

Salroon, Höhere Curven. 27 
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aus den correspondierenden der Originalcurve durch die an 
derselben zu vollziehende Operation 

, d , , d , _ , d 

dx, + X i dx, + ^ dx, 

gebildet, die. bei Ersetzung der x, durch die x{ der Multipli- 
cation mit den Factoreu n — 1, n — 2, etc. für jeden äqui- 
valent ist. Da aber derselbe numerische Factor jedem Glied 
im Ausdruck für 7/, angehört, so repräsentiert 
x t H t + x,H, + 77 , = 0 

dieselbe Gerade, ob die Polare in Bezug auf die Hesse 'sehe 
Curve des Originals oder seiner ersten Polare gebildet wird. 
Derselbe Schluss ist auf die übrigen Polarcurven anwendbar. 

Gehen wir zum Polarkegelschnitt weiter. Wenn wir die 
soeben für 77, etc. gegebenen Ausdrücke difi'erentiieren , so 
bestehen die Differentiale aus zwei Gruppen von Gliedern, 
nämlich dem Differential in der Voraussetzung, dass die U,/, 
constant sind, und der die Differentiale dieser Grössen ent- 
haltenden Gruppe. Wenn wir zur Abkürzung die Difleren- 
tiationssymbole nach x t} x.,, x 3 durch 8,, d 2> 0 3 bezeichnen, 
so haben wir 


d^H = 0, 2 { U,|0, 2 -f U 22 8 2 2 -f . . . } U 

+ 0 , »t { u t , ( 0 2 s 3 ' - e 3 s.y + u 2 i (d 3 d t '- 9 t d 3 y + ...}ü, 


wo die Accente in der letzteren Gruppe von Gliedern erst 
nach der Entwickelung anzufügen sind, und z. B. das Glied 


Mi'CTnW för U u 


d 3 U d 3 U 
dx, dx,* dx, dx,* 


steht. Wir können für diese Gleichung die kurze Symbolform 


0 ^ 77 = + 8 , 9 ,'^;.) 

anwenden. In Folge dessen kann die Gleichung des Polar- 
kegelschnittes eines Punktes in Bezug auf die Hesse sehe 
Ourve in der Form V -f- W — 0 geschrieben werden, für V 
als Zeichen einer Gruppe von Gliedern, in deren jedem ein 
viertes Differential mit dem Product von zwei zweiten Differen- 
tialen multipliciert ist, und W als Symbol für eine Gruppe, 
wo ein zweites Differential zu dem Product zweier dritten 
Differentiale als Factor tritt. Wenn wir nun die Hesse’sche 
Curve der ersten Polare nehmen, so werden, wie oben fest- 
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gestellt ist, die zweiten, dritten und vierten Differentiale mit 
n — 2, n — 3, n — 4 respective multipliciert und das Er- 
gebnis ist 

A 2 £T, = (n — 2) (« - 4) V + (w — 3) 2 W = 0, 
also für n — 4 reduciert auf die letztere Gruppe von Gliedern. 
Die Gleichung der Tangentialcurve einer Curve vierter Ord- 
nung ist also von der Form V -\- kW = 0 und kann ent- 
sprechend transformiert werden. So kann man sie in der 
Form schreiben 




0 . 


+ 3 ( *1 + • • ) ( U " dj* + ‘ ' * ) 

Die Gleichung der Curve durch die Berührungspunkte der 
Doppeltaugenten wird aber endlich gebildet, indem man die 
Bedingung schreibt, unter welcher die Tangente 


U x x x + U. i x 2 + ü,x 3 


0 


den eben geschriebenen Kegelschnitt berührt, und sie enthält 
drei Gruppen von Gliedern, nach der Form der Berührungs- 
bedingung 

I -f k<t> -f **r = 0 


Für die Gleichung S -)- k& — 0. Der Function Z entspricht 
hier die Covariante 0', und es ist bestätigt, dass die beiden 
andern Gruppen von Gliedern auch in der Form 0 -f- kHQ> 
ausdrüekbar sind. 82 ) 


375. Pole und Polaren. Wir stellen hier zuerst einige 
Eigenschaften der Jacobi’schen Curve eines Systems von 
drei Curven zusammen. Dieselbe ist der Ort der Punkte, 
deren gerade Polaren in Bezug auf die drei Curven sich in 
einem Punkte schneiden, und ihre Gleichung ist daher für 
w = 0, v — 0, iv = 0 als die Gleichungen der Curve 




«,,, 

v, , », 

w, , w. 2 , w 3 



In Art. 192. zeigten wir — denn die angeführten Gründe 
beziehen sich nicht bloss auf Curven dritter Ordnung — für 
Curven von einerlei Ordnungszahl, dass die Jacobi’sche 

27 * 
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Curve der Ort der Doppelpunkte der Curven des 
Gebildes zweiter Stufe 


A u -f- A' v -f- A" iv — 0 
ist. 

Wenn die drei Curven einen gemeinsamen Punkt 
haben, so liegt derselbe auf ihrer Jacobi’schen 
Curve, und wenn sie insbesondere von einerlei 
Ordnungszahl sind, so ist er ein Doppelpunkt ihrer 
Jacobi'schen Curve. s:t ) Denn was das Erstere betrifft, 
so folgt, für fi, (i , fi" als die Ordnungszahlen aus den 
Gleichungen 

x x u t + x 2 u, -f- x 3 u 3 — fiu, x x v { x 2 v 2 + x a v 3 = u' v , 
x l tv i -|- x i w i + x :t w :\ — f 1 " 10 

sofort 

Jx l — (tu (v 2 W-, — V a U) t ) + fl V (t0 2 «3 -- w ■,&■>) fl"w 
oder schreiben wir 


J x | = fi Au -f- g 'Uv -f- fi" Cur, 
d. h. J verschwindet mit dem gleichzeitigen Verschwinden 
von U, V und W. 

Und für das zweite folgt aus der Differentiation nach x x 

dV 


T i d J d A . , d B , , 

J + x > = +P v az t +r 


to 


dx, 


-f- fiAu, -{- fi Bv, fi Cw, 


und da 

Aiij “j- Bv, Cw, = J 

ist, so verschwindet fiir fi — fi — ft" das Differential ^ für 

alle die Werthe, welche w, v, w und folglich J gleich Null 
machen. 

So ist ferner 


und da 


x, 


dJ 

dx t r " dx t r “ dx, 

+ fiAu 2 -f fl' Bv. z + fi”Cw 2! 


dA, i d B , .. 

dx, + t lv ( T^+l l W 


dC 

dx. 


Ah 2 -(- Bv 2 -f- Cw 2 — 0 

ist, so verschwindet diess für jede Werthegruppe, welche u, v, 
io, J zur Null macht, sobald fi = fi’ = ft" ist; in derselben 
Art verschwindet aber auch der dritte Dilferentialeoeffieient 
von J für denselben Punkt. 
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Wenn nur zwei der Ourven von einerlei Ord- 
nungszahl sind, so berührt die dritte Curve die 
Jaeobi’sehe Curve der drei in ihren gemeinsamen 
Punkten. Denn die oben geschriebene Gleichung wird für 


u = u 

T , dJ ilA . dB , „ dC 

J + X ' dx, = f 1 “ dx, + ^ dx, + f* w dx, 

+ (iJ + (ft" — ft) Cw, 

und für einen gemeinsamen Punkt also reduciert auf 
J,x, — (fi" — ft) C 


da man nun in gleicher Weise erhält 


J 2 x , = (ft" — ft) Cw ,, jc, = (ft" — fi) Cw :tl 

so repräsentieren die beiden Gleichungen 
J,x, -(- J.jX 2 -f- J : , x., = 0 und w,x, -(- w t -)- w,x 3 = 0 
die nämliche gerade Linie. 

Wenn in diesem Falle der gemeinsame Punkt 
ein Doppelpunkt in der Curve m = 0 ist, so ist er 
auch ein solcher in der Jacobi’schen Curve des 
Systems und hat als solcher dieselben Tangenten 
wie für die Curve w = 0. 84 ) 

Die für J,, J.,, J, so eben erhaltenen Werthe ver- 
schwinden, wenn iv,, w. l , w., verschwinden. Differentiiereu 
wir aber wiederholt, indem wir die Glieder unterdrücken, 
welche, weil sie u, v, w, J, J, oder ic, enthalten, verschwin- 
den, so erhalten wir 


d*J / (IA , dB\ , . .. ■, r , 

X dx,* = f l (“• dü + v < dx,) + & ~ <*) Cw H’ 
Aber aus den Werth en von A und H ersieht sich 


dA 


dB 


-1 dXi + v \'dx, = U ^i w i3 ~ *a w it) + ' l (»««» — w v.i>h)\ 
durch Elimination von x, t x. 2 , x zwischen den Gleichungen 
x,u, -f- x.,u., -)- x : , u., — 0, x, v, -f- X t v 2 -f- x, v., — 0, 


x, w, -f- X.j w.j -)- x :l w, 


0 


erhält mau aber 


« i 


und somit 


(f,te l:l — v,,w n ) + v, — »„«,) 

= — W„ ( U 2 v 3 - «3 Ho) — — Cw,, 

= (f*" - 2 ft) Cw„, 
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mit ähnlichen Werthen für die übrigen zweiten Differential- 
coefficienten von J, die also siimmtlich zu den entsprechenden 
von w proportional sind. Die beiden Curveu J = 0 und 
w = 0 haben also die nämlichen Tangenten in ihrem gemein- 
samen Doppelpunkt. 

376. Man beweist ferner wie in Art. 191., dass es 

(f* - I) 2 + (ft - 1) o»' - l) + & - l ) 2 

Punkte giebt, deren gerade Polaren in Bezug auf 
zwei Curveu u — 0, v — 0 sich decken; durch diese 
Punkte muss offenbar die Jacobi’sche Curve gehen, welche 
diese beiden mit irgend einer dritten Curve bestimmen. Und 
in Art. 97. ward gezeigt, dass die Jacobi’sche Curve die 
Curve u = 0 in denjenigen Punkten schneidet, welche Punkte 
der Berührung von u — 0 mit Curveu des Büschels 
v Iw = 0 

sein können. Daraus folgt unmittelbar, dass der Ort von 
Punkten, welche Berührungspunkte der Curven 
des Büschels p"’’ Ordnung w-(-An* = 0 mit Curven 
des Büschels von der fi' u " Ordnung v -f- l'v* = 0 eine 
Curve von der Ordnung 2p -)- 2p' — 3 ist, deren 
Gleichung in jeder der äquivalenten Formen geschrieben 
werden kann 


«!> 

«2, 

«3 


u 

iy 

U 2 y 

«3 

\ 

a * 
"l > 

«r> 


— V 

u 

* 

i t 

%*, 

U* 


»1» 

»2, 

y 8 


V 

* 

i y 

0*, 

v. t * 

I 

1 


Vj, 


I 

V 

i > 

t)j, 



„ * 
v i > 

V ^ 

V* 

— u • 

■v 

* 

i y 

»2*, 

V.* 

= 0. 

«i. 

M,, 

«3 


u 

* 

l y 

U*, 

u* 



Ferner erhellt aus dem Vorigen, dass die Punkte, in 
welchen Curven der Systeme 

u + Att* = 0, v -j- A' v* — 0) w + A "w* — 0 

sich zu dreien berühren, nur unter den Schnittpunkten zweier 
Curven von den Ordnungen 

2p -jr 2p' — 3, 2p + 2p" - 3 
sein können; da aber unter diesen die p 5 Punkte u — 0,u*— 0 
und die 3(p — l) s Punkte sind, welche die Ja co bi 'sehen 
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Curven gemein haben, die das Büschel « -)- Am* = 0 mit 
andern Curven bestimmt, so giebt die Subtraction dieser Zahlen 
für die Zahl von Punkten, in welchen sich drei 
Curven der Büschel von den Ordnungen g, g', g" be- 
rühren, 

4(gg + gg + gg ) — 6 (g + g “t - g ’) + 6. 

377. Wir haben im Art. 97. gesehen, dass der Grad der 
Bedingung, unter welcher zwei Curven u = 0, v — 0 sich 
berühren, — wir wollen sagen der Grad ihrer ßerükrungs- 
lnvariante — in den Coeffieieuten von v gleich 
g (g -f- 2 g' — 3) — 2 d — 3 x 

oder gleich v -f- 2 g (g' — 1) und in den Coeffieieuten von u 
gleich v -|- 2 g' (g — 1) ist. 

Die Beriihrungs- Invariante im Falle von zwei Kegel- 
schnitten wurde in Art. 348. „Kegelsclin.“ gebildet, indem 
man von der Discriminante von u -)- Au als von einer Function 
von A die Discriminante bildete. Aus analogen Gründen, wie 
die dort entwickelten, kann man schliessen, dass die An- 
wendung desselben Vorgangs auf zwei Curven von der Ord- 
nung g ein Besultat giebt, welches die Berührungs-Invariante 
als Factor enthält. Ist dieselbe A und ist ß = 0 die Be- 
dingung, unter welcher A so bestimmt werden kann, dass die 
Curve u -f- A u = 0 zwei Doppelpunkte hat, und dazu 0 — 0 die 
Bedingung, unter welcher A so bestimmbar ist, dass u -f- A» = 0 
eine Spitze hat, so ist die Discriminante der Discriminante 
von m -|- Au als eine Function von A gleich AB 7 CP. Dass 
11 und C Factoren sind, ergiebt sich, indem man u = 0 als 
eine Curve mit zwei Doppelpunkten oder als Curve mit einer 
Spitze annimmt. Dann verschwindet nicht nur die Discri- 
minante von u sondern auch ihre Differentiale nach den 
Coeffieieuten von «, so dass in der Discriminante von u -j- Au 
die Glieder mit A° und A 1 verschwinden und A 2 ein Factor 
der Discriminante ist; -dann aber muss ihre Discriminante 
nach A verschwinden. 

W enn z. B. u = 0, v — 0 Curven dritter Ordnung sind, 
so enthält die Discriminante einer jeden ihre Coeffieieuten 
im zwölften Grade und dieselben treten im Grade 132 in ihre 
nach A gebildete Discriminante ein. Aber die Beriihruugs- r 
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Invariante enthält die Coefflcienten einer jeden im Grade 18, 
und die Invarianten, welche verschwinden, wenn « Xv—O 
eine Spitze oder ein Paar von Doppelpunkten hat, enthalten 
die Coefficienten jeder der beiden Functionen in den Graden 
24 und 21 respective. Denn der Grad in den Coefficienten 
stimmt mit der Zahl der Curven des Systems 
w -|- Xv -f- X'w = 0 

überein, welche die fraglichen Singularitäten haben; im Falle 
der Spitze liefern die Invarianten-Relationen S — 0, T — 0 
eine Gleichung vom sechsten und eine vom vierten Grad zur 
Bestimmung von X und ft, und somit 24 Lösungen; in dem 
Falle von zwei Doppelpunkten aber können wir voraussetzen, 
dass u — 0, v = 0, w — 0 sieben Punkte gemein haben und 
die 21 Systeme aus einer Geraden und einem Kegelschnitt, die 
durch dieselben gehen, geben die Antwort. Wir haben in 
dieser Art 132 = 18 + 2. 21 + 3. 24. 

378. Im allgemeinen Falle, wo die Discriminante vom 
Grade 3 (ft — 1 )* ist, enthält die Discriminante derselben nach 
A die Coefficienten jeder Curve im Grade 

3 (ft — l) 2 (3,t* — 6g + 2) 

und die Berührungs- Invariante enthält sie je im Grade 
3 ft (ft — 1) und man findet (Art. 381.), dass der Grad der 
Bedingung, unter welcher ti -f- X v = 0 ein Paar Doppelpunkte 
hat, oder, was dasselbe ist, die Zahl der Curven des Systems 
u + Xv -j- X' w = 0, 

welche zwei Doppelpunkte besitzen, gleich 

I (f* - 1) (3f* :! - 9 ,t* - 5 ,t + 22) 
ist und die entsprechende Zahl für den Fall der Spitze gleich 
12 (ft — 1) (ft — 2). In der Tliat bestätigt man sofort 
3 (ft — 1)* (3ft a — 6 ft + 2) = 3ft (ft — 1) 

-f 3 (ft 1) (3 ft» — 9 ft* — 5 m -f 52) + 36 (ft — 1 ) (ft — 2). 
Wenn man sodann die Discriminante von 
Xu -(- X'v -j- X "w = 0 

gebildet hat für u = 0, v — 0, w — 0 als Curven derselben 
Ordnung, so kann mau ihre Discriminante als die einer 
Function von A, A', A" betrachten; sie enthält die Resultante 
x von u, v , w als einen Factor und die Bedingungen für die 
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Existenz von drei Doppelpunkten, von Doppelpunkt und Spitze 
und für die von einem Berührungsknoteu als andere Factoren. 
Und jede dieser Bedingungen ist in den Coefficienteu jeder 
der Curven von einem Grade, welcher der Anzahl der Curven 
des Systems 

X u “j” X v X w t = 0 

gleich ist, die die nämliche Singularität besitzen. Wenn die 
Curven sämmtlich Kegelschnitte sind, so ist die Discrimiuante 
von X u -j- X' v -|- X"w nach X , X' , X" gleich A JP, für A als 
Resultante von u, v, w und B — 0 als die Bedingung, unter 
welcher 

Xu -f- X'v + X"w = 0 

zwei zusammenfallende Gerade darstellt. Die allgemeine 
Theorie bleibt jedoch zu entwickeln. 

379. In Verbindung mit dem ^Vorigen mag bemerkt 
werden, dass die Berührungs-Invariante einer Ourve und ihrer 
Hesse’schen Determinante, weil sie in den Coefficienteu der 
ersten vom Grade 3 (g — 2) (5 g — 9) und vom Grade 
g (7 g — 15) in denen der letztem ist, vom Grade 

6 (6g 2 — 17 g 9) 

in den Coefficienteu der Originalcurve sein muss. Für g = 3 
ist sie die sechste Potenz der Discrimiuante, und wenn man 
deshalb annimmt, dass die sechste Potenz der Discrimiuante 
stets ein Factor in ihr ist, so bleibt ein Factor vom Grude 
6 (g — 3) (3g — 2), dessen Verschwinden die Bedingung 
ausdrückt, unter welcher dieCurve einenUndulations- 
punkt b e s it z t. 

Betrachten wir ferner die Bedingung, unter welcher die 
Curve mit ihrer Hesse’schen Determinante, und der Curve 
der Berührungspunkte der Doppeltangenten einen gemein- 
samen Punkt hat, so ist sie, als von den Graden 

3 (g - 2) ? (g 2 — 9), g (g — 2) (g 2 — 9) und 3 g (g — 2) 
in den Coefficienteu dieser Curven, vom Grade 
3 (g — 2) (g - 3) (3g 2 + 8 g — 16) 

in den Coefficienteu der Originalcurve. Für g = 4 muss man 
dieselbe wohl als das Produkt aus der zwölften Potenz der 
Discrimiuante in das Quadrat der vorher betrachteten Inva- 
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riaute ausehen. Und wenn man annimmt, dass die nämlichen 
Factoren im allgemeinen Falle auftreten, so bleibt eine In- 
variante vom Grade 

3 (f* - 4) (3 + öft 1 - 32 ft + 18), 

welche immer dann verschwindet, wenn dieCurve eine 
I nflexionstangeute hat, die sie noch anderwärts 
berührt. , 

380. Die Betrachtung der Jaco bi 'scheu Curve als Ort 
derjenigen Punkte, deren gerade Polaren in Bezug auf drei 
gegebene Curven sich in einem Punkte schneiden, führt 
uaturgemäss zur Betrachtung des Ortes dieser Schnittpunkte 
der Polaren, oder, was dasselbe ist, auf die Untersuchung 
des Ortes der Punkte, deren erste Polarcurven in 
Bezug auf die drei gegebenen Curven einen gemein- 
schaftlichen Punkt haben. 

Wir werden uns auf die Untersuchung des Falles be- 
schränken, in welchem die drei gegebenen Curven die drei 
ersten Polaren einer gegebenen Curve sind, und in dem die 
Jacobi’sche Curve derselben die Hesse’sehe Determinante 
der letztem ist, die erwähnte Ortscurve also die Steiner 'sehe 
Curve (Art. 70.). Die zu entwickelnde Theorie ist die Ver- 
allgemeinerung derjenigen, welche wir für die Curve dritter 
Ordnung in Art. 176 f. gegeben haben.* 1 ) 

Jedem Punkte P der Stein er 'sehen Curve entspricht 
ein Punkt Q der Hesse 'sehen, die erste Polare von P hat 
Q zum Doppelpunkt und der Polarkegelschnitt von Q besteht 
aus zwei geraden Linien, die sich in P durchschneiden. Be- 
trachten wir sodann zwei aufeinanderfolgende Punkte P, P’ 
der Steiner’schen Curve, so ist wie in Art. 179. der Durch- 
schnitt ihrer ersten Polaren der zweifach zählende Punkt (J 
zusammen mit den Berührungspunkten der ersten Polare mit 
ihrer Enveloppe. Die in Bezug auf die Curve genom- 
mene Polargerade eines Punktes Q der Hesse’schen 
Curve ist somit die Tangente der Steiuer'schen Curve 
im entsprechenden Punkte P. Wenn insbesondere CJ 
ein Inflexionspunkt der Curve ist, so ist seine gerade Polare 
die entsprechende Tangente und wir lernen, dass die Stei- 
ner’sche Curve von den 3g (ft — 2) stationären Tan- 
genten der Curve berührt wird. 
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381. Wir sahen in Art. 70., dass die Ordnungen der 
Hesse 'scheu und der Stein er 'scheu Curve durch 3 (ft — 2) 
und 3 (ft — 2) 2 respective ausgedrückt sind. Da nun die 
Hesse 'sehe Curve im Allgemeinen keinen Doppelpunkt be- 
sitzt, so sind ihre Charaktere die folgenden 

Pa = 3 (ft — 2), du = 0, x/, = 0, v k = 3 (ft — 2) (3 ft — 7), 
** = V (f 4 - !) (f* — 2) (f 1 ~ 3) (3 ft — 8), 
t/, = 9 (ft — 2) (3 ft — 8). 

In Folge der (1, 1) Correspoudcuz zwischen der II esse 'sehen 
und der S t ein er’sclien Curve sind beide von demselben Ge- 
schlecht. Und wir kennen iiberdiess die Classe der Stei- 
ner’seben Curve; denn jede durch einen festen Funkt M 
gehende Tangente derselben muss ihren Fol in der ersten 
Folare von M und zugleich in der Hesse sehen Curve haben, 
d. h. derselbe muss einer der 3 (ft — 1) (ft — 2) Schnittpunkte 
beider Curven sein. Die IHiick er 'sehen Charakterzahleu der 
Ste iner’schen Curve sind daher 

ft, = 3 (ft — 2) 2 , v, = 3 (ft — 1) (ft — 2), 

= i (f* — 2 ) (ft — 3) (3 ft 2 — 9 fi — 5), 
x s = 12 (ft — 2) (ft — 3), 

r » = f (f* - 2) (f 4 — 3) (3 ft 2 — 3 fi — 8), t,=3 (ft - 2) (4 ft — 9). 
Das Geschlecht beider Curven ist 

= 1 + } (ft - 2) (,t - 3). 

Da ein Funkt nur dann ein Doppelpunkt oder eine Spitze 
der Steiner’seken Curve ist, wenn seine erste Polare, zwei 
Doppelpunkte oder eine Spitze hat, so sind die eben gefun- 
denen Zahlen S, und x, die Anzahlen von ersten Polaren 
der gegebenen Curve, welche die fraglichen Singularitäten 
haben. (Art. 378.) 

382. Wenn die ersten Polaren von zwei Funkten A und H 
sich in einem Funkte Q berühren, wobei dann QP ihre ent- 
sprechende gemeinsame Tangente ist, so fallen zwei von den 
Polen der geraden Linie AH mit dem Funkte Q zusammen 
und die ersten Polaren aller Funkte von AH mit einziger 
Ausnahme des Schnittpunktes von PQ mit ihr berühren gleich- 
falls QP in Q. Die erste Folare des Durchschnittspunktes 
von AB mit PQ hat Q zum Doppelpunkt, so dass Q wirk- 
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lieh der II esse’sehen Curve augehört und P der ihm ent- 
sprechende Punkt in der Steiuer’sehen Curve ist. 

- So ist die Steiner’sche Curve die Enveloppe einer Ge- 
raden, welche zwei zusammenfallende Pole besitzt, und die 
Hesse'sche Curve ist der Ort dieser zusammenfallenden 
Pole. 

Steiner hat auch bereits die Enveloppe der Linie 
FQ untersucht, welche zwei entsprechende Punkte P 
und Q verbindet, oder welche die gemeinschaft- 
liche Tangente von zwei sich berührenden ersten 
Polaren ist; eine Curve, die wir wie im Falle der Curven 
dritter Ordnung (Art. 178.) die Cayley ’sclie Curve nennen 
wollen. Auch sie hat mit der Hesse’schen und der Stei- 
ne r’schen Curve eine (1,1) Correspondenz und somit das 
nämliche Geschlecht wie diese. Um ihre Classe zu bestimmen, 
benutzen wir das in Art. 353. und Art. 344. der „Kegelschn.“ 
begründete Princip, dass in zwei in einander liegenden gerad- 
linigen Punktreilien oder Strahlenbüscheln zwischen deren 
Elementen eine (»«, m) Correspondenz besteht, (m -f- m) Ele- 
mente existieren, welche mit ihren entsprechenden zusammen- 
fallen. Betrachten wir nämlich die geraden Linien, welche 
einen angenommenen Punkt 31 mit zwei correspondierenden 
Punkten P, Q verbinden, so werden, weil die Steiner’sche 
Curve von der Ordnung 3 (ft — 2) J ist, mit der fest gedachten 
Linie 31 P 3 (/t — 2) 2 Lagen von P und ebenso viele von Q 
fixiert und in gleicher Art entsprechen jeder Lage von 31 Q 
3 (ft — 2) Lagen von P. Es giebt somit 

3 (ft — 2 )* + 3 (ft — 2) d. h. 3 (ft — 1) (ft — 2) 

durch 31 gehende Gerade, welche zwei correspondierende 
Punkto P und Q enthalten, und diese Zahl drückt daher die 
Classe der Cayley 'sehen Curve aus. Sie berührt offenbar 
die Inliexioustangenten der gegebenen Curve. Inflexionen 
sind in ihr im Allgemeinen nicht vorhanden und ihre Cha- 
rakterzahlen sind somit 

f*« == 3 (ft - 2) (5ft — 1 1), v c = 3 (ft — 1) (ft — 2) , 

Ö c = ? (ft — 2) (5fi — 13) (5ft 2 — 19 ft -j- 16), 
x c — 18 (ft — 2) (2ft — 5), 

= JO» — 2 Y O a — 2 ft — i), t e = o. 
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383. Die vorher gegebenen Definitionen erfahren ihre 
naturgemiisse Erweiterung, wenn wir die Doppelpunkte nicht 
ausschliesslich in den ersten Polaren, sondern jn irgend 
bestimmten andern Polarcurven untersuchen. 

Der Ort eines Punktes, dessen r' c Polare einen Doppel- 
punkt hat, ist eine Curve von der Ordnung 3 r {fi — r — l) s , 
die r !e Steiner’sche Curve der gegebenen; und der Ort 
des Doppelpunktes ist dann eine Curve von der Ordnung 
3 r l (p — r — 1), die r' 1 ’ Hesse’sche Curve derselben. Wir 
wissen, dass wenn die r lc Polare eines Punktes P durch den 
Punkt Q geht, auch die (fi — r) te Polare von Q den Punkt 
P enthält und finden leicht, dass auch, wenn die r tc Polare 
des Punktes P einen Punkt Q als Doppelpunkt enthält, die 
{fi — r — l)'"' Polare von Q einen Doppelpunkt P hat. Daher 
ist die r“ Steiner’sche Curve mit der ( fi — r — 1)®* 
II esse 'sehen identisch und die r“ Hesse’sche mit der 
{fi — r — 1)"" Steiner’sclien — wie im Falle r = 1 bei den 
Curven dritter Ordnung. In gleicher Weise entsteht die 
r u Cayley’sche Curve als Enveloppe der Verbindungs- 
linien entsprechender Punkte der r UK Steiner’schen und r ,e " 
Hesse sehen Curve und die drei Curven haben auch im all- 
gemeinen Falle dasselbe Geschlecht. Von dem Falle r — 1 
abgesehen sind diese Curven wohl noch nicht studiert worden. 

384. Wir haben in Art. 185. die Enveloppe der in Bezug 
auf eine Curve dritter Ordnung genommenen Polarguraden 
der Punkte einer geraden Linie untersucht und sie als die 
Polare dieser Geraden bezeichnet. Wenn sodann all- 
gemein ein Punkt P sich längs einer Curve S von der Ord- 
nung fi bewegt, so ist die Enveloppe seiner r*" Polare in 
Bezug auf eine gegebene Curve U von der Ordnung fi 
eine Curve, welche wir als die »•‘'‘'Polare von S in Bezug 
auf U bezeichnen können. In Art. 98. sahen wir aber, dass 
die Enveloppe einer Curve, deren Gleichung die Coordinateu 
eines in einer andern Curve S bewegten Punktes als Parameter 
enthält, gefunden werden kann, indem man diese Parameter 
als Coordinateu betrachtet und die Bedingung ausdrückt, unter 
welcher die bewegliche Curve die Leitcurve S berührt. Dem- 
nach ist die r ,c Polare von S auch der Ort derjenigen 
Punkte, deren {fi — r)“ Polar ep die Curve S berühren. 
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Wenn wir dann den Ausdruck des Art. 97. für den Grad 
einer Berührungs - 1 nvariante an wenden, so finden wir, dass 
die r*' Polare von S eine Curve von der Ordnung 
/i {fi + 2r - 3) (fi — r) 

ist, und dass diese Zahl für jeden Doppelpunkt von S um 
2 (ja — r ) und für jede Spitze um 3 (ft — r) vermindert wird ; 
wenn also die Classe von S durch v bezeichnet wird, so ist 
die Ordnung der besprochenen r" n Polare 

fi" = (g _ r ) {v + 2 fi ( r — 1)} . 

Ihre Gleichung ist vom Grade r (2ft' -j- r — 3) in den Coef- 
ficienten der Gleichung von S. So ist in dem besondern 
Falle r = 1 die Enveloppe der ersten Polaren der Punkte 
einer Curve S identisch mit dem Ort der Pole der Tangenten 
von S und ihre Ordnung ist v (ft — 1). Für ft' = 1 redu- 
ciert sich wegen v = 0 diese Ordnung auf Null, wie bekannt, 
weil die Enveloppe dann in die (ft — l) 2 Pole der Geraden 
S degeneriert. 

Für den allgemeinen Fall ergiebt sich, dass jede Doppel- 
taugente von S durch ihre (ft — l) 2 Pole ebenso vielen Doppel- 
punkten in der Enveloppe den Ursprung giebt, und ebenso 
jede stationäre Tangente von S ebenso (ft — l) 2 Spitzen in 
der Enveloppe. Wir erhalten daher für die Classe der En- 
veloppe den Ausdruck 

(f* - l) 2 ft' — (ft — 1) v- — 2 (,t — l) 2 r - 3 (ft - 1)V, 
und weil 

v ( v — 1) — 2r' — 3t = ft' 
ist, die Classe der ersten Polare 

v" = (ft — 1) (ft — 2) v' + (ft — l) 2 fi. 

So ist in Bezug auf eine allgemeine Curve dritter Ord- 
nung die erste Polare eines Kegelschnitts eine Curve vierter 
Ordnung zwölfter Classe; die einer andern allgemeinen Curve 
dritter Ordnung aber zwölfter Ordnung und 24 t6r Classe, weil 
die 94 Spitzen derselben eine Reduction der Classe um 108 
hervorbringen. 

Für r = ft — 1 sodann ist die Enveloppe der Polarlinien 
der Punkte einer Curve S oder der Ort der Punkte, deren 
erste Polaren S berühren, eine Curve von der Ordnung 
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fi (fi -|- 2ft — 5) oder v -f- 2 ft (ft — 2). 

Und weil die Zahl der Polargeraden durch einen beliebigen 
Punkt M ebenso gross ist, wie die Zahl der Durchschnitte 
von 8 mit der ersten Polare von M, so ist die Classe der 
Enveloppe gleich (fi — 1) fi'. 

Und im Allgemeinen ist die Zahl der Doppelpunkte der 

Polare von S gleich der (ft — r) 2 fachen Anzahl der 
(fi — 1 )"* Polaren eines Punktes, welche die Curve zweifach 
berühren, und die Zahl ihrer Spitzen die (fi — r) 2 fache An- 
zahl solcher Polaren, welche die gegebene Curve osculieren. 

385. Wenn die r 1 ' Polare einer Curve S eine Curve 11 
ist, so muss die (ft — r)'* Polare von II als einen Theil die 
Curve $ enthalten. So ist für r = ft — 1 die Curve li die 
Enveloppe der geraden Polare eines Punktes P, welcher sich 
in S bewegt ; weil aber der Pol dieser Polargeraden nicht nur 
der Punkt P ist, sondern (fi — l) 2 — 1 andere Punkte die 
gleiche Holle spielen, so folgt, dass wir, wenn wir den Ort 
der Pole der Tangenten von R suchen, oder was dasselbe 
ist, die Enveloppe der ersten Polaren der Punkte von 11, die 
Curve S zusammen mit einer andern Curve erhalten, welche 
der Ort der übrigen Punkte ist, die mit den Punkten von S 
dieselben geraden Polaren haben. In diesem Falle r = ft — 1 
sahen wir, dass die Classe von li gleich ft' (ft — 1) ist und 
schliessen nach Art. 384., dass die Enveloppe der ersten 
Polaren der Punkte von R von der Ordnung fi' (ft — l) 2 ist, 
d. h. dass ausser der Curve S eine Curve von der Ordnung 
fi'jt (fi — 2) zu ihr gehört — sagen wir als eine begleitende 
Curve. Wir sahen, dass jeder Punkt der Hesse’schen 
Curve ein Punkt ist, in welchem zwei Pole einer Tangente 
der Stein er 'sehen Curve zusammen fallen; es werden folg- 
lich die Punkte, in denen 6’ die H e s s e 'sehe Curve schneidet, 
Punkte in dieser begleitenden Curve sein, welche ausserdem 
S in ^ ft' (ft — 2) (ft — 3) Paaren von copolaren Punkten 
trifft. 

Wenn r— 1 ist, so ist li der Ort der Pole der Tan- 
genten von S, und weil ein gegebener Punkt eine Polare hat, 
so müssen wir als Enveloppe der Polargeraden der Punkte 
von li die Curve S wieder finden, ohne eine begleitende 
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Curve zu erhalten. - Es ist jedoch zu bemerken, dass die ge- 
meinsamen Tangenten der Curve S und der Steiner’schen 
Curve einen Theil der Enveloppe bilden. Nun haben wir 
gesehen, dass jeder dieser gemeinsamen Tangenten zwei zu- 
sammenfallende Punkte in li entsprechen, und schliessen, 
dass bei Anwendung des umgekehrten Verfahrens diesen zwei 
Punkten zwei zusammenfallende Linien entsprechen, deren 
Punkte siimmtlich als zur Enveloppe gehörig gezählt werden 
müssen. Ferner muss die Curve S in dieser Enveloppe 
(ft — l) 2 fach gerechnet werden, weil jeder Tangente von S 
Pole in li in der Zahl (ft — l) 2 entsprechen und daher, wenn 
wir umgekehrt von den Punkten von li zu ihren Polarge- 
raden gehen, jede Tangente von S uns (ft — l) 2 mal begegnen 
wird. Und wenn ft" und v" Ordnung und Classe von li be- 
zeichnen, so ist die Ordnung der (ft — 1)'"' Polare nach dem 
Vorigen v" — {— 2 (ft — 2) ft", aber auch 
v" = (ft — 1) (ft — 2) v -f- (ft — l) 2 ft', ft" = v (ft — 1); 
die Ordnung der Polare ist also 

3 (ft - 1) (ft - 2) v+U i - 1 ) 2 fi- 
rn Uebereinstimmung mit den vorigen Erörterungen, weil die 
Zahl der gemeinschaftlichen Tangenten von S mit der Stei- 
ner’schen Curve nach der Classe 3 (ft — 1) (ft — 2) der 
Letztem gleich 3 (ft — 1) (ft — 2) v ist. 

Es muss eine gleiche allgemeine Theorie der Reciprocität 
bestehen für li als die r' e Polare von S und S als die 
(ft — r) 1 ' Polare von JR; dieselbe ist aber noch ununtersucht. 

386. Osculierende Kegelschnitte. Die Form einer 
Curve in der Nachbarschaft eines Punktes P derselben wird 
durch den Krünnnungskreis angegeben, aber sie gestattet noch 
eine andere Bestimmung. Wir denken parallel der Tangente im 
Punkte P eine unendlich kleine Sehne QU und die Normale 
in P, welche ihr in N begegnet, und bezeichnen den Mittel- 
punkt der Sehne durch M\ dann sind die Bögen PQ und 
und PU und die Geraden NQ, NU als Grössen erster Ord- 
nung einander gleich, aber um Grössen zweiter Ordnung ver- 
schieden, insbesondere differieren N Q, NU um eine Grösse 
zweiter Ordnung, oder die Entfernung NM ist von der zweiten 
Ordnung. Indem wir aber bemerken, dass PN auch von der 
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zweiten Ordnung ist, erkennen wir, dass der Winkel MPN , 
d: h. arc (tan = im Allgemeinen ein endlicher Winkel 


ist; d. h. die Gerade, welche den Berührungspunkt P mit dem 
Mittelpunkt M der zur Tangente parallelen Sehne QU ver- 
bindet, ist unter einem endlichen Winkel gegen die Nor- 
male in P geneigt. Im Falle des Kreises Fällt PM mit der 
Normale zusammen, und der bezeiehnete Winkel ist daher ein 
Maass für die Grösse der Abweichung der Curve von der 
Kreisform an der betrachteten Stelle. Wir können ihn als 
die Abweichung und die Gerade PM als die Axe der 
Abweichung bezeichnen. 80 ) 

Im Falle des Kegelschnittes ist die Axe der Abweichung 
der durch P gehende Durchmesser und die Abweichung selbst 
die Neigung desselben gegen die Normale. Und wenn man 
zu einer gegebenen Curve einen im Punkte P vierpunktig 
berührenden Kegelschnitt zeichnet, so haben beide — dieser 
Kegelschnitt und die Curve — dieselbe Axe der Abweichung, 
d. h. die Centra aller in P die Curve vierpunktig berührenden 
Kegelschnitte liegen in der Axe der Abweichung für diesen 
Punkt. Ferner wird die Axe der Abweichung im Punkte P 
von der Axe der Abweichung im nächstfolgenden Punkt der 
Curve in einem Punkte geschnitten, welcher der Mittelpunkt 
desjenigen Kegelschnitts ist, der in P eine fünfpunktige Be- 
rührung mit der Curve hat, wir nennen ihn den Mittel- 
punkt der Abweichung. Dieser Kegelschnitt ist voll- 
ständig bestimmt durch dieses Centrum, durch die Berührung 
mit der Curve in P und dadurch, dass er hier dieselbe 
Krümmung mit der Curve besitzt. 

Es ist leicht zu zeigen, dass die Abweichung in P durch 
Formel 


tan 8 — p — 


(1 +p«)r 
38 * 


ausgedrückt wird, in welcher p, q, r den ersten, zweiten und 
dritten Difierentialcoefficienten von y in Bezug auf x be- 
zeichnen. 


387. Die Axe der Abweichung ist eine Gerade, welche 
von der unendlich fernen Geraden der Ebene, aber nicht 
von den in derselben liegenden nicht reellen Kreispunkten 

Salm on, Höhere Curvcn. 28 
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abhängig ist; die Sehne Q 11 wird durch den Schnittpunkt 
0 der Tangente in P mit der unendlich fernen Geraden ot^er 
überhaupt mit der geraden Linie 1J gezogen und M ist der 
vierte harmonische Punkt zu 0 in Bezug auf die Endpunkte 
Q und R derselben. 

Der Satz von der Lage der Centra der in P vierpunktig 
berührenden Kegelschnitte in einer Geraden ist, weil die frag- 
lichen Kegelschnitte nicht bloss vier Punkte, sondern auch 
vier Tangenten (in der Tangente von P) gemeinsam haben, 
gleichbedeutend mit dem allgemeinen Satze, dass die Pole 
einer Geraden in Bezug auf die Kegelschnitte einer Schaar, 
d. h. die von vier festen Geraden berührten Kegelschnitte, in 
einer Geraden liegen ; dem reciproken von dem noch bekann- 
teren, dass die Polaren eines Punktes in Bezug auf den 
Kegelschnitt eines Büschels selbst ein Büschel bilden. 

Wenn die unendlich fernen Kreispunkte durch einen 
Kegelschnitt ersetzt werden, so existiert eine analoge Theorie 
der Abweichung nicht. 

388. Die in Art. 237. gegebene Untersuchung der Glei- 
chung des Kegelschnitts, der eine Curve dritter Ordnung in 
einem gegebenen Punkte fünfpunktig berührt, kann auf Curven 
beliebiger Ordnung ausgedehnt werden. Sei S = 0 der 
Polarkegelschnitt und T = 0 die Tangente in diesem Punkte, 
so ist die Gleichung eines in demselben Punkte berührenden 
Kegelschnitts S — PT— 0 für 

P=6i*i + 62^2 + 63*3 

mit noch zu bestimmenden Coefficienten Daun wird die 
Gleichung der geraden Linien, welche den Punkt xi mit den 
Durchschuittspunkten des Kegelschnitts mit der Curve ver- 
binden, erhalten, indem man in die Gleichung jeder Curve 
xl -f- \Xj für Xi setzt und A zwischen beiden so entstandenen 
Gleichungen eliminiert. Das Resultat der Substitution in die 
erste Gleichung ist 

T + i IS + i A* A 3 + * A» A* + etc., 

das Resultat der Substitution in die Gleichung des Kegel- 
schnitts dagegen 

2 (ft — 1) T— P'T+X (S - PP); 


Digltized by Google 


435 


und wenn wir das Letztere in der Form 0 T -f- X V schreiben, 
so ist das Resultat der Elimination von A zwischen beiden 
Gleichungen durch T theilbar und der Quotient giebt 

Vf- 1 — i 0 Vf- 3 S + { 6* Ff- 3 A 3 T- etc. = 0 

als Gleichung der 2 (fi — 1) Verbindungslinien von x mit 
den 2 (fi — 1) andern dem Kegelschnitt und der Curve ge- 
meinschaftlichen Punkten. Damit der Kegelschnitt eine drei- 
punktige Berührung mit der Curve habe, muss eine dieser 
Linien mit T zusammen fallen , oder die eben geschriebene 
Gleichung d. h. die Verbindung ihrer beiden ersten Glieder 
muss durch T theilbar sein, eine Bedingung, welche 0 = 2 
fordert, und da 0 = 2 (fi — 1) — P' ist, P' = 2 (fi — 2). 
Hierher gehört das Problem der Bestimmung des Osculätions- 
kreises, als des durch zwei gegebene Punkte gehenden oscu- 
lierenden Kegelschnittes. Wenn wir im allgemeinen Falle 
den erhaltenen Werth von 0 einsetzen und die Division durch 
T vollziehen, so erhalten wir 

— l'Vf -* -f 3 Vf - S A 3 — 4 Vf~* TA* + etc. = 0, 

als Gleichung der 2fi — 3 Genaden vom Punkte x{ nach den 
übrigen Durcbscbnittspunkteu des Kegelschnitts mit der 
Curve. 

Die Berührung wird eine vierpunktige, wenn diese Glei- 
chung, d. h. wenn '( A 3 — FS durch T weiter theilbar ist; 
und die entsprechende Bedingung wird wie in Art. 362. ge- 
funden, indem man in diese Grösse die Coordinaten eines 
willkürlichen Punktes in T, nämlich 

u t i 3 - u,$,, ty, - u x % 3 , l\i, - u t \ x 

einsetzt und sie mit Null identisch vergleicht; wir finden so, 
dass P von der Form 


^ T + iU (*» dx, + x * ff + * 3 ff) 
sein muss für p als noch zu bestimmende Grösse. Darum 
schneidet die Sehne der Schnittpunkte des Polarkegelschnitts 
und eines jeden vierpunktig berührenden Kegelschnittes die 
Tangente in dem festen Punkte X, welcher in Art. 373. be- 
stimmt wurde, wo die Tangente sowohl die Polarcurve dritter 
Ordnung als auch die gerade Polare von x, : in Bezug auf die 

28 * 
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Hesse’sche Curve der Curve selbst oder eine ihrer Polar- 
eurven trifft. 

Bezeichnen wir dann die Gerade 



durch TT und erinnern die identische Gleichung 
A3 — TT<S= JT, 

so wird durch Einführung des Werthes P = 1 17 -|- ft P die 
Gleichung durch T theilbar und giebt als Gleichung der 
2 ft — 4 Verbindungslinien von */ mit den übrigen Schnitt- 
punkten der Curve und des Kegelschnitts 

-f P l — pS) V*- 3 — | F“ _4 A 4 + etc. = 0. 

Die Bedingung der fünfpunktigen Berührung ist dann 
die Theilbarkeit dieser Gleichung durch T und wir bestimmen 
den einer solchen Berührung entsprechenden Werth von ft 
durch Substitution von 

U t i 3 - 17, 6,, 17,8, - Üi 8 3, U& - 17,8, 

für x u x 2 , x 3 in die vorstehend geschriebenen Glieder. Aus 
der identischen Gleichung des Art. 236. können wir J er- 
mitteln und finden, dass durch die erwähnte Substitution J 
den Ausdruck erhält 

- 3 (ft - 1) (,i - 2) I + UCjfS PV>(27) 

für X, P und ip (H) als die in Art. 365. ebenso bezeichneten 
Grössen. Die Resultate der Substitution in S, T und in A 4 

sind respective Q 2) Q 3 und Q t . Wenn wir dann die 
Werthe des Art. 369. anwenden, so erhalten wir 
^ p-2 = |{3 (ft — 1) (ft — 2) Xlf - 2 (ft — 1) P^(ff)} 

- | { 9 (ft - 2)3 H-L - 6 (ft — 2) Rtp{H) + i P*©} 

-i {- 6(ft-2) (ft — 3) X2T -f- 4 (ft — 3) R1>(H) - P 2 <1>}, 

woraus durch Reduction hervorgeht 

f* = - ftp (4© - 3JT4»), 

die vollständige Bestimmung des fünfpunktig berührenden 
Kegelschnitts. 
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389. Die Untersuchung ist von Cayley zur Ermittelung 
der Bedingung fortgesetzt worden, welche die Coordinaten x[ 
erfüllen müssen, damit die Berührung eine sechspunktige sei 87 ), 
und wir geben, weil die Untersuchung selbst zu lang ist, das 
Ergebniss an, welches dahin geht, dass die x, f der Gleichung 
Qt — 2) (12 (i - 27) HJ ( U , H, <t>) — 3 (p — 1) HJ' (Ü,H,<!>) 

+ 40 (g — 2f J (U, H, 0) = 0 
genügen müssen, in welcher J (U, H, 0) die Jacobi'sche 
Determinante dieser drei Functionen bezeichnet und der dem 
J beigefügte Strich bedeuten soll, dass bei Bildung der Ja- 
cobi’schen Determinante 0 in der Voraussetzung zu differen- 
tiieren ist, dass die in der Function 0 auftretenden zweiten 
Differentialcoefficienten von H constant sind. Die geschriebene 
Gleichung repräsentiert eine Curve von der Ordnung 12 g — 27, 
deren Durchschnittspunkte mit U = 0 die p (12g — 27) 
Punkte sind, in denen sechspunktige Berührung 
mit einem Kegelschnitt stattfindet. 

390. Systeme von Curven. Die Bestimmung der An- 
zahl von Kegelschnitten, welche mit einer gegebenen Curve 
eine sechspunktige Berührung haben, gehört zu einer Classo 
von Fragen, welche auf die Eigenschaften solcher Systeme 
von Curven führen, die einer Bedingung weniger unterliegen, 
als zu ihrer vollständigen Bestimmung erforderlich sind; also 
für Curven von der Ordnung m der Zahl von 

^ m ( m 3) — 1 

Bedingungen. Ein solches System oder eine solche Curven- 
reihe wird durch den Index N charakterisiert, wenn N die 
Zahl von Curven der lteihe ist, welche durch einen willkür- 
lich angenommenen Punkt gehen; 89 ) so dass z. B., wenn die 
Gleichung der Curve einen Parameter algebraisch enthält, 
N der Grad ist, in welchem dieser Parameter eintritt — ohne 
dass umgekehrt immer die Gleichung einer Curve des Systems 
oder der Reihe vom Index N stets in dieser Form ausgedrückt 
werden kann. 8 “) Oder man kann sie durch zwei Charak- 
teristiken 90 ) definiren, nämlich durch die Zahl fi von 
Curven der Reihe, welche durch einen willkürlichen Punkt 
gehen und die Zahl v derselben, welche eine willkürlich ge- 
wählte Gerade berühren. Durch die Symmetrie der Resultate, 
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welche sie. in dem Falle von Kegelschnitten als von Curveu 
derselben Ordnung und Classe liefert, ist diese Methode be- 
sonders beachtenswert!]. 

391. Der Ort der Pole einer gegebenen Geraden in Be- 
zug auf die Curven der Reihe ist eine Curve von der Ord- 
nung v. Denn diess ist offenbar die Zahl der Punkte, in 
denen die Linie selbst den Ort schneiden kann. Die Enve- 
loppe der Polaren eines gegebenen Punktes in Bezug auf die 
Curven des Systems ist in gleicher Art eine Curve der ft'" 
Classe. 

Der Ort eines Punktes, dessen Polare in Bezug auf eine 
feste Curve von der Ordnung m und Classe n mit seiner 
Polare in Bezug auf eine Curve des Systems zusammenfällt, 
ist eine Curve von der Ordnung v -f- ft (♦» — 1). Denn wir 
bestimmen die Zahl der in einer gegebenen Geraden liegenden 
Punkte des Ortes, indem wir zwei Punkte A, A' dieser Ge- 
raden betrachten, welche so liegen, dass die Polare von A in 
Bezug auf die feste Curve mit der Polare von Ä in Bezug 
auf eine Curve des Systems zusammenfällt; es ist zu ermitteln, 
in wie vielen Fällen A und Ä zusammenfallen können. 
Denken wir dabei zuerst A fest, so dass seine Polare in Bezug 
auf die gegebene Curve auch fest ist und der Ort der Pole 
dieser Geraden in Bezug auf die Curven des Systems nach 
dem ersten Satze von der Ordnung v ist, so sehen wir, dass 
jeder Lage von A Lagen von A in der Zahl v 'entsprechen. 
Setzen wir sodann aber Ä als fest voraus, so dass seine Po- 
laren in Bezug auf die Curven des Systems eine Curve von 
der Classe ft umhüllen, während nach Art. 384. die Polaren 
der Punkte der gegebenen Geraden in Bezug auf die feste 
Curve eine Curve von der Classe ( in — 1 ) umhüllen, so folgt, 
dass ft (ni — 1) gemeinsame Tangenten der beiden Enveloppen 
und daher ebenso viele dem festen Ä entsprechende Lagen 
von A vorhanden sind. Die Anzahl der Coincidenzen von A 
und Ä ist daher v -j- ft (»»' — 1) und eben diess ist die Ord- 
nungszahl des in Frage stehenden Ortes, 

Dieser Ort schneidet offenbar die gegebene Curve in den- 
jenigen Punkten, in welchen sie von Curven des Systems 
berührt wird und daher ist die Zahl solcher Curven 
m | v -j- ft (ni — 1) j oder ni v -f- «'ft. 
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392. Im Allgemeinen wird die Zahl der Curven des 
Systems, welche irgend einer andern Bedingung genügen, 
von der Form ft« vß sein und die Zahlen a, ß können als 
Charakteristiken dieser Bedingung angesehen werden. Wenn 
eine Curve durch eine hinreichende Anzahl von Bedingungen 
bestimmt ist, und diese Charakteristiken für jede Bedingung 
bekannt sind, so kann die Zahl der Curven bestimmt werden, 
die den vorgezeichneten Bedingungen genügen. Wir erörtern 
diess an dem Falle der Kegelschnitte. Die Zahl der durch 
fünf Punkte, durch vier Punkte und eine Tangente, durch 
drei Punkte und zwei Tangenten, durch zwei Punkte und drei 
Tangenten, einen Punkt und vier, endlich durch fünf Tan- 
genten bestimmten Kegelschnitte ist respective 
1, 2, 4, 4, 2, 1 

und die Charakteristiken der durch jene Bedingungen respec- 
tive bestimmten Systeme sind daher 

(1, 2), (2, 4), (4, 4), (4, 2), (2, 1). 

Die Zahl der Kegelschnitte, welche einer Bedingung von den 
Charakteristiken «, ß genügen und zugleich durch vier Punkte 
gehen oder drei Punkte enthalten und eine Gerade berühren, 
etc. ist daher 

« + 2ß, 2a + Aß, 4« -f Aß, 4 a + 2/3, 2a -f- ß. 

Wenn wir diese Zahlen durch ft'", v" , q", ff'", x" respective 
bezeichnen, so erkennen wir, dass dieselben nicht unabhängig 
von einander sind, sondern den Relationen 

v" = 2/t'", ff " — 2 q " = J («/'" + ff'") 

genügen. 

Die Charakteristiken der Systeme, welche mit der Be- 
dingung a, ß zusammen mit der von drei Punkten oder mit 
zwei Punkten und einer Tangente, etc. gebildet werden, sind 
dann offenbar 

O'", V"), 0"', q"), ((>'", ff"'), (ff'", *"') 
und die Zahl der Kegelschnitte dieser Systeme, welche einer 
neuen Bedingung a , ß' genügen, ist daher 

ft -f- v” ß', v" a -f- q" ß', etc. 

In entwickelter Form erhalten wir für die Anzahlen ft", v", 
q', ff" der Kegelschnitte, welche zwei Bedingungen von den 
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Charakteristiken («, ß), («', ß') erfüllen und zugleich durch 
drei Punkte gehen, oder zwei Punkte enthalten und eine 
Gerade berühren, etc. 

(*" = ««' + 2 (ßa + ctß') -f 4/3/3’, 
v" = 2 aa -j- 4 (/Sa -f- aß') -(- 4/3/3', 
p" = 4««' + 4 (ßa + aß') + 2/3/3', 
a"^4aa' + 2(ßa' + aß)+ßß-, 
und wir bemerken, dass diese Zahlen durch die identische 
.Relation 

fi" — | v" -f | q" — ö" = 0 

verbunden sind. 

In derselben Art sind die Charakteristiken des Systems 
der Kegelschnitte, welche zwei Bedingungen (a, ß) und (a, ß') 
genügen und zugleich durch zwei Punkte gehen, oder einen 
Punkt enthalten und eine Gerade berühren, oder zwei Gerade 
berühren, (ft", v"), (v" , p"), (p", a") und die Anzahlen solcher 
Kegelschnitte, die einer dritten Bedingung ( a ", ß") genügen, 
sind daher respective ft"«" -f- v" ß", etc. Also in entwickelter 
Form für ft', v, p' als die Zahlen der Kegelschnitte, welche 
drei Bedingungen («, ß), (a } ß), («'', ß") genügen und über- 
diess durch zwei Punkte gehen, etc. 

ft' = ««'«" + 2Yaaß" + 41aß'ß" + 4ßß'ß", 
v = 2««'«" + 4I««'/3" -f 4Yaß ß" -f- 2/3/3' ß", 
p" = 4 aa' a" -f- 4Z««'/3" 2I«/3'jS" ßß’ß". 

Dann sind die Charakteristiken des Systems, das man bildet, 
indem man den drei vorigen Bedingungen'eine vierte ( a"', ß"') 
hinzufügt, ft «'" -f- vß", v a" -j- ß ß” oder in entwickelter 
Form 

ft = aa a" a"' -f- 2Yaa a" ß’" + 4T.aa' ß" ß"' 

+ 4Iaß'ß'ß" + 2ßß'ß"ß'" > 
v = 2 aa a"a"' -f- 4T.aa' a" ß" -f- 4Yaa' ß" ß" 

+ 2Yaßß'ß" + ßß'ß"ß". 

Und wenn wir endlich eine fünfte Bedingung (a"", ß"") hin- 
zufügen, so ist die Zahl der Kegelschnitte, welche allen ge- 
nügen ft«"" -|- vß"" oder 

aa' a" a" a"" -)- 2Yaa a" a "' ß"" -f- 4 Z«a u" ß'" ß"" 

+ 41aa'ß"ß"'ß"" + 21aßß"ß"’ß"" -f- ßßß"ß"ß"". 
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Diess giebt z. B. die Zahl der Kegelschnitte, welche fünf 
gegebene Curven berühren, indem man für a, ß , etc. die 
Classen und Ordnungszahlen dieser Curven substituiert. Und 
in derselben Weise würden wir die Zahl von Curven irgend 
einer Ordnung finden, welche durch die Bedingung der Be- 
rührung mit gegebenen Curven bestimmt sind, wenn wir die 
Anzahl derselben in jedem Falle wüssten, wo die Bedingungen 
nur das Hindurchgehen durch Punkte und das Berühren mit 
geraden Linien vorschreiben. 

393. Die im vorigen Art. betrachteten Bedingungen 
waren unabhängig von einander oder einfache Bedingungen; 
aber wir können Bedingungen bilden, die zwei oder mehreren 
einfachen äquivalent sind, wie z. B. die Bedingung, dass ein 
Kegelschnitt eine Curve zweimal oder öfter berühren soll, oder 
die, dass eine Curve eine andere osculieren oder nach einer 
andern höheren Ordnung berühren soll. Eine solche Bedin- 
gung, welche zwei andern äquivalent ist, können wir als eine 
doppelte, oder genauer die Vereinigung von beiden als zwei 
untrennbare Bedingungen bezeichnen. Man findet, dass die 
im letzten Art. erhaltenen Formeln für unabhängige Be- 
dingungen unter geeigneten Modifieationen für untrennbare 
Bedingungen gültig bleiben. 

\ ' So sind für zwei untrennbare Bedingungen die Cha- 
rakteristiken ft", v", q", o" die Zahlen der Kegelschnitte, 
weiche durch die Combination der gegebenen zweifachen Be- 
dingmg respective mit der durch drei Punkte zu gehen, oder 
zwei Punkte zu enthalten und eine Gerade zu berühren, etc. 
erhalteA werden, und diese Zahlen sind immer durch die 
Relation' 

ft" — $ v" + | 9 " — ff" = 0 

verbunden. 

Wir gehen dann genau so wie vorher zur Aufsuchung 
der Zahl von Kegelschnitten weiter, welche durch Combination 
der zweifachen Bedingung mit irgend drei andern bestimmt 
werden und erhalten so die folgenden Formeln. Wenn m", 
n r ', r", s" die Charakteristiken einer zweiten zweifachen Be- 
dingung sind, so werden die Charakteristiken des durch beide 
Paare zweifacher Bedingungen gegebenen Kegelschnittsystems 
respective 
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»»"ft" — I (ft" n" -f- m"v") -f- (»'"ft" -(- p"»»") 

+ i n " v " — i ( r " v " + n'Q"), 
o"s' — f (o"r" -f- s" p") -f- (v"s" -)- ri'o") 

+ i Q'r" - i (9"n + r"v"). 

Und für ft', v , p' als die Charakteristiken einer dreifachen 
Bedingung ist die Zahl von Kegelschnitten, die durch diese 
dreifache und die zweifache Bedingung (ft", v", p", ff") be- 
stimmt werden, gleich 

i ft' (2 ff" — p") + { p' (2 ft" — v") 

+ A v { 5 (f*" + Q") — 6 (ft" + ff")}. 

394. Zwischen den beiden Charakteristiken ft, v einer 
Reihe von Curven m Ur Ordnung, welche einer Bedingung 
weniger unterworfen sind als der zur Bestimmung derselben 
hinreichenden Zahl, besteht eine Relation, die wir im Fol- 
genden untersuchen. Betrachten wir die Punkte A, Ä, etc., 
in welchen eine Curve der Reihe eine gegebene gerade Linie 
schneidet, so entsprechen, weil jede durch A gehende Curve 
die Gerade in (m — 1) andern Punkten schneidet, dem Punkte 
A die Zahl von ft (m — 1) Punkten Ä und umgekehrt; die 
Zahl der Doppelpunkte dieser beiden entsprechenden Reihen 
ist daher 2fi(m — 1). Dieselbe würde mit der Zahl v über- 
einstimmen, wenn die Doppelpunkte nur aus der Berührung 
einer Curve der Reihe mit der Geraden ^1.4' entspringen 
könnten. Da es aber Curven der Reihe geben kann, welche 
zusammengesetzt sind aus einem einfach und einem doppelt 
zählenden Theile , so sind die aus ihnen durch die letzteren 
entspringenden Doppelpunkte von 2 ft (m — 1) abzuziehen, 
um die Zahl v der eigentlichen Berührungen zu erhalten. 
In dem speciell betrachteten Falle der Kegelschnitte erhält 
man für A als die Zahl der Kegelschnitte der Reihe, die sich 
auf zwei zusammenfallende Gerade reducieren 

v = 2 fi — A. 

395. Ein Kegelschnitt kann als Curve zweiter Ordnung 
in ein Linienpaar degenerieren, so dass seine Gleichung in 
Liniencoordinaten ein vollständiges Quadrat wird und jede 
durch den gemeinschaftlichen Punkt des Linienpaares gehende 
Gerade als eine Doppeltangente der Curve zu betrachten ist. 
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Ebenso kann ein Kegelschnitt als Curve zweiter Classe in 
ein Paar von Punkten degenerieren, und jeder Punkt in der 
Geraden, welche dieselben verbindet, gehört in gewissem 
Sinne doppelt zur Curve. Das Punktepaar kann als Grenz- 
form des Kegelschnittes betrachtet werden und die durch die 
Punkte gehenden Geraden insbesondere als seine Tangenten; 
der Kegelschnitt ist unter Festhaltung seiner Hauptaxe durch 
fortschreitende Verkürzung seiner Nebenaxe in die Grenzform 
übergegangen, in welcher nun alle seine Tangenten unendlich 
nahe den zwei festen Punkten Vorbeigehen. 

Bezeichnen wir durch A die Zahl der Punktpaare im 
System und durch co die der Linienpaare desselben, so ist 
p = 2 v — co , v = 2 [i — A , 3 p = 2 A -|- ra , 3 v = 2 co -f- A. 
Weil die Zahlen der Kegelschnitte eines Systems, welche in 
Linien- oder Punkten -Paaren degenerieren, in der Regel 
leichter zu erkennen sind, als die Zahlen der Kegelschnitte 
desselben, welche einen beliebigen Punkt enthalten, oder eine 
beliebige Gerade berühren, so konnten sie in der Theorie 
der Kegelschnittsysteme von Zeuthen mit Vortheil statt der 
Chasles'schen Charakteristiken p, v benutzt werden. Ein 
besonderer Fall bietet sich dar, wenn die zwei Punkte eines 
Punktpaares zusammenfalleu , ohne dass darum ihre Verbin- 
dungslinie aufhört bestimmt zu sein, oder wenn die zwei 
Linien eines Paares vereinigt sind ohne dass ihr Schnittpunkt 
unbestimmt wird; man kann ihn als den des Linien-Paar- 
Punktes bezeichnen. 

396. Im Falle der Kegelschnitte hat das Linienpaar in 
Punktcoordinaten eine Gleichung x t a? 2 — 0 und das Punkte- 
paar in Liniencoordinaten reciprok £, = 0. Wenn wir aber 

nach der Gleichung des Letztem in Punktcoordinaten fragen, 
so ist dieselbe nicht a: 3 2 = 0, welches vielmehr nur die doppelt 
zählende Verbindungslinie der Punkte des Paares darstellt, in 
gewissem Sinne einen Kegelschnitt — ebenso wie 
(g,#, + £,x, + g 3 x 3 ) 2 = 0 

— welcherje.de beliebige gerade Linie berührt. Die Anschauung 
der Grenzform oder des unendlich flachen Kegelschnitts führt 
zur richtigen Darstellung. Denken wir die Kegelschnitte, 
welche zwei gegebene Punkte in der Geraden x l = 0 nämlich 
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x 2 — ax 3 = 0 und x 2 — ßx 3 = 0 
enthalten und zwei gegebene Gerade x 2 = 0, x 3 — 0 berühren, 
so lassen sich dieselben durch die Gleichung mit dem will- 
kürlichen Parameter 0 darstellen 

xf -f- 20x t x 2 -\-26y / ußx l x 3 -\- 0 2 (x 2 — ax 3 ) (x 2 — ßx 3 ) = 0, 
oder 

{ x , -f- 0a' 2 + 0 yaßx 3 }* — 0 2 (a + ß) x 2 x 3 — 0 
und für 0 als ein unendlich kleines, sagen wir der ersten Ord- 
nung, repräsentiert diese Gleichung den unendlich flachen 
Kegelschnitt oder das gegebene Punktepaar. Der Vergleich 
mit der allgemeinen Gleichung 

« , | -Z-' i 2 — f- u-, -)X -, 2 -(- a 33 x 3 2 2a n x. i x J -f- 2a t3 x l x 3 2 a n x l x. l = 0 

giebt 

«1 1 = 1, «22 = 6 2 , «33 = «23 “ — i 9 2 (« .+ ß)> 

a i3 = 0 }' r äß, a 12 = 0, 

also für ein endliches a u unendlich kleine Werthe erster 
Ordnung für und a l3 , aber unendlich kleine Werthe der 
zweiten Ordnung für a., 2 , a 33 , a 23 ; wobei dann die Ver- 
hältnisse 

V a Yi : V a 3i : Y a 23 : «13 : «12 

so zu bestimmen sind, dass den vorgeschriebenen Bedingungen 
genügt wird. Insofern 0 unendlich klein ist, erscheint die 
Gleichung somit vollkommen bestimmt. Die in der Grenze 
verschwindenden Coefficienten der Gleichung des Kegelschnitts 
sind also als unendlich kleine von verschiedener Ordnung zu 
betrachten. 

Gehen wir zur Gleichung einer Curve n' cr Ordnung weiter, 
so wird diese, wenn sie gewisse unendlich kleine Coefficienten 
enthält, mit dem Verschwinden derselben sich in eine zu- 
sammengesetzte Gleichung P“ Qt* . . . — 0 verwandeln und in 
ihrer ursprünglichen Gestalt eine Grenzform der Curve dar- 
stellen. Betrachten wir die von einem willkürlichen Punkt 
zu dieser Grenzform gehenden Tangenten, so bestehen die- 
selben 1) aus den Tangenten von ihm zu den verschiedenen 
componierenden Curven P = 0, Q = 0, etc. 2) aus den nach 
den singulären Punkten dieser Curven gehenden Geraden; 
3) aus den nach den Durchschnittspunkten der Curven P = 0, 
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Q = 0; etc. unter einander gehenden Geraden ; 4) aus den 
geraden Linien nach gewissen bestimmten Punkten in den 
verschiedenen Curven P = 0, Q = 0, etc. respective, die 
wir als „freie Scheitel“ bezeichnen wollen, indess die 
Punkte unter 4) als „feste Scheitel“ bezeichnet werden 
sollen. Wir haben so eine Degenerationsform der Curve n“ r 
Ordnung, die als zusammengesetzt angesehen werden kann 
aus den eomponierenden Curven in ihren etwaigen Graden 
der Vielfachheit und aus den als Scheitel bezeichneteu Punkten, 
und die daher nur unvollständig durch die Endgleichung 
P“^ . . . =0 dargestellt wird. Die Zahl und Vertheilung 
der Scheitel ist nicht willkürlich, sondern durch Gesetze be-t 
stimmt, die sich aus der Betrachtung der Grenzform ergeben. 
Entsprechend verschiedenen Formen der Endgleichung 
P“(#» . . . = 0 

und der Zahl und Vertheilung der Scheitel in den compo- 
nierenden Curven giebt es für einen gegebenen Werth von 
n verschiedene Degenerationsformen der Curve. Im Falle 
einer Curve vierter Ordnung mit der Endgleichung x^y 1 = 0 
hat sich ergeben 112 ), dass neun freie und drei feste Scheitel 
existieren. Die letzteren liegen im Schnittpunkt der beiden 
Geraden x — 0, y — 0; von den ersteren liegen drei in einer 
der Geraden , sagen wir in y — 0, und sind drei von den 
Schnittpunkten der Curve vierter Ordnung mit ihr, indess 
der vierte dem Punkt x = 0, y = 0 unendlich nahe liegt; 
die sechs andren liegen willkürlich in der Geraden x = 0. 
Die Zahl der untersuchten Fälle ist jedoch klein 113 ) und die 
Frage nach diesen Degenerationsformen daher wohl weiterer 
Untersuchung bedürftig. 

Auf Grund der Betrachtung der Degenerationsformen der 
Curven dritter und vierter Ordnung sind durch Maillard 
und Zeuthen 01 ) die Anzahlen solcher Curven bestimmt 
worden, welche gegebenen Elementarbedingungen genügen. 

397. Für ein System von Kegelschnitten, welche vier 
Bedingungen der Berührung genügen, ist ziemlich leicht zu 
erkennen, welches die Punktepaare und Linienpaare des 
Systems sind. Um aber die Werthe von A und a zu finden, 
ist jedes dieser Paare nicht einfach, sondern in bestimmter 
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Vielfachheit zu zählen und die Bestimmung dieser Vielfach- 
heiten bildet die eigentliche Schwierigkeit des Problems. 

Zeuthen gebraucht zu diesem Zwecke die folgende 
Ueberlegung: In dem elementaren System der durch vier 
Punkte bestimmten Kegelschnitte ist offenbar die Anzahl der 
Linienpaare drei und die der Punktepaare Null und wegen 
p = 1, v = 2 erhalten wir A = 0, <a — 3 und erkennen, dass 
ein Linienpaar, welches vier gegebene Punkte zu zwei mit 
einander verbindet, in der Zahl der Linienpaare einfach zählt. 

Nehmen wir aber ein durch drei Punkte und eine Tan- 
gente bestimmtes System von Kegelschnitten, so haben wir 
• drei Linienpaare, nämlich je eine Verbindungslinie von zweieu 
der gegebenen Punkte und die von ihrem Schnittpunkt mit 
der gegebenen Tangente nach dem dritten Punkte gehende 
Gerade; auch hier sind keine Punktepaare vorhanden und weil 
p. — 2, v = 4 sind, so werden A = 0, co = 6 und wir er- 
kennen, dass ein Linienpaar doppelt zählt, wenn es wie hier 
aus der Verbindungslinie von zwei gegebenen Punkten und 
der Linie vom dritten Punkt nach ihrem Durchschnitt mit 
einer gegebenen Geraden besteht. 

Nehmen wir endlich das durch zwei Punkte und zwei 
Tangenten bestimmte System, so ist nur ein Linienpaar vor- 
handen, welches vom Durchschnittspunkt der beiden Tan- 
genten nach den gegebenen Punkten geht und ein Punkte- 
paar in der Verbindungslinie der Punkte auf den Tangenten; 
wegen ft = v — 4 ist also A = w = 4, oder ein Linienpaar 
zählt vierfach, wenn es zwei gegebene Punkte mit dem Schnitt- 
punkt von zwei gegebenen Geraden verbindet. Wir können 
es ersparen, auf die reciproken Singularitäten weiter einzu- 
gehen. 

Die Bewegung eines Kegelschnitts, welcher eine gegebene 
Curve berührt, kann als eine Drehung um den Berührungs- 
punkt oder als eine Verschiebung längs der Tangente des- 
selben bis zum Eintritt der Berührung betrachtet werden; 
man schliesst hieraus im Falle eines Kegelschnitts, welcher 
eine gegebene Curve berühren soll, dass unter den Linien- 
paaren diejenigen (Ä) einfach zu zählen sind, welche aus 
zwei gemeinschaftlichen Tangenten von zweien der Curven 
besteheu; dass wir die andern ( B ') zweifach zählen müssen, 
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welche aus einer gemeinschaftlichen Tangente von zwei 
Curven und einer von ihrem Schnittpunkte mit der dritten 
Curve an die vierte Curve gehenden Tangente bestehen; und 
endlich vierfach diejenigen (C'), welche aus Tangenten an 
zwei der Curven aus einem Durchschnittspunkte der beiden 
andern Curven bestehen. Und ebenso zählen wir unter den 
Punktepaaren diejenigen {A) einfach, welche aus Durchschnitts- 
punkten von zwei der Curven bestehen; sodann zweifach die 
andern ( B ), wo eine Tangente der einen Curve durch einen 
Schnittpunkt zweier andern Curven und die vierte Curve be- 
grenzt wird; endlich vierfach diejenigen (C), welche Paare 
von Begrenzungspunkten einer gemeinschaftlichen Tangente • 
von zwei Curven in den beiden andern Curven sind. Dabei 
kann an Stelle des Durchschnitts von zwei Curven der Durch- 
schnitt einer Curve mit sich selbst, also ein Knotenpunkt 
und an Stelle der gemeinsamen Tangente von zwei Curven 
eine Doppeltangente einer Curve treten. 

398. Wir erörtern das Beispiel von der Zahl der Linien- 
paare in dem System von Kegelschnitten, welche vier feste 
Curven berühren. 

Wir haben nri ri'ri" Linienpaare, welche aus einer der 
nri gemeinsamen Tangenten der beiden ersten und einer der 
ri'ri" gemeinsamen Tangenten der beiden letzten Curven be- 
stehen, und weil wir die vier Curven in drei Arten zu Paaren 
verbinden können, so ist die Zahl Ä gleich 3nri ri'ri". 

Ferner giebt es nriri'tn’" Paare aus einer gemeinsamen 
Tangente der beiden Curven und einer aus einem Schnitt- 
punkte derselben mit der vierten an die dritte gezogenen Tan- 
gente; und da wir dieselbe Anzahl erhalten, wenn wir von 
einer gemeinsamen Tangente der zweiten und dritten oder 
der dritten und ersten Curve ausgehen, so wird 
ß = 31»»'«" tri". 

Endlich giebt es offenbar ’Lnrim'm"' Paare von Tangenten 
der mit C‘ bezeichneten Gruppe. Wir haben also 

to = 3 nri ri'ri" -|- GZ nriri'tn'" -f- 4Tnri tn" m"' 
und erhalten in gleicher Art 

X = 4Zwm'»»"»h'" -j- GZ n mm" tri" -{- 3mm' tri' tri " ; 
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und leiten endlich aus diesen Zahlen dieselben Werthe für 
fi und v ab, welche wir früher in anderer Weise erhielten. 

399. Wir verfahren in analoger Weise, wenn die Be- 
dingungen des Problems fordern , dass der Kegelschnitt die- 
selbe Curve mehr als einmal oder nach einer hohem Ordnung 
berühren soll. Dabei benutzen wir die zweckmässige Be- 
zeichnung von Cayley, in welcher (1) die einfache Berührung, 
(1,1) die einfache Berührung mit derselben Curve in zwei 
verschiedenen Punkten, (2) die dreipunktige oder die Beriih- 
rührung zweiter Ordnung etc. bedeuten, so dass das bisher 
untersuchte Problem von der einfachen Berührung mit vier 
verschiedenen Curven durch (1), (1), (1), (1) bezeichnet wird. 
Wir betrachten nun das System (1, 1), (1), (1), also das- 
jenige, dessen Kegelschnitte eine Curve doppelt und zwei 
andere Curven einfach berühren. In diesem Palle ergiebt sich 
genau wie vorher 

Ä — rn' n" -f- nn. »»"; 

ferner 

B' — r {n m" -f- n" in') -)- nn {rn — 2) n" -j- nn" ( m — 2) n 
-f- nn'm" (w — 1) -f- nri'm' (n — 1) -f- riri'm (n — 2); 

C' — Sn n" -j- mm' {n — 2) n" -}- mm" (n — 2) n 
-(- m'm" h n (n — 1) 

für t und S als die Anzahlen det Doppeltangenten und Doppel- 
punkte der doppelt berührten Curve. Wir müssen aber hierzu 
noch die Zahl (2)') von xnn" Linienpaaren fügen, welche 
aus einem Paar von Tangenten der zweiten und dritten Curve 
bestehen , die von einem Rückkehrpunkt der ersten Curve 
ausgehen — für x als die Zahl derselben. Dass diese D' 
dreifachzu zählen sind, hat Zeuthen dadurch ermittelt, dass 
er sie zuerst mit dem unbekannten Factor x in die Formeln 
einführte und sodann diess x durch Untersuchung der elemen- 
taren Fälle bestimmte, in denen die zweite und dritte Curve 
sich auf Punkte oder Linien reducieren. Durch Verbindung 
der Zahlen 

Ä + 2B + 4C' + 3D' 

erhalten wir dann 

co = nn" (n 2 -f- 6m n — 8w — 4m -f- t -}- 4d -f- 3 x) 

-)- 2 (tun" -f- »»"»') (w 2 + 2 in n — n — 4 m -(- r) -{-2 m'm"n ( n — 1 ) 
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mit einem entsprechenden Ausdruck für X. Mittelst dieser 
Formeln bildet man sodann die Werthe von u und v, nämlich 

p, = ft '" m m" -p ft" (m'n" -f- m'n) -f- u’n'n", 
v — v" m m" -|- v" (m'n" -p m" n) v n'n", 
für 

ft' = 2ni (m -f- n — 3) -p r, 
ft" = v' = 2m (tu 2 n — 5) -p 2 t, 
ft'" = v" = 2m (2m + n — 5) + 26, 
v" = 2 n (m -p n — 3) -p <5. 

Diese Zahlen drücken die Anzahl von Kegelschnitten aus, 
welche bestimmt sind respective durch die Bedingungen der 
zweifachen Berührung einer Curve und drei Punkte, oder zwei 
Punkte und eine Tangente, einen Punkt und zwei Tangenten, 
oder endlich drei Tangenten. 

Es ist unuöthig, den Fall (1, 1), (1, 1) besonders zu be- 
trachten (vergl. Art. 392.) und wir bemerken nur, dass die- 
selben Principieu auf die Fälle (3), (1) und (4) anwendbar sind. 

Wir verweisen für weitere Details auf die Abhandlungen 
von Zeuthen und Cayley 115 ) und theilen nur noch die fol- 
gende Tafel mit, in welcher Cayley die einfacheren Resul- 
tate mit Hilfe der Charaktere m, n und « (— 3 m -p t = 3 m -f- x, 
Art. 83.) zusammengestellt hat. 

(1, 1, 1) ft' = | w» 9 -(- 2 m 2 n -)- mn 2 -f- { n s — 2 nt 2 — 3 mn 

— pn- — \°m — -p a ( — 3m — jjw -p 13), 

v — J»» 3 -p 2 m 2 n -f- 2 m ri : -(- p m 9 — m‘ — 4 m n 

— ri‘ — V ’ m — V w + “ ( — 3m — 3 m -f- 20), 

p' = { m 1 -|- m* n -)- 2 m n - -p | m :i — ) m 2 — 3 m n 

— 2m- — \ 9 m — ^»-f « ( — .) m — 3m 13); 

(1, 1, 1,1) ft = + m*« 5 -p -J-mM 9 -p -fa m 4 

— ) nt 3 — 3 m 2 n — 2wim ? — \n 3 — m 2 — 21 mn 

— »* *p 1 1 1 m -p 4 -<p m -p a ( — | m 2 — 3 m n 

— ({n 2 + V«*+ ¥»- 3 F) + 1« S . 

v — . 2 ' 4 Mt 4 ~p p»t :1 M -p m‘n 2 -p mn' -p j* 2 n 1 

— P «t :l — 2 m 2 n — 3 m n 2 — ) m 9 — 'tpp W4 ' — 21 m n 

— 4V n 2 -P 4 P 9 m + m -j- a (— | m 2 — Smn 

— |» 2 + V wi + V» — 3 F) + 1 « 2 ; 

Salmon, Höhere Curven. 29 
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(2) ji" = k, v” — 2«, q” = 2 k, ö" — k; 

(2, 1) ft' = 12 m + 12« + « (2m + « — 14), 

v = 24m -f- 24« -j- a (2m -f- 2« — 24), 
q = 12m -f- 12« “ (m + 2» — 14); 

(2, 1, 1) /t = 24m 2 -(- 36m» 12 « 2 — 168m — 168« 

-f k (m* + 2m« + )« 2 —25 m— y » + 138) — $« 2 , 
« = 12m 2 -(- 36m« -f- 24« 2 — 168m — 168« 

-f- a (^ m 2 -(- 2 tnn -f- « 2 — V m — 25« -)~ 138) — | k 2 ; 
(2, 2) ft = 27m + 24« — 20« + Ja 2 , 
v *= 24m -f- 27« — 20k -|- ^k 2 ; 

(3) ft' = — 4m — 3« + 3 k, 

v'== — 8m — 8 « — )— 6 te, 
q = — 3m — 4« -f 3«; 

(3, 1) ft = — 8m 2 — 12m« — 3« 2 + 56m + 53« 

-j- k (6m -f- 3« — 39), 
v = — 3m 2 — 12m« — 8« 2 53m 

+ « (3m -f- 6« — 39); 

(4) ft = — 10m — 8» -(- 6k, v = — 8m — 10« -f- 6 k. 

400. Es bleibt noch übrig, Formeln für die Zahl von 
Kegelschnitten zu geben, welche fünf untrennbaren Bedin- 
gungen genügen, wie z. B. (5), d. h. die Zahl von Kegel- 
schnitten, die eine Berührung fünfter Ordnung mit einer 
gegebenen Curve haben. Diese Zahlen werden durch Unter- 
suchung des Falles bestimmt, in welchem eine von den 
Kegelschnitten des Systems berührte Ourve in zwei andere 
Curven zerfällt. So z. B. werden die in Berührung fünfter 
Ordnung mit einer in zwei Curven zerfallenen Curve stehenden 
von den Kegelschnitten gebildet, welche die gleichartige 
Berührung mit der einen respective der andern Theilcurve 
eingehen und der Ausdruck für (5) muss daher eine solche 
Function von m, « und k sein, dass man hat 

0 (m -f- m, w -)- «', k -)- k') = 0 (m, «, «) -j- 0 (m', «', a), 

d. h. von der Form 

am -f- bn -|- ca. 

Nun muss aus Gründen der Symmetrie a = b sein und aus 
der Zahl der sechspunktig berührenden Kegelschnitte für die 
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Curven dritter Ordnung können a und c bestimmt werden; 
man findet 

(5) = — 15?« — 15m + 9“- 
Die Kegelschnitte (4, 1) für die zusammengesetzte Curve 
werden von denen, welche dieselbe Art der Berührung mit 
den Theilcurven haben, und von den anderen gebildet, welche 
mit der einen von diesen eine Berührung vierter Ordnung 
und mit der andern eine einfache Berührung haben. Da die 
Zahl der Kegelschnitte der letzten Gruppe durch die Formeln 
des vorigen Art. bestimmt ist, so ist 
<t> ( m -(- m, n -f- n, a -)- a') — <t> (m, n, a) — <t> (m', n', a) 
eine bekannte Function von m, n, a. 

Mittelst des so erläuterten Verfahrens wurde von Cayley 
die folgende Tafel begründet 

(4, 1) = — 8 »n 2 — 20 »mm — 8»i 2 4“ 104 (»» + »») 

-f- 6« (»m + n — 11) ; 

(3, 2) = 120 (»» + ») + a (— Am — An — 78) + 3a 2 ; 

(3, 1,1) = — §»m 3 — 10m 2 « — 10 »mm 2 — f n 3 l -J®m 2 

+ 116 »mm + 'f 11 « 2 — 434 (»m -f- m) 

-)- a (| »n 2 -f- 6 »mm -}- 1 » 2 — y m — y n -j- 29 1 ) — £ a 2 ; 
(2, 2, 1) = 24 m 1 -)- 54 »mm + 24 n 1 — 468 (»m -)- m) 

+ a ( — 8»m — 8m -f- 327) + a 2 (£»M -f- — 12); 

(2, 1, 1, 1) = ö»m :i 30 »i 2 n 4- 30»mm- 4~ 6m 3 

— 17 m (»m 4- »)* 4" 1320 (»m 4- m) 

4- a { 4 W * 3 4" n 4- mn ‘ 4~ i nS — V »m 2 — 26mn 

— y n‘ + (m 4- n) — 960 } 

4- a 2 (— |»m — Jm 4- 28); 

(1, 1, 1, 1, 1) = rij 0u 5 4-»i ') 4- f i. 2 mn -j- J mV (m+n) 

— 2»m 2 m 2 — ,4 ( w * 4 4- n< ) — $mn (»m 2 4- m 2 ) 

— 2 »i 2 »»• — (»m 3 4- w 3 ) — \y »mm (»m 4 " n ) 

+ ‘ff 7 (*» 7 + M? ) + b Vmn — 3 y» (m 4- n) 

4 - a ( — 1 »m 3 — J ni‘ n — :] m m 2 — \n i 4- y »m 2 
4- 23 m n 4- y n 2 — :i | 7 m — 3 |’ n 4- 486) 

4- « 2 {I (»» + ») — 15}. 

Von Zeuthen und Cayley sind auch Formeln gebildet 
worden für die Fälle, in welchen die Berührung mit einer 
Curve in gegebenem Punkte vorgeschrieben ist. Cayley ’s 

29 * 
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Abhandlung enthält endlich Untersuchungen über eine Formel 
von de Jonquieres 96 ), welche die Zahl von Curven der r** 
Ordnung angiebt, die mit einer gegebenen Curve m ,cr Ordnung 
t Berührungen von den respectiven Ordnungen a, b, c eingeht 
und überdiess p Punkte der Curve enthält. Der Gegenstand 
kann seiner Ausdehnung wegen hier nicht wohl weiter ent- 
wickelt werden. 
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Literatur-Nacliweisungen und Zusätze. 

Zu Kap. I. S. 1 — 14. 

1) S. 12, Art. 22 u. 23. Für diese Coordinaten-Entwickeluug vergleiche 
man die Abhandlung des Herausgebers in „Vicrtcljahrsschrift der 
Natnrforsch. Gesellschaft zu Zürich“ Bd. 15, p. 152 f., sowie »eine 
„Darstellende Geometrie“ Art. 133 f. und Art. 144. Dazu für die 
Grundidee v. Staudt „Beiträge“ 2. Heit (1857) § 29, p. 2G1 - 2fi7 
und W. Hamilton „Elements of (juaternions“ (London 18(56) 
p. 24 u. 02. 

Ein Beispiel für den Gebrauch der allgemeinen Transformations- 
gesetze findet man im Text, p. 50 unter 2. 

Sonst ist das Kapitel „Von den Coordinaten“ im Wesentlichen 
ein Beitrag von Prof. A. Cayley zum Original. 

Zu Kap. II. S. 15—78. 

Zu Art. 31 mag ausser Art 32 das folgende Beispiel angeführt 
werden. In jedem einem Kegelschnitt eingeschriebenen Achteck 
12 . . 8 schneiden sich die zwei Reihen abwechselnder Seiten 12, 
34, 56, 78 und 23, 45, G7, 81 ausser in den Ecken in acht Punkten 
eines neuen Kegelschnitts. 

2) S. 25. Art. 34. Euler (vgl. Abhandlungen der Berliner Akademie 
vom Jahre 1748 „Sur une contradiction apparente dans la doctrine 
des lignes eourbes“) scheint zuerst die Paradoxie bemerkt zu haben, 
dass zwei Curven n'" Ordnung sich in einer grossem Zahl von 
Punkten schneiden, als zur Bestimmung einer solchen Curve nötliig 
sind. Cramer hat dieselbe Bemerkung in seiner im Jahre 1750 
veröffentlichten „Introduction ä 1’ Analyse des Lignes eourbes algd- 
briques“. Aber mau hat erst in viel spätererZeit die wichtigen geome- 
trischen Sätze erkannt, welche daraus entspringen. Von Lame ward 
der Begriff des Curvenbüschels durch n* Grundpunkte gebildet. 
(„Examen des differentes methodes employees pour resoudre les Pro- 
bleme» de gdometrie“ 1818 p. 28.) 1827 gab Gergonne den Satz 
des Art. 31 („Annalcs“ Bd. 17, p. 220); um dieselbe Zeit I’lücker 
(„Entwickelungen“ Bd. 1, p. 228 und „Gergonne’s Annalen“ Bd. 19, 
p. 97. 129) den allgemeinen Satz des Art. 30. Einige Jahre später 
wurden die Fälle der Beziehung erörtert, welche zwischen den 
Durchschnittspunkten von Cnrven und Flächen verschiedener Ord- 
nungen besteht wie in Art. 33; es geschah in zwei gleichzeitig zur 
Veröffentlichung eingesendeten Arbeiten durch Jacobi („Crelle’s 
Journal“ Bd. 15, p. 286) und Pliicker (ibid. Bd. 16, p. 47). Ausser 
diesen Arbeiten mag man eine Abhandlung von Cayley im „Cam- 
bridge Math. Journ.“, Bd. 3, p. 211 zu Rathe ziehen. 

2*) S. 31, Art 40; der Abriss von den Formen der dreifachen Punkte 
rührt von A, Cayley her. 
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3) S. 34, Art. 43. In der ersten Ausgabe war die Zahl 4 (» — 2) (n — 3) 
als Grenze angegeben. Anstatt das allgemeine Kriterium anzu- 
wenden, wurde die Frage direct untersucht wie folgt: Durch den 

f egebenen vielfachen Punkt und 4n (n — 3) — 1 andre Punkte 
er Curvo kann eine Curve von der Ordnung n — 3 gelegt werden, 
für welche der vielfache Punkt als n — 2 gezählt und die ange- 
nommenen Punkte ^ (» + 2) (» — 3) Durchschnitte mit der Original- 
curve ausmachen, so dass durch Subtraction von n (» — 3) andre 
Durchschnittspunkte in Zahl ^ (n — 2) (n — 3) übrig bleiben, welches 
eine Grenze für die Zahl angenommener Punkte ist, die Doppel- 
punkte sein können. Wir erhalten aber nach dem allgemeinen 
Kriterium die niedrigere Grenze, indem wir eine Curve von der 
Ordnung n — 3 beschreiben , welche den gegebenen vielfachen 
Punkt äs (« — 4) fachen Punkt enthält, so dass er nach Art. 41 
für sie | (n — 3) (« — 4) Bedingungen repräsentiert und noch 2 (« — 3) 
Punkte zur Bestimmung der Curve (n — 3) far Ordnung anzunehmen 
bleiben. 

Und da der vielfache Punkt unter den Schnittpunkten dieser und 
der ursprünglichen Curve (» — 2) (n — 4) fach zählt, so bleiben 
ausser den angenommenen Punkten nur n — 2 andere Durch- 
schnittspunkte übrig. 

S. 34, Art. 44. Vergl. die Abhandlungen von Clebsch „Ueber 
die Anwendung der Abel'schen Functionen in der Geometrie“ in 
„Crelle’s Journal“ ßd. 53, p. 189 f. und ibid. Bd. 54, p. 43 f. (über 
die Curven vom Geschlecht Null). Hierzu auch Haase in Bd. 2, 
p. 515 der „Mathemat. Annalen“. Die Ausdrücke Defect und Uni- 
cursalcurve führte Cayley ein in seiner Abhandlung „On the 
Transformation of plane Curves“ „London Mathem -Society “ Oct. 
1865. Siehe Note 14 unten. 

S. 39, Art. 47 entwickelt Ansichten A. Cayley’s. 

4) S. 47, Art 54. Vergl. Gregory's Kxamples, p. 170 f. 
ft) S. 50, Art. 55. Vergl. Gregory's Examples, chap. XI; oder die 
ursprüngliche Quelle: Cramer’s „Introduction“. Zu Aufg. 5 ver- 
gleiche man Sidler „Trisection eines Kreisbogens und die Kreis- 
eonchoide“ in den „Mittheilungen der naturforsch. Gesellschaft von 
Bern“ 1873. 

Das Beispiel 6, p. 52 ist von Cayley. Das Beispiel zeigt sehr 
deutlich den Formenwandel einer Curve vierter Ordnung. Geht 
man von Figur 22 aus, so kann mau durch Auflösung der 
Knoten die übrigen Figuren ableiten; wir wollen bemerken, dass 
die Fig. 21 mit etwas mehr nach den Coordinatcnaxen hinreichen- 
den Ovalen uns ein Bild von einer Curve vierter Ordnung mit 28 
reellen Doppeltangenten gehen würde (vergleiche p. 269); die gegen 
den Punkt 0 hinlicgenden Concavitäten der vier Ovale sind in der 
vorliegenden Figur nicht erkennbar. In ähnlicher Weise kann 
man die Formen der Curven dritter Ordnung schematisch ableiten 
aus der Figur von einem Kegelschnitt und einer ihn schneidenden 
Geraden. 

6) S. 53, Art. 56. Vergl. in „Methodus Fluxionum et Serierum . infini- 
tarum“ (Opuscul. ed. Castillon, Bd. 1, p. 37) den Abschnitt „De 
reductione affectarum equationum“. Newton giebt jedoch die 
Regel in einer von der des Textes abweichenden Form. Man sehe 
auch eine Abhandlung von de Morgan in „Quarterly Journal“ 
Bd. 1, p. 1 oder „Transactions of the Cambridge Philos. Society“ 
Bd. 11, p. 608. 

7) S. 56, Art. 58. Cayley „Quarterly Journal“ Bd. 7, p. 212 und 
„Crelle’B Journal“ Bd. 64, p. 369. Die Art. 56 — 58 rühren von 
ihm her. 
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8) S. 60, Art. 59— 62. Für die Theorie der Polaren vergleiche man 
Grasamann „Theorie der Centralen“ im 24. Bd. von „Grelles’ 
Journal“ und Bobillier, „Thöorömes sur leB polaires auccesaives“ 
in „Gergonnes' Annalen“ Bd. 19, p. 305. Von dem Letzteren rührt 
z. B. der Satz über die (n — 1)’ Pole einer Geraden her. Mit dem 
unendlich fernen Punkt der Axe y al8 Pol finden wir die Polaren 
der verschiedenen Ordnungen alsDiameter bei Cramer (1750) wie 
schon die gerade Polare bei Newton. Vgl. Kap. IV, Note 21. 
Unter den neueren Darstellungen heben wir hervor den 2. Abschn. 
in Cremona’8 „Introduzione ad una Teoria geom. delle curve 
piane“. 

9) S. 63, Art. 67. Nach Poncelet istWaring der Erste gewesen, der 
die Frage nach der Zahl von Tangenten untersucht hat, welche 
von einem Punkte aus an eine Curve n'" Ordnung gehen. („Mis- 
cellanea Analytica“ p. 100.) Poncelet selbst zeigte im 8. Bd. 
von „Gergonnes Annalen“ p. 213, dass die Berührungspunkte auf 
einer Curve (n -- 1)*" Ordnung liegen und dass ihre Anzahl nicht 
grösser sein kann als n (« — 1). Daraus entsprang das Poncelet’sche 
Paradoxon oder die Frage, wie die Reciproko der Reciproken 
einer Curve n‘ ,r Ordnung von der Ordnung 

n (» — 1) { n (n — 1) — 1 J- 

auf die «" Ordnung zurückkäme? oder, wie an die Reciproke einer 
Curve n" r Ordnung, obwohl dieselbe von der Ordnung n (n — 1) 
ist, nur n Tangenten von einem Punkte aus möglich sind? l’lück er 
gab darauf zuerst die vollständige Antwort (vergl. „Crelle’s Jour- 
nal“ Bd. 12. p. 107 von 1834; oderseine „Theorie der algebraischen 
Curven“ 1839), indem er die Zahl der Wendepunkte direct be- 
stimmte und den Einfluss der Doppel- und Rückkehrpunkte feBt- 
stellte; in Verbindung mit dem Pnncip der Dualität war damit die 
Gruppe der Plücker’schen Gleichungen in Art. 81 begründet. 

10) S. 66, Art. 70. Nach dem Vorschläge von Sylvester „On a tlieory 
of the syzygetic relations of two rational integral functions“ in 
„Philosoph. Transact.“ Bd. 143 p. 545. 

11) ibid. Nach dem Vorschläge von Cremona in seiner „Introduzione“ 
p. 68. Steiner selbst brauchte den Namen Kerncurvo. Siehe 
..Allgemeine Eigenschaften algebraischer Curven“ „Crelle's Journal“ 
Rd. 47, p. 1— -6. Wir heben ncrvor, wie in den Definitionen der 
Hesse’schen und der Steincr’schen Curve durch das eindeutige Ent- 
sprechen ihrer Punkto auf die birationalen Transformationen hin- 
gewiesen ist, die wir später entwickeln. Vergl. Clebach „Ueber 
einige von Steiner behandelte Curven“ in Bd. 64 p. 288 von 
„Grelles’ Journal“. 

12) S. 69, Art. 74. Vergl. Hesse „Ueber die Wendepunkte der Curven 
dritter Ordnung“ in „Crelle’s Journal“ Bd. 28, p. 104. Den Ein- 
fluss eines Rückkehrpunktes auf die Zahl der Inflexionen (Art. 77) 
bestimmte Cayley in „Recherches sur l'elimination et sur la 
thdorie dos courbes“ in „Crelle's Journal“ Bd. 34, p. 43. 

13) S. 76, Art. 81. Man vergleiche Plücker’s „Theorie der algebrai- 
schen Curven“ 2. Abschn., insbesondere § 4. Für das Poncelet’sche 
Paradoxon giebt Plückcr hier das Beispiel einer Curve siebenter 
Ordnung mit drei Doppelpunkten und vier Spitzen; sie ist von der 
Classe 24 und hat 55 Inflexionen und 190 Doppeltangenten, aus 
denen 55 Spitzen und 190 Doppelpunkte der reciproken Curve 
hervorgehen, deren Ordnung dadurch von 24. 23 oder 552 aul 
552 — 2. 190 — 3. 55 = 552 — 545 = 7 erniedrigt, wird. 

14) S. 78, Art. 83. Der Satz über die Unveränderlichkeit des Ge- 
schlechts ist enthalten in Riemann's „Theorie der Abel'schen 
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Functionen“ § 12 („Crelle’s Journal“ Bd. 54, ]>. 133. 1857); ward 
aber erst durch Clebscli „Ueber die Singularitäten algebraischer 
Curven“ ;ibid. Bd, 64, p. 98. 1864) für die Curventheorie fruchtbar 
gemacht. 

Der hier mitgctheilte Beweis ist zuerst von Bertini in „Battag- 
lini's Giornale“ Bd. 7, p. 105, bald nachher wesentlich gleichartig 
von Zeuthen in „Mathem. Annalen“ Bd. 2, p. 150 gegeben worden. 
Zenthen bewiese in derselben Art die allgemeinere Relation 
t — t‘ = 2«’ (D — 1) — 2« (Z)' — 1) 
für den Fall, dass a Punkte der Curve S einem Punkte in S' und 
a Punkte der Curve .S" einem Punkte der Curve S entsprechen 
und dass t, t' die respectiven Anzahlen der Punkte bezeichnen, in 
welchen zwei von diesen a oder er' Punkten vereinigt sind. 

Einen directen Beweis für den Fall, wo die Curven des einen 
Systems, die den geraden Linien des andern entsprechen, keine 
andern vielfachen Punkte als Doppelpunkte enthalten, findet man 
hi Clebscli- Gor d an ’s „Theorie der Abel'schen Functionen“ p. 54. 

Zu Kap. III. S. 79-127. 

Für Kap. IM ist ein Manu script von Cayley über die Enve- 
loppen mit Einschluss der Theorie der Evoluten, Quasi-Evolnten 
und Parallelcurven benutzt worden. 

15) S. 84, Art. 86. Vergl. meine Ausgabe von Salmon’s „Analyt, 
Geometrie des Raumes“ Bd. 2, Art. 319. In dem hier discutirten 
Beispiele bestätigt 

S _f- * = (n - 2 ) { 2 (n — 3) + 3 } = ^ { 2 (n _ 1) - 1 } { 2 (» - 1) — 2 } , 
dass die Enveloppe vom Geschlecht Null ist. 

Art. 87—89, S. 85 — 88 rühren von Cayley her. 

15*) S. 89, Art. 90. Die Reciproke der Reciprokeu ist die ursprüng- 
liche Curve mit einem Factor multipliciert, dessen Bedeutung 
Plücker nachgewiesen hat Ersetzt man aber in der Gleichung 
der Reciproken die Variabelu durch die Differentialquotienteu der 
Originalcurve, so ist auch diese Resultat durch die ursprüngliche 
Function tlieilbar und giebt das dualistisch entsprechende Resultat, 
dass die durch den andern Factor dargestellte Curve die dreifach 
zu rechnenden Wendepunkte und die Berührungspunkte der Doppel- 
tangenten aus der ursprünglichen Curve herausschneidet. Pasch 
hat diess in einer Note im 74. Bd. p 92 von „Crelle’s Journal“ 
algebraisch dargestellt. Vergleiche auch Cayley’s Abhandlung 
zur Theorie der Doppeltangenten in „Philosophical Transactions" 
Bd. 149, p. 193. 

15**) S. 96, Art. 98. Wir citieren hier zur Vergleichung Bischoff’s 
Abhandlung im 56. Bd. von „Crelle’s Journal" p. 166 und dazu 
Gundelfinger's Durchführung einzelner unerledigt gebliebener 
Punkte ibid. Bd 73, p. 171. 

15***) S. 114, Art. 114. Die Bedingung für die concyklische Lage von 
vier aufeinanderfolgenden Punkten einer Curve kann direct auB 
dem Werthe des Krümmungsradius in Art. 102 abgeleitet werden, 
indem man ihr Differential unter der Bedingung 
U,dx + U t dy = 0 
bildet und mit Null gleichsetzt. 

16) S. 115, Art. 115. Die Theorie der Brennlinien wurde zuerst auf- 
gestellt von Tschirnhausen „Acta Ernditorum“ 1682. Die in 
Art. 116 entwickelte Idee von Quetelet siehe zuerst in „Nou- 
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veaux Mömoires de l’academie de Bruxelles“ Bd. 3 u. 5. Vergl. 
auch Caylcy’s „ Momoir upon Causties“ im 147. Bd. der „l’hilo- 
sophical Transactions“ p 273, mid Emil Weyr „Ueber die Iden- 
tität der Brennlinien mit den Evoluten der Fusspunktcurvcn“ in 
„Zeitschrift f. Mathem.“ 1869, p. 376 und „Construction des Krüm- 
mungskreises für Fusspunktcurven“ in „Wiener Berichte“ 1869, 
p. 169. 

17) S. 118, Art. 117. Der mitgetheilte Beweis ist von Dr. Atkins. 

18) S. 126, Art. 123. Für eine Lösung desselben Problems von A. 
Cayley vergleiche man die „Analyt. Geom. des Raumes“ Bd. 2. 

Zu Kap. IV. S. 128-153. 

19) S. 128, Art. 124. Der Satz Ist von Newton zuerst gegeben in 
seiner „Enumeratio linearum tertii ordinis“. 

20) S. 131, Art. 126. Carnot „Göomdtrie de position“ p. 487. Vergl. 
Plficker’s „System der analytischen Geometrie“ p. 44 f. Wir 
wollen anmerken, dass der Satz von Carnot uns Mittel bietet 
zur Construction des KriimmungskreiseB einer Curve. 

21) S. 133, Art. 128. Tn „Enumeratio linearum tertii ordinis“ 1706. 

21*) S. 137, Art. 132. Wir nennen hier die wichtige Allhandlung 

Steiner’s „Ueber solche algebraische Curven, welche einen Mittel- 
punkt haben und über darauf bezügliche Eigenschaften allgemeiner 
Curven sowie über geradlinige Transversalen der Letzteren“ im 
47. Bd. von „Crelle's Journal“ p. 7—108. Verschiedene Gruppen 
der Steiner’8chen Resultate Bind abgeleitet in de Jonquieres’ 
Abhandlung in Bd. 59, p. 313, und besonders in Güssfeldt’s 
Arbeit im 2. Bd. der „Mathemat. Annalen“ p. 65 — 127. Für das 
auf Curven 3. Ordnung Bezügliche vergleiche Art. 171 f. des Textes. 

22) S. 137, Art. 13.3, Cotes „Harmonia mensurarum“ 1722. 

23) S. 139, Art. 137. Mac Laurin „De linearum geometricarum pro- 

prietatibus generalibus tractatus“; mit der 5. Ausgabe seiner Al- 
gebra veröffentlicht. 

24) S. 141, Art. 138. Vergl. „Quetelet, Correspondence“ Bd. 6, p. 8. 

25) S. 141, Art, 139. Vergl. Pliicker in „Crelle's Journal“ Bd. 10, p. 84. 

Die Art. 138, 139, 151 rühren von Cayley her. 

26) S. 153, Art. 147. Dieser Beweis des Miqucl’Bchcn Satzes ist von 
Clifford gegeben worden. Vergleiche „Messenger of Mathem.“ 
Bd. 5, p. 137, und „Educatioual Times“ December 1870. Die Reihe 
dieser Sätze ist unbegrenzt: Einem System von 2 u 1 Geraden 
entspricht in dieser Weise ein Kreis. 

Zur analytischen Behandlung der Brennpunkte vergleiche man die 
Abhandlung von Siebeck im 64. Bd. von „Crelle’s Journal“ p. 178. 

Zu Kap. V. S. 154-260. 

27) S. 159, Art. 152. Mac Laurin -De linearum geometricarum etc.“ 
(Note 23). Eine französische Uebersetzung des „Tractatus“ mit 
Noten und Zusätzen findet man in E. de Jonquiöres -Melanges 
de geometrie pure“ 1856, p. 197—261. 

Sylvester's Theorie der Reste ist dem Autor durch ein Manu- 
script von Cayley bekannt geworden. Vergleiche 4“n Zusatz 
auf S. 469. ) 

' 28) S. 168, Art. 162, Siehe „Cambridge and Dublin Mathem. Journal“ 
Bd. 6, p. 181 (1851). Das Kegelschnittbüschcl S — i*S' = 0 und 
das Strahlenbüschel A — lA' — 0 erzeugen die Curve dritter Ord- 
nung A' S — A £>' = 0 durch den Schnitt ihrer entsprechenden 
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Elemente; daraus entspringt die Construction der Curve durch 9 
gegebene Punkte 1, 2, ... 9: Man legt durch 1, 2, 3, 4 die Kegel- 
schnitte nach 5, 0, 7, 8, 9 und bestimmt einen Punkt P so . dass 
das Strahlenbüschel ( P . 5 6 7 8 9) dem Büschel jener fünf Kegel- 
schnitte projectivisch ist — als den vierten Schnittpunkt von zwei 
Kegelschnitten, wie leicht ersichtlich. Für 1, 2, ... 9 als Schnitt- 
punkte zweier Curven dritter Ordnung wird die Construction unbe- 
stimmt, indem diese Kegelschnitte sich docken. Sind acht dieser 
Tunkte gegeben, so bestimmen wir die Doppelverhältnisse der 
zwei Gruppen von vier Kegelschnitten 1 2 3 4 (5,6,7,8) und 
1 2 3 5 (4, 6, 7, 8) und dann den Punkt 9 so, dass die Strahlen- 
büschel 9 (5, 6, 7, 8) und 9(4,6,7,81 respective die nämlichen 
Doppelverhältnisse haben, denn dann liegen 1, 2, 3, 4, 5 und 9 auf 
demselben Kegelschnitt. 

Für die linearen Constructionen algebraischer Curven vergleiche 
man Chasles' Abhandlungen in den „Comptes rendus“, Bd. 36, 
36, 41, 45; und E. de Jonquiüres darauf gegründeten „Essai 
urs la generation des C’ourbes geomdtriques“ (1858) sowie die schon 
genannten „Melanges“ von 1856, p. 182 f. Zu den allgemeinen 
Eigenschaften, auf denen sie beruhen, die Note von Olivier im 
70. Bd. von „Grelles Journal“ p. 156. 

29) S. 176, Art 168. Vergleiche „Tlieoremes sur les courbes de troi- 
sieme degres“ im 42. Bd. von „Crelle's Journal“ p. 274 (1851). Für 

ax * + Gcx'y* + ey 1 — 0 

als die kanonische Form der biqundratischen Gleichung ist die 
Discrimiuante .S' 1 — 27 T* (vcrgl. „Vorlesungen“ Art. 138, p. 209) 
ae (ac — 9c 2 )*, und da das Zeichen der Discrimiuante durch lineare 
Transformationen nicht geändert wird, so sind notliwendig das a 
und e der kanonischen Form bei positiver Discriminante von 
gleichem und bei negativer von ungleichem Zeichen. Aber 

ax 1 + 6 cx*»p cy ' 

zerfällt offenbar in Factoren von der Form 

( x 2 -f- Xy 1 ) (x* + u y*) oder (x* — ly*) (.c 2 — yy t ) 

d. h. die biquadratische Gleichung hat entweder vier imaginäre 
oder vier reelle Wurzeln. Dagegen giebt die Zerfällung von 

ax 4 -(- Cicx’y 1 — ey ' stets (x 2 -(- Xy 1 ) (x ! — piy 2 ) 

oder zwei reelle und zwei imaginäre Wurzeln. Dies» letztere 
findet also immer statt, wenn S J <27j’ 2 und das' erstere Ent- 
wederoder im entgegengesetzten Falle. Vergl. Art. 230 des Textes. 
Cremona hat in einem Beitrag zum 2. Bd des „ßiornale Battag- 
lini“ (1864) p. 78 diese characteristisclien Unterschiede zwischen 
den Formen der Curven dritter Ordnung entwickelt. 

30) S. 177, Art 169. Die betreffenden Entwickelungen trug Dr. Hart 
zur ersten Originalausgabe dieses Werkes bei. 

31) S. 178, Art. 171. Es ist der 9. Satz des 3. Abschnittes des Tractatus. 

32) S. 180, Art. 174. Die im Texte befolgte Beweismethode ist von 
Dr. H art. Der wichtige Satz rührt von Hesse her, welcher zeigte, 
dass für U — 0 als Gleichung eiuer Curve dritter Ordnung und 
H = 0 als ihre Inflexionsdeterminante (Art. 70) für alle Curven 
des Büschels aU-\-bH =*< ) die Inflexionsdeterminante in der 
gleichen Form ausdrückbar ist. Siehe „Ueber die Wendepunkte der 
Curven dritter Ordnung“ in „Crelle's Journal“ Bd. 28, p. 104 (1844). 

Der Satz über die uruppirung der Inflexionspunkte in Art. 175 
ist ebenfalls von Hesse gegeben; siehe „Eigenschaften der Wende- 
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punkte der Curven dritter Ordnung“ in „Crelle’B Journal“ Bd. 38, 
p. 257. 

33) S. 184, Art. 178. Cayley selbst bezeiehnete sie mit dem Buch- 
staben P und nannte sie die Pippian. Vergl. seine wichtige Ab- 
handlung „A Memoir on Curves of the third Order“ im 147. Bd. 
der „ Philosoph ical Transactions“ p. 415 — 446 (1857) und dazu die 
Vorläufer derselben „Memoire sur les Courbes du troisieme ordre“ 
und „Nouvelles Itemarques sur les Courbes du troisieme ordre“ 
im 9. und 10. Bd. von „Liouville’s Journal“ (1844—1845). 

34) S. 199, Art. 194. Für eine vollständigere Entwickelung dieser 
Theorie sehe man Cayley’s Abhandlungen „On a case of the 
involution of cubic curves“ und „On the Classification of cubio 
curves“ in „Transactions of Cambridge Philosoph. Society“ Bd, 11, 
p. 39—128. 

34*) S. 199, Art. 196. Dem in Note 28) Erwähnten fügen wir hier am 
Eingang der Classification und Formeuübersicht noch Folgendes über 
die Literatur der geometrischen Constmctionen der Curven dritter 
Ordnung hinzu: 1. Grassmann über die lineale Erzeugung 1 der 
Curven dritter Ordnung in Bd. 52, p. 254 von „Crelle’s Journal“ 
(1856). Ein Punkt bewegt sich so, dass seine Verbindungslinien 
mit drei festen Punkten A, B, C drei feste Gerade a, b, c respec- 
tive in Punkten schneiden, welche in einer geraden Linie liegen. 

2. Zwei involutorische Strahleubüschel, deren Paare sich projec- 
tiviscli entsprechen, erzeugen als Ort der Schnittpunkte ihrer ent- 
sprechenden Strahlen eine durch ihre Scheitel gehende Curvo 
dritter Ordnung, wenn ihr gemeinschaftlicher Strahl zu zwei ent- 
sprechenden Paaren gehört. Diese zu sehr bequemen Constructionen 
führende Erzeugungsweise wurde durch die Untersuchung der 
besonderen Curvo dritter Ordnung zuerst erhalten, welche die 
Brennpunkte einer Kegelschnittschaar bilden, zuerst von Cremona 
in einer im 23. Bd. der „Nouvelles Annales“ p. 23 (1864) mitge- 
theilten Note; vergleiche Siebeck's in Note 26) oben citierte 
Abhandlung (18651, besonders p. 178; sodann vom Herausgeber in 
der 2. Ausgabe der „Kegelschnitte“. Neuerdings ist sie ausführ- 
lich behandelt worden von Schröter „Mathemat. Annalen“ Bd. 5, 
p. 60 und Bd. 6, )>. 85. und von D u r e g e ibid Bd. 5, p. 83. Siehe 
endlich auch die vergleichende kurze Darstellung von Clebsch 
ibid. Bd. 5, p. 423. 

35) S. 202, Art. 197. Newton „Enumeratio linearum tertii ordinis“ 
(1706) p. 19. 

36) S. 202, Alt. 198. Chasles (Deutsche Ausgabe dos „Apercu histori- 
que“.) „Geschichte der Geometrie“ p. 143 und Note XX, p. 367. 

37) S. 211, Art. 206. Newton benannte die erste als inscribed, die 
zweite circumscribed und die dritte ambigenous hyberbola. 

38) S. 217, Art. 211. Die Newton’sche Classification ist in der unter 
34) Girierten Abhandlung Cayley’s neuerdings gründlich darge- 
stellt und namentlich auch mit Plücker’s Gnippeneintlieilung ver- 
glichen worden. 

39) S. 220, Art. 212. Wir nennen als von selbständiger Bedeutung in 
der Reihe der Classificationen die Abhandlung von G. Bellavitis 
„Sulla classificazione delle curve del terzo ordine“ im 25. Bd. 
(2. Thl.) der Abhandlungen der „Societä italiana delle scienze resi- 
dente in Modena“ 1851, und Möbius „Uebcr die Grundformen der 
Linien der dritten Ordnung“ in den „Abhandlungen der k. Sachs. 
Gesellschaft der Wissenschaften“ eine Begründung der übersicht- 
lichen Einthoilung Salmon’s — obwohl aus demselben Jahre — 
aus der Natur einfacher Lagenverhältnisse. Vergl. zu derselben 
Cayley’s Abhandlung „On cubic cones and curves“ in „Trans- 
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actions of Cambridge) Philosoph. Society“ Bd. 11, p. 129 -144 
(1865). 

401 S. 226, Art. 215. S. Lardner's „Algebraic Geometry“ p. 196,472. 

40*) S. 228, Art. 217. Ausführungen in einer Abhandlung von Dur fege 
im 1. Bd. der „Mathemat. Annalen“ p. 509. 

41) S. 229, Art. 218. In den Abhandlungen von Cayley sind die 
Coefficienten von y*z, z*x, x*y, yZ’, zx*, xy* respective durch 
f, a, h, i, j, k bezeichnet, in neueren deutschen Arbeiten ist die 
Indicesbezeichnung bei den Variabcln und den Coefficienten con- 
sequent durchgefünrt, sodass die in Eede stehenden heissen 

°wj> a »sii °nsi n »3> °siii a itf 

Jenes ist kürzer, dieses bezeichnet ohne Belastung des Gedächt- 
nisses den Platz jedes Coefficienten im entwickelten Ausdruck der 
Function. Für unsem Text erschien ein Mittelweg empfehlens- 
wertli; die gewählte Bezeichnung stimmt für die hervorgehobenen 
Glieder mit der der deutschen Arbeiten überein, wenn man a„, o M 
durch a, b, c ersetzt und den dritten Index anhängt; und die 
Coefficienten von x,*, ay’, x 3 3 lassen sich nach demselben Princip 
durch (/, , 6,, c 3 oder zu noch weiterer Verkürzung durch a, b, c 
darstellen. 

42) S. 232, Art. 221. In der That sind die Methoden von Aron hold 
und von Cayley nicht im Wesen, sondern nur in der Ausdrucks- 
form verschieden. Wir w'ollen diess hier kurz ausführen. Wenn 
die ternären Functionen dritten, vierten, etc. Grades durch 

^ Qiklm ZCi XitX/Xm , 

etc. bezeichnet werden, wo », k, 1, m alle Werthe 1, 2, 3 erhalten, 
so dass wogen a„ t = a,*, = cy, , die Function mit den numerischen 
Coefficienten des Binominaltheorems erscheint, so kann man mit 
Aronhold und Clebsch sie als die Potenz des linearen Polynoms 
la,.r, + a t x t + . . .)" symbolisch darstellen; symbolisch in dem 
Sinne, dass nach der Entwickelung die Produete a,a k a h etc. durch 
die a,u etc. ersetzt, werden. Dieselbe cubischc Form kann aber 
gleichmiiesig auch durch 

(6,.r, + & 2 * r t + b 3 x 3 ) 3 , ( C i-J"i + c 2 x, + c a zr 3 )*, 
etc. auBgedrückt werden, wenn man für die b, b, b, , e, r, c 2 , etc. eben- 
falls die «m, «,,,, etc. nach der Entwickelung substituiert. Nun geht 
die Kegel zur Bildung von Invarianten von Aronhold dahin, dass 
man das Product einer Anzahl von Determinanten bilde, deren Ele- 
mente die Zeichen a l ,a,,a 3 ; b t ,b t , etc. sind, und nach der Multi- 
plication für die a, «t ai, b m b „ b p , etc. die Coefficienten a,u, etc. 

ansetze; so bildete er zuerst die Fundamental -Invariante S der 
ternären cubischeu B’orm durch das Product der vier Determinanten 

£ + OifejCa, £ ± 6 >«2^31 £ + c t dia 3 , £ + d t a 3 b 3 . 

Nach der Cayley 'sehen Bezeichnung muss aber diese Invariante 
in der That durch das Symbol 123 . 234 . 341 . 412 bezeichnet werden. 
Denn nach dem Theoreme von den homogenen Functionen ist für 
eine Form u vom Grade n dio Function 



von u selbst nur durch einen numerischen Factor verschieden, so 
dass für die Symbolform fo,,r, -(- «ja-j -(- die o, nur durch 

d . i 

einen numerischen Factor von den Differentialsymbolen -- ver- 
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schieden sind; und somit dieselben Resultate erhalten werden 
müssen, wenn wir mitG'ayley Determinanten aus den Elementen 

3 — oder wenn wir mit Aronhold solche aus den a, bilden. In 


beiden Methoden wird auch von demselben Kunstgriff Gebrauch 
gemacht. Wenn mit dem Product einer Anzahl von Differential- 
symbolen 

etc - 

an der Function U operiert wird, so ist das Resultat eine lineare 
Function der Differentiale von U von einer der Zahl der Factoren 
gleichen Ordnung; wird also für eine Function der symbolische 
Ausdruck erfordert, welche Potenzen der Differentialcoefficienten 
enthält, so bildet man nach Cayley zuerst mit verschiedenen Reihen 
von Veränderlichen eine Function wie 


und macht nach der Differentiation die Veränderlichen identisch. 
Diess entspricht offenbar genau den Aronhold'schen Reihen der 
di, 6, , etc. Für den Beweis, dass jede Invariante in solcher Weise 
ausgedrückt werden kann, darf hier auf die Quellen verwiesen 
werden. 

43) S. 23 t, Art. 222. Der Beweis für binäre Formen kann wie folgt 
geführt werden. Wir denken durch lineare Transformation die 
biquadratische Form in x' -(- G mx*// 1 4- y' übcrgeffihrt und be- 
merken zuerst, dass jede Invariante, welche filr m =0 verschwindet, 
auch für m = + 1 verschwinden muss. Denn das Binom x' -f- 
wird durch Ueberfülirung von x und y in x + y uud x — y in 
x‘ + 6x , y t + y' und durch die von x und y in x -)- yi, x — yi 
in a-' — + V' umgeformt, so dass, wenn m ein Factor einer 

Invariante ist, auch (»i* — 1) ein solcher sein muss und also die 
Invariante mit (m — m 3 ) oder mit T theilbar wird. Ist daun eine 
Invariante in Function der allgemeinen Coelficienten a, 6, c, d, e 
ausgedrückt, so muss sie, falls sie nicht für 6 = 0, c = 0, d — 0 
verschwindet, sich auf eine Potenz von « e reducieren, weil sie eine 
symmetrische Function von a und e sein muss und nach dem Ge- 
setze vom gleichen Gewicht aller Glieder sich nicht auf die Form 
a k -f- e k reducieren kann. Ist nun der so bleibende Theil a k c*, so 
subtrahieren wir von der gegebenen Invariante S k oder 

( ae — 46tl -f- 3c 3 )*, 

so muss der Rest für 6 = 9, c = 0, d = 0 nothwendig verschwinden 
oder für die kanonische Form mit tn = 0 stets Null werden, er 
muBS also nach dem Vorigen durch T theilbar sein oder die Inva- 
riante muss von der Form S k sein. In derselben Weise 

zeigt man nun, dass qp von der Form S k ' -f- Tip ist u. s. w. , so dass 
durch Wiederholung des Verfahrens die Invariante mittsist der 
Fundamental- Invarianten S und T rational ausgodrückt werden 
kann. 

44j S. 239, Art. 226. In der ersten Ausgabe wurde diess durch directe 
Berechnung bewiesen und so die Werthe von 8 und T gebildet. 

45) S. 240 Art. 228. Vergl. Todhunter’s „Theory of Kquations“ 
13. Kap., p. 104 f. Zu der hier gegebenen Darstellung der Re- 
duction auf die kanonische Form kann man vergleichen die Dar- 
stellungen derselben, welche Clebsch und Gundelfinger in Bd.2, 
p. 382 und Bd. 5, p. 442 der „Mathemat. Annalen“ gegeben haben. 
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+6) S. 248, Art. 233. Die schiefe Invariante der Functionen fünften 
Grades von Hermite ist als Kesultante der kanonischen Form 
ax s + by 5 + cz h mit a; + y -f- z =0 und ihrer Kanonizante abcxyz 
von der 18. Ordnung; denn die Substitution der drei Wurzeln der 
Letztem in die Erste und die Multiplication der Resultate mit 
einander giebt 

a h b c ä (b — c) (c — a) (a — 6). 

Dieselbe ist vom Verfasser in den „Philosoph. Transactions“ von 
18&8, p. 455 in vollständiger Berechnung mitgetheilt worden. Ihr 
Quadrat ist in den Fundamental -Invarianten von der 4., 8. und 
12 Ordnung rational ausdrückbar. 

47) S. 253, Art. 237. Vergleiche des Verfassers Abhandlung in „Philo- 
sophical Transactions“ 1858 p. 535. 

48) S. 257, Art. 240. Für die übrigen Covarianten und Contravarianten 
der in dieser Form geschriebenen Gleichung siehe „Philosophical 
Transactions“ 1860. p. 252. Einige Bemerkungen über die Art der 
Bildung der Invarianten, etc. für die mit einer additioneilen mit 
den ursprünglichen durch eine lineare Relation verbundenen Va- 
riabelu, findet man im 2. Bd. der „Analyt. Geom. des Raumes“ in 
dem von den Invarianten der Flächen dritter Ordnung handelnden 
Kapitel. 

49) S. 260, Art. 243. Zur allgemeinen Theorie der ternären cubischen 
Formen sind die Abhandlungen von Aronhold in den Bänden 39 
(p. 140) und 55 (p. 97) (1850 und 1858) und Cayle.y's „Tkird 
and Seventh Memoire on Quantics“ in den „Philosophical Trans- 
actions“ von 1856 und 1861, und von Clebsch und Gordan im 
1. Bd. der „Mathcmat. Annalen“ p. 56, 1869, endlich von Gundel- 
finger im 4. Bd. derselben Annalen (p. 144) zu Ratbe zu ziehen. 
Wir verweisen auch auf Clebsch’s Abhandlung über eine Classe 
von Eliminationsproblemen und zur Theorie der Polaren in Bd. 58 
von „Crelle’s Journal“ p. 273, besonders p. 284 und 291. 

Die Ausartungen der Curven dritter Ordnung — die aus Kegel- 
schnitt und Gerade bestehenden und die aus drei Geraden — sind 
von Gordan und von Gundelfinger in den „Mathemat. Annalen“ 
respective Bd. 3, p. 631 und Bd. 4, p. 561 algebraisch behandelt 
worden. 


Zu Kap. VI. S. 261—336. 

S. 261, Art. 244 ist wesentlich Beitrag von Prof. Cayley. 

50) S. 278, Art. 256. Für die Theorie der Doppeltangenten der Curven 
vierter Ordnung hat dem Verfasser ein Manuscript von Cayley zu 
Gebote gestanden. 

Plücker hat zuerst die Möglichkeit bemerkt, die Gleichung 
einer Curve vierter Ordnung auf die Form wxi/z = V zu bringen; 
indem er aber als allgemeingültig ansah, dass die sechs Be- 
rührungspunkte von je drei Doppeltangenten in einem Kegel- 
schnitt liegen, gelangte er zu einem irrigen Schluss über die Ge- 
sammtzahr der Kegelschnitte, welche durch acht Berührungspunkte 
von Doppeltangenten hindurch gehen. Siehe „Theorie der alge- 
braischen Curven“ p. 245 f. 

51) S. 282, Art 260. Hesse „Ueber die Doppeltangentcn der Curven 
vierter Ordnung“ „Crelle’s Journal“ Bd. 59, p. 243 (1856), und vor- 
her Bd. 55, p. 83 und Bd. 49; Cayley ibid. Bd. 68, p. 176. 

52) S. 283, Art. 260. Eine von der Hesse’schen abweichende Methode 
der Verbindung der Theorie der 28 Doppeltangenten mit der Geo- 
metrie von drei Dimensionen hat Geiser im 1 . Bd. der „Mathem. 
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Annalen“ p. 129 gegeben: Von einem Punkte 'der Fläche dritten 
Grades geht ein allgemeiner Berührungskegel vierter Ordnung an 
dieselbe, dessen 28 Doppeltangentialebenen aus der Tangential- 
ebene der Fläche im Scheitel und den 27 Ebenen bestehen, welche 
ihn mit den 27 geraden Linien der Fläche verbinden. Vergleiche 
auch Bd. 72 von „Crelle's Journal“ speciell hierzu p. 376. 

53) S. 287, Art. 263. Vergleiche seine Abhandlung „lieber den gegen- 
seitigen Zusammenhang der 28 Doppeltangenten einer allgemeinen 
Curve vierten Grades“ iii den „Berliner Monatsberichten“ von 186t, 
p. 499. 

54) 8. 296, Art. 270. Vergleiche jedoch die Noten von Brioschi und 
Cremona in Bd. 4 der „Mathemat. Annalen“ p. 95 und p. 99. 
Die 16 Doppeltangenten der Curve erkennt man nach der Methode 
von Geiser durch die Voraussetzung, dass das Projectionscentrum 
in einer der 27 Geraden der Fläche liegt; der Durchstosspunkt 
derselben in der Projectionsebene ist der Doppelpunkt, die Spuren 
der beiden Ebenen durch die Gerade, deren Kegelschnitte sie be- 
rühren, geben die Tangenten der Dmriascurve im Knotenpunkt; die 
Spuren der fünf dreifach berührenden Ebenen durch die Gerade 
und der Tangentialebene der Fläche im Projectionscentnim liefern 
die von ihm ausgehenden Tangenten der Curve. Die 10 von der 
gewählten Geraden nicht geschnittenen Geraden der Fläche be- 
zeichnen durch ihre Bilder die Doppeltangenten der Umrisscurve. 
Siehe auch eine Abhandlung von Brill im 6. Bd. der „Mathemat. 
Annalen“ p. 66. 

55) S. 290, Art. 270. Vergleiche Casey's Abhandlung „On bicircular 
Quartics“ in den „Transactions of the Royal Irish Academy“ Bd. 
24, p. 457(1869), und Siebeck’s „Ueber eine Gattung von Curven 
vierten Grades, welche mit den elliptischen Functionen Zusammen- 
hängen“ im 57. und 59. Bd. von „Crelle's Journal“, p. 359 und 
173 respective (1860). 

56) S. 290, Art 270. Man sehe Chasles' „Apercu historique“ p. 309 
der deutschen Ausgabe; Quetelet „Nouveaux Memoires de Bru- 
xelles“ Bd. 5; Cayley im 15. Bd. von „Liouville’s Journal“ p. 354. 

57) S. 298, Art. 272. In der That ward dieser von Dr. Hart her- 
rührende Satz die Quelle für den allgemeineren des Art 271. Der 
für diesen gegebene Beweis ist im Wesentlichen identisch mit dem 
von Cayley in der Abhandlung „On polyzomal Curves“ in den 
„Edinburgh Transactions“ für 1869 mitgetheilten. 

58) S. 300, Art, 274. Diess bewies Dr. Casey. 

59) S. 315, Art. 283. Vergleiche Stein er’s „Geometrische Lehrsätze“ 
im Bd. 32 von „Crelle's Journal“ p. 184 (1846). 

Dieser und die folgenden Artikel bis mit Art. 292, S. 324 wesent- 
lich nach einem Manuscript von Cayley. 

60) S. 327, Art. 295. Diese Classe von Curven vierter Ordnung ist von 
Lüroth betrachtet worden im Bd. 1 der „Mathemat. Annalen“ 
p. 37. Vergleiche die Abhandlung von Clebsch „Ueber Curven 
vierter Ordnung“ im Bd 59, p. 125 von „Crelle’s Journal“. 

61) S. 335, Art. 303. Die Werthe dieser und der beiden nächstfol- 
genden Invarianten sind von Walker für den Verfasser berechnet 
worden. 

Zu Kap. VII. S. 337—357. 

62) S. 340, Art. 305. Die Eigenschaften der Cycloide wurden während 
der ersten Hälfte des 17. Jalirh. von den hervorragendsten Mathe- 
matikern vielfach studiert. Mersenne lenkte zuerst die Aufmerk- 
samkeit auf sie, aber auch Galilei scheint unabhängig ihre Ver- 
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/• 63) 


65) 


66 ) 

67) 

m 


69) 

70) 

71) 


Zeichnung erdacht zu haben. Galilei verglich, nachdem es ihm 
nicht gelungen war, die Quadratur der Curve geometrisch zu ent- 
wickeln, ihre Fläche mit der des erzeugendeu Kreises und kam 
zu dem Schluss, dass sie nahe aber nicht genau das Dreifache der 
Letzteren sei. Das Problem der Quadratur wurde dann durch 
Roberval 1034 direct gelöst: die Methode der Tangentenbestim- 
mung durch Descartes, die Rectification durch Wren, die Evo- 
lute durch Huyghens und verschiedene andere wichtige Eigen- 
schaften durch Pascal entdeckt. 

S. 34-2, Art. 307. Siehe Euler „De duplici genesi Epicycloidum“ 
„Acta Petrop.“ 1784. 

S. 346, Art. 311. 5. Man vergleiche die Abhandlungen von Cre- 
mona und Clebsch im Bd. (14 von „Crelle’s Journal“ p. 102 und 
p. 124; dazu Sieb eck „Ueber die Erzeugung der Curven dritter 
Classe und vierter Ordnung durch Bewegung eines Punktes“ ibid. 
Bd. 66, p. 314. Die Steiner’schen Sätze findet man im ää. Bd. 
desselben Journals p. 23 1 . 

S. 347, Art. 312. Die Erfindung der Epicycloiden wird dem däni- 
schen Astronomen Roemer beigelegt, der 1674 veranlasst war, 
diese Curven bei Untersuchung der besten Form der Zähne ge- 
zahnter Räder zu betrachten. Ihre Rectification wurde durch 
Newton im f. Buche seiner „Principia“ Prop. 49 gegeben. 

S. 348. Art. 313. Siehe „Liouville's Journal“ Bd. 10 , p. 150. Ver- 
gleiche hierzu die Note von Hennig im fiä, Bd. von „Crelle's 
Journal“ p 52 unter Rücksicht auf die Schlussnotiz deB lifi. Bd. 
desselben Journals. 

S. 351, Art 31 5. Die hier angewendete Erläuterung rührt von 
Dr. Hart her. 

S. 352, Art. 317. Die Gleichgewichtsform eines biegsamen Fadens 
wurde zuerst von Galilei untersucht, der die Curve für eine 
Parabel aneah. Ein deutscher Geometer Joachim Jungius zeigte 
1669 experimentell, dass diess ein Irrthum war; die wahre Form 
der Kettenlinie entdeckte aber erst 1691 Jakob Bernoulli. Eine 
beachtenswerthe Arbeit von Wallace über dieselbe findet man 
im 14. Bd. der „Edinburgh TranBactions“ p. 625. 

S. 353, Art. 319 Siehe Bouguer in „Memoires de l’Aeademie“ 
1732, „Correspondence sur l’ccole polyt.“ Bd. 2, p. 275; St. Lau- 
rent in „Gergonne's Annalen“ Bd. 10, p. 145 
S. 356, Art. 322. Vergleiche Cotes’ „Harmonia mensurarum“ 
p. Sh (1722). 

S. 357, Art. 323. Die logarithmische Spirale ist durch Descartes 
erdacht und einige ihrer Eigenschaften sind durch ihn entdeckt 
worden. Die im Texte hervorgehobenen Sätze über die verschie- 
denen Arten der Selbi.t-Reproduction der Curve fand Jakob Ber- 
noulli und sie erregten seine Bewunderung. 


Zu Kap. VIII. S. 358—391 

72) S. 358, Art. 324. Es ist die Steiner'sche Projection — vergleiche 
Steiner „Systemat Entwickelung der Abhäng, geometr. Gestalten 
von einander“ (1832) p. 251 f. — dazu Magnus’ vorhergegangene 
Arbeit im tL Bd. von „Crelle’s Journal“ p. 5L, sowie dessen Auf- 
gaben und Lehrsätze, p. 229 f. Diese Construction wurde von 
Cremona in seiner ersten Abhandlung „Sülle Trasformazioni 
geometrichc delle figure piane“ im 2. Bd. (2. Serie) der „Mem. 
dell’ Academia delle Scienze dell' Institute di Bologna“ (1863) 
verallgemeinert. (Siehe auch Note 76.) 
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72*) S. 363 , Art. 328 Vergleiche Hirst „Süll’ Inversione quadrica 
delle Curve piane“ übersetzt von Cremona in Bd. I der „Annali 
di Matematica“, oder in Bd 4, p. 213 von „Battaglini’s Giornale“. 

73) S. 365, Art. 330, L Der hier gegebene Beweis dieses Steiner’scheu 
Satzes (vergl. „Kegelschnitte“ Art. 252, 3i rührt von Ingram her. 

74) S. 365, Art. 330, !L Diess Beispiel ist entnommen aus einer Ab- 
handlung von Stubbs’ im 23. Bde. des „Philosoph. Magazine“ p. 13, 

^ 75] S. 367, Art. 332. Siehe „Liouville's Journal“ Bd. 13, p. 2Qi). Ver- 
gleiche die allgemeinere Auffassung in der Abhandlung von Klein 
und Lie im 4, Bd. der „Mathemat. Annalen“ p. 50, bes. p. TfL 

76) S. 370, Art. 334—343. Man verdankt diese Theorie Cremona, 
siehe die unter Note 72} angeführte Abhandlung und deren Fort- 
setzung vom Jahre 1865 im in Bd. derselben „Memorie“. Beide 
Abhandlungen sind abgedmckt in „Battaglini’s Giornale“ Bd. 1, 
p. 305 und Bd. 3, p. 260 und 363. 

Der wichtige Satz von der Summe der drei höchsten Ordnungs- 
zahlen der vielfachen Punkte der Transformation ist wohl zuerst von 
Noether ausgesprochen und sofort auch zu derFolgerungdes Art 343 
benutzt worden, dass jede Cremoua’sehe Transformation durch eine 
Reihenfolge von quadratischen Transformationen ersetzt werden kann. 
Vgl. dessen Abhandlung „Lieber Flächen, welche Sehaaren rationaler 
Curven besitzen“ im 3, Bd. der „Mathemat. Annalen“ p. 167 (1870) 
und vorher (Januar) „Göttinger Nachrichten“, und verbinde damit 
t die Note im 5. Bd. p. 635, welche auch den Text vervollständigt. 
Unabhängig und gleichzeitig ist derselbe Satz von Clifford ent- 
deckt worden, siehe Cayloy’s Abhandlung „On the Rational 
j Transformation between two spaces“ im 3, Bd. der „Proceedings 
of the London Mathemat Society“ p. 161, wo auch in Art. 12 die 
Reductionen für alle Fälle der Cremona’schen Transformationen bis 
mit n=3 mitgetheilt sind. Später erschien ein Aufsatz von ltosanes 
im EL Bd, von „Crelle’s Journal“ p. 97, dem die Literatur der Frage 
bis auf die grundlegende Arbeit von Cremona unbekannt geblieben 
war; er enthält denselben Satz mit selbständigem Beweis und 
iiberdiess den neuen Satz, dass die eindeutig umkelirbaren alge- 
braischen Transformationen der Ebene nothwendig Cremona'scho 
sein müssen. Zur allgemeinen Theorie der Cremona’schen Trans- 
formationen vergleiche man auch Clebsch’s Note im 4, Bd. der 
„Mathemat. Annalen“ p. 490. 

77) S. 386, Art. 345. Diese Angabe rührt von Jung und Armenante 
her, siehe „ Battaglini's Giornale“ Bd. 7_, p. 235 f. Sie ist nicht 
erschöpfend, wie der Vergleich mit S. 411 lehren wird. 

78) S. 386, Art. 346. Vergleiche Clebsch’s Abhandlung: „Ueber die- 
jenigen Curven, deren Coordiuaten elliptische Functionen eines 
Parameters sind“ in Bd. 64 von „Crelle’s Journal“ p. 2111 f. beson- 
ders p. 224. Als Hauptbeispiel dienen die Curven vierter Ordnung 
mit zwei Doppelpunkten p. 250—270. Vergleiche auch Note 59). 
Als eine Fortsetzung dieser Abhandlung ist Brill 's Arbeit „Ueber 
diejenigen Curven, deren Coordinateu sich als hyperelliptische 
Functionen eines Parameters ausdrücken lassen“ in Bd. 65, j). 26 t) 
zu nennen — also Art. 347 betreffend. 

79) S. 397 . Art. 350 —358. Die Darstellung folgte hier genau einem 
Manuscripte von Cayley und auch in den früheren Tlieilen dieses 
Kapitels verdankt der Verfasser Vieles den Beiträgen dieses 
Gelehrten. 

Zu den hier hervorgehobenen Artikeln nennen wir die folgende 
Literatur; sie beginnt mit Chasles’ Abhandlung „Betrachtungen 
über eine allgemeine Methode“ in den „Comptes rendus“ vom 
Sommer 1864, Bd. 58, p. 1167 und Bd. 59, p. 7, wo das Princip der 

Salmon, Höhere Curven. 31} 
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Correspondenz für die Punkte der geradlinigen Reihe begründet, 
uud mit einer Abhandlung über Curven, deren Punkte sich indivi- 
duell bestimmen ibid. Bd. 62, p. 579 (186G), wo es auf Curven vom 
Geschlecht Null ausgedehnt ward. Um diese Zeit hatte sich 
Cayley der Frage bemächtigt und gab gleichzeitig mit der vorigen 
in demselben Bande p. 586 in der Abhandlung über das Ent- 
sprechen bei Unicnrsalcurven schon die Modification des Gesetzes 
der Correspondenz, welche erforderlich ist, um es für Curven von 
allgemeinem Geschlecht gültig zu machen; sodann aber (Mai 1867) 
in der Abhandlung: „Seeond Memoir on the Curves which satisfy 
given conditions; the Principle of Correspondence“, siehe „Philo- 
sophical Transactions“ Bd. 158, p. 145, reiche Anwendungen des 
. Princips auf die Theorie der Curven, welche gegebenen Bedin- 
gungen genügen; später „Philosopliical Transactions“ Bd. 161, 
p. 369—412 (1871) fügte er die Anwendung „On the Problem of 
the In- and Circumscribed Triangle (Polygon)“ hinzu. 

Mit Uobergehung einer Anzahl von Arbeiten , die sich auf jene 
stützen, heben wir die Abhandlung von Brill im ü. Bd. der 
„Mathemat. Annalen“ p. 33 hervor, in welcher der allgemeine 
Correspondenzsatz bewiesen ist; wir verweisen auf denselben, da 
er leicht zugänglich ist. 

Für die Steiner’schen Polygone auf Curven dritter Ordnung und 
der Curven vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten vergleiche 
man insbesondere Clebsch im 63. Bd. von „Crelle's Journal“ und 
Ed. Weyr ibid. Bd. 73, p. 87j zu dem ersten auch Durdge im 
17. Bd. der „Zeitschrift!'. Mathem.“ p. 433. 

Zn Kap. IX. S. 398—452. 

80) S. 403, Art. 363. Siehe „Crelle’s Journal“ Bd. 36, p. 143 und für 
Curven vierter Ordnung ibid. Bd. 41, p. 285. Die directe Lösung 
bezeichnete zuerst Cayley im 34, Bd. desselben Journals, p. 39. 

81) S. 412. Art 372 Der Verfasser gab diese Methode im October 
1858 im „Philosopliical Magazine“ und im 3. Bd. des „Quartcrly 
Journal“ p. 317. Vergleiche auch Abhandlungen von Cayley in 

* „Philosopliical Transactions“ Bd. 149, p. 193 und Bd. 151, p. 357 
(1859 und 1861). 

Wir erwähnen noch einer Abhandlung von Jacobi über die 
directe Bestimmung der Zahl der Doppeltangenten einer Curve 
n“ T Ordnung im 49, Bd. von „Crelle’s Journal“ p. 237 und der 
Vereinfachung, welche der Jacobi’sche Beweis durch Clebsch 
ibid. Bd. 63, p. Igo erhalten hat. 

82) S. 419, ArTT 314. Ich habe versucht, in gleicher Art die Doppel- 
tangentencurve für die Curve fünfter Ordnung zu bilden, indem 
ich für die Curve, deren Gleichung in Art. 313 gegeben ist, eine 
Covariante von der richtigen Ordnung uud von der Beschaffenheit 
aufstellte, dass das absolute Glied verschwindet, wenn die Axe der 
x die gegebene Curve ein zweites mal berührt; wie denn z. B. 
für ip = ii) — 9ü<t> die Functionen 

u " GJ) 2 + etc -’ und * ( u “ 3 + etc -) 

solche Covarianten der Ordnung nach sind. Es mag, obwohl der 
Versuch nicht gelang, doch vielleicht nützlich sein, die Werthe 
mitzntheilen, die für die Covarianten erhalten w r urden. Wenn wir, 
wie ohne Verlust an Allgemeinheit zulässig ist, c t und c, ver- 
schwinden lassen, so haben wir 
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H = 6*c-f- 36* fd 0 .E 4" ^ijl) 4" 3 (6»e 0 — ibcd,)x' 1 -+- 3 (26*e, — bbcd 2 )xy 
4- 3 (6-V, - 6et/ 3 ) >Zi+ (6V«— 166ce, -f 18c»(f*) *’ 

-+- 'Mti’A — 306ccj — 11 bd 0 d t -+• 96rfi» 4- 1 8 c» rf 3 ) x»g 
( — 6 bcf, — 12o(f 0 e| + 12&e 0 rf| -f I8c ! e a + 24 cd„d t — 18cd,*) a'-j-etc., 
0 = 9 6» 1 (6 4 rf 0 » -f- 6 6 3 c* d,) -f- (4 6'd 0 f 0 i4- 1 2 bVe, — 6 b 3 cd n d, — 57 b’c 3 d t ) x 
+ (ib'd, t e t -f- 126 3 c*e, — 2Hb 3 cd„d 2 -f- 31 b 3 cd? — 39 6» c 3 d 3 ) y 
+ (2 Vd tt f n + 46'e 0 * -f- Sldc'h + bb 2 cd u e, — Wb 3 cd, c„ — 1056*c 3 c, 

— 2936»c*d,,d 8 -f- 26 9&*c»(f,» + 366c' rf 3 ) X 1 -f etc.} , 

<t> = 6 b |(6 3 e„ -f- 4&»cd|) + (6 , /' 0 — fSfdce t — 38&c»d ä ) x 
-f { *Yi — 2 6*ce 2 + 27 Id (d,* - d,d 2 ) — 4löc»rf :1 } y 
-f (— llb'cft — 12 6* d„ «, + 12 b'tod, + 66c» e, — 1626cd„d, 

4- 1686caf<» — 6c’rf 1 ) x’ 4" etc.]. 

Von den Grössen XJ|, , U B> . . sind die einzigen, welche von x 
und y unabhängige Glieder enthalten U,i — 6», U M = 6r, so dass 
für eine Function ip von der Form Q Ic II <S> , die wir darstellen 

durch 

A 4~ B 0 x 4- 4- G',a» 4" etc. 


der Grad von ip gleich 22 ist, und das absolute Glied in der Co- 
variante U,, ) 4* etc. gleich 6*il„» 4- 44 6c»4Ü, und in der 

Covariauto Uj| 't 4- etc. gleich 26» C u -f- 42 heil, ist. 
tt 1 *| 


83) S. 420, Art. 375. Vergleiche „Vorlesungen“ Art. 51_, p. 89 oder 
Hcsse's „Vorlesungen über analytische Geometrie des Raumes“ 
2. Aufl., p. 101. 

84) S. 421. Art. 375. Siehe auch Clebsch-Gordan’s „Ahel’sclie 
Functionen“ p. 62. 

S. 423, Art ' 376. Steiner hat im 47, Bd. von „Crelle’s Journal“ 
p. 6, wo er diese Relationen giebt, auch bemerkt, dass die Zahl 
der Curven des Büschels u 4- li‘* = 0, welche Curven des Büschels 
«4- v’ — 0 osculieren, durch 

3 { (ft 4- fi') (fi 4- fi' — 6) 4- 2fifi' 4- 5} 


ausgedrückt wird. Wir erinnern, dass wir in Art. 162 gesehen 
haben, wie die Bedingung für die Osculation von zwei Curven aus 
der der gewöhnlichen Berührung durch die weitere Forderung her- 
vorgeht, dass für die beiden Curven das Vcrhältniss H : den 

nämlichen Werth habe. 

85) S. 426, Art. 380. Die Hauptsätze dieses Abschnittes sprach zuerst 
Steiner in einer der Berliner Akademie August 1848 gelesenen 
Abhandlung aus, welche im 41, Bd. von „Crelle’s Journal“ p. 1—6 
wieder abgedruckt ward. Die auf Curven dritter Ordnung bezüg- 
liche Theorie gab der Verfasser ohne von Steiner's Arbeit Kenntniss 
zn haben — er lernte sie erst durch den Abdruck in „Crelle’s 
Journal“ 1854 kennen — in der L Ausgabe dieses Werkes 1852. 

Die Entwickelungen der Art. 380—385 nach einem Manuscript 
von Cayley. 

86) S. 433, Art. 386. Vergleiche Transon „Recherchcs sur la courbure 
des lignes et des surfaces“ im 6. Bd. von „Liouville’s Journal“ (1841). 

Art. 386 und 387 nach einem Manuscript von Cayley. 

87) S. 437, Art. 389. Siehe „Philosophieal Transactions“ Bd. 1 55, p. 545. 

88) S. 437, Art 390. Vergleiche de Jonquiöres’ Arbeit in „Liou- 
ville’s Journal“ Bd. 6, p. 113 (1861). 

30 * 
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89) S. 437, Art. 390. Dies« hat Cayley in der weiter unten ange- 
führten Arbeit bemerkt. Der Index ist ■/.. B. gleich N, wenn die 
Gleichung die Coordinaten eines parametrischen Punktes linear 
enthält, der eine ebene Curve von der Ordnung N durchläuft^ 
während doch, so lange diese Curve nicht unicursal ist, die Glei- 
chung nicht ohne Erhöhung des Grades zu einer algebraischen 
Function eines Parameters gemacht werden kann; allgemeiner 
kann die Gleichung die Coordinaten eines Punktes linear enthalten, 
der einer Curve im Raum von k Dimensionen angehört. 

90) S. 437, Art. 390. Die Abhandlungen von Chasles findet man in 
den „Comptes rendus“ von 1864 — 1867, Bd. 58 — 65. Vergl. Note 79). 

91) S. 438, Art. 390. Eine Darstellung der Theorie gab Crcmona 
im 6. Bd. p. 179 der „Annali di Matematica“; sie ist der deutschen 
Ausgabe seiner „Einleitung in die geometrische Theorie der ebenen 
Curven“ beigefügt. 

92) S. 445, Art. 396. Vergleiche Cayley's Note in „Comptes rendus“ 
Bd. 74, p 708 (1872). 

93) S. 445, Art. 396. Vergleiche noch Zeuthen ibid. Bd. 75, p. 703 
und 950. 

94) Maillard’s Doctorats-Thesc über die Systeme von Curven dritter 
Ordnung erschien 1871 (Paris); Zeuthen veröffentlichte seine 
Untersuchungen hierüber in „Comptes rendus“ Bd. 74, p. 521, 604, 
726; und analoge über Curvensysteme vierter Ordnung ibid. Bd. 75, 
p. 703, 950. 

95) S. 449. Art. 339. Zeuthen ’s Untersuchungen über Kegelschnitte, 
welche vier Bedingungen genügen, findet man in den „Nonvelles 
Annales de Mathdm.“ von 1866. 

Cayley hat die Untersuchungen von Chasles, Zeuthen und de 
Jonquieres mit seinen eigenen dargestellt in der Allhandlung „On the 
Curves which satisfy givon conditions“ im 158. Bd. der „Philosoph. 
Transactions“ p. 75. Clebsch hat im 6. Bd. der „Mathemat. 
Annalen“ p. 1 einen Beitrag zur Theorie der Charakteristiken ge- 
geben, auf den wir verweisen. 

96) S. 452, Art. 400. Die Arbeit von de Jonquiüres über die viel- 
fachen Berührungen findet man im 66. Bd. von „Crelle’s Journal“ 
p. 289. Dazu sind zu studieren die algebraischen Untersuchungen 
von Brill in Bd. 4 der „Mathemat. Annalen“ p. 527 und vorhe- 
p. 510. 
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lieber den Inhalt der Note „Ueber die algebraischen Functionen 
und ihre Anwendung in der Geometrie“ von Krill und Noother 
in „Göttinger Nadir.“ 1873, p. 116. (Nach einer brieflichen Mit- 
theilung von Herrn Noether unter Anpassung der Terminologie 
an den vorstehenden Text.) 

ln dieser kurz vor dem Erscheinen der Originalausgabe dieses 
Werks veröffentlichten Note sind die Verfasser durch ähnliche Be- 
trachtungcn wie sie nach Art 159 f. Sylvester über die Reste von 
Schnittpunktsystemen auf Curven dritter Ordnung angestellt hat, zum 
Beweis von allgemeinen algebraischen Sätzen gelangt, die bisher nur 
durch Abel'sche Functionen bewiesen werden konnten. 

Den Ausgangspunkt bildet dabei ein dem Satz des Art. 160 ent- 
sprechender Satz über Punktsysteme auf einer algebraischen Curve 
n‘ ,r Ordnung f — 0 mit beliebigen doppelten und vielfachen Punkten. 
Als Schnittcurven werden nur solche betrachtet, welche durch jeden 
t fachen Punkt von f = 0 (»' — l)fach hindurchgehen. Solche Curven 
mögen „/'adj u ngi orte“ genannt werden. Wenn nun die Definitionen 
des Art. 159 über Restgruppen und beigeord riete Restgruppen (resi- 
duale und coresidunle Gruppen) auch für f— 0 gelten, sodass nur re 
und ß zusammen den vollständigen Schnitt einer f adjungierten Curve 
mit f — 0 ausmachen, so gilt der Satz des Art. 160 auch für f = 0 
(„Aequivalenzsatz“ der Notel. Denn wie dort kann U P U, in die Form 

A. U, + B.f 

gesetzt werden, wo A = 0, B = 0 die Gleichungen von zwei Curven 
sind.*) 

Da durch diesen Satz der Begriff der beigoordneten Restgruppen 
von dem besondern Rest unabhängig gemacht wird, in Bezug auf 
welchen die Gruppen als beigeordnet erkannt worden sind, so scheidet 
derselbe aus vollständigen Sclmittpunktsystemen Punktgruppen als 
selbständige Gebilde aus, die unter Umständen noch directer durch 
eine noch nähere Beziehung zur Curve definiert werden können. Wir 
betrachten nun solche „specielle“ Punktgruppen. 

Unter den f adjungierten Curven spielen die Curven (« — 3) , « r 
Ordnung C7„_s eine hervorragende Rolle. So werden z. B. Punktgruppen 
auf f, <ne durch C’„_i ausgeschnitten werden, bei rationaler Transfor- 
mation von f in eine Curve f von der Ordnung n in solche Pnnkt- 
gruppen von f übergeführt, die wiederum durch f adjuugicrte Curven 
CV -3 aus dieser ausgeschnitten worden — auf Grund gewisser Inva- 
rianten-Eigenschafteu der adjungierten C n s . 


*) Diese für den Fall, dass Um, U„ U q durch die singulären Punkte 
von /= 0 nicht hindurchgehen, bekannte DarsteUung bleibt auch be- 
stehen (Noether in „Göttinger Nach r.“ 1872, p. 490), wenn l/„ — 0 in 
jedem t fachen Punkte von f= 0, in welchem U p U r einen «fachen 
Punkt, hat, höchstens einen (k — t -f- l)fachen Punkt besitzt, was hier 
wo^t = 2 (i — 1) der Fall ist. 
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Während sodann für alle f adjungierten Curven höherer Ordnung 
daa Schnittpunktsystem so. beschaffen ist, dass für I) als das Geschlecht 
von f im Allgemeinen 1) Schnittpunkte durch die übrigen bestimmt 
Bind, sind es für adjungierte C'„-3 erst 1) — 1 durch die übrigen, oder 
sogar sowohl bei speciellen f als bei speciellcn G’„— a, die der allge- 
meinen Curvc f adjungiert sind, weniger als D — 1 Punkte durch 
die übrigen. 

Z. B. die adjungierte Curve C n — 3 für eine Curve f c von der 
sechsten Ordnung mit fünf Doppelpunkten, also T> = 5 ist eine C a , 
von welcher vier Punkte durch die Doppelpunkte und durch eine 
Gruppe ( r t von vier beliebigen weiteren Punkten bestimmt sind. Nimmt 
man aber diese Gruppe O, auf f,. so an, dass durch sie noch einfach 
unendlich viele (oo 1 ) adjungierte C’ 3 gehen, so giebt es oo' Restgruppen 
Tj zu einer solchen Gruppe. 

Diese Gruppen r, naben nach einem Satze von Riemann 
(„Abel 'sehe Functionen“ § 5), der von Roch („Crello's Journal“ Bd. fit, 
p. 372) auf dem von Riemann angegebenen Wege allgemein bewiesen 
ist, und den die oben genannte Note algebraisch beweist (siehe p. 125 f.), 
die Eigenschaft, dass jede von ihnen mit den Doppelpunkten zusammen 
wiederum die Basispunkte eines Büschels von 6', liefert, dass also zu 
jeder von ihnen eine einfach unendliche’ Anzahl — und zwar nach 
dem Aequivalenzsatz dieselbe für alle T 4 — von Gruppen G t gehört. 

Der bezeiclinete Satz lautet allgemein so: Schneidet eine/ - ad- 
jungierte Gurve C r -3 aus f eine Gruppe Gm von M Punkten 
aus, deren Rcstgriippen T« von jcN'=2(D — 1) — JUT Punkten 
eine oo’ Schaar für 

(q>N-D+l) 

bilden, bo sind umgekehrt die Restgruppen jeder solchen 
Gruppe Hy eine oo r Schaar von Gruppen Gm für 

r = q-(N-D+l) 

oder 

M + JV-= 2 (D — 1), 71/ — JV = 2 (r — q). 

Die Beweise der vorhergehenden Sätze sind von der besonderen 
Gestalt der Curve f, so lange Bie nicht zerfallt, ganz unabhängig; sie 
setzen selbst nicht liothwendig voraus, dass die Curve keine andern 
Singularitäten als doppelte und vielfache Punkte besitzt, weil man 
eine Curve mit hohem Singularitäten durch eine rationale Transfor- 
mation, deren Fundamentalpunkte in die singulären Punkte gelegt 
Bind, in eine Curve mit gewöhnlichen Singularitäten transformieren 
und die höheren durch das definieren kann, was ihnen in derselben 
entspricht. (Siehe Noether in „Göttinger Nachr.“ 1871, p. 267; man 
kommt zu denselben Resultaten wie nach den Cayley’schen Defini- 
tionen in Art. 58.) Hieraus folgt, dass die obigen Sätie noch für 
Curven mit beliebig speciellen Moduln gelten; ebenso der Zusatz 
zu dem letzten derselben, welcher in Verbindung mit dem oben 
erwähnten Transformationssatz über die Curven C„_j den Geschlechts- 
satz liefert, dass es immer oo 0-1 adjungierte Curven C„_j 
giebt. 

Die in dem obigen Satze vorkommenden Gruppen Gm oder T jv Bind 
für sich definierbar und algebraisch bestimmbar. Man kann z. B. für 
eine Curve siebenter Ordnung f mit p — 6 die speciellen oo 1 Gruppen 
Gi von je vier Punkten, durch welche noch je oc' adjungierte C t 
gelegt, werden können, auf algebraischem Wege finden (Brill in Bd. 6, 
p. 62 der „Mathemat. Annalen“); man kann ebenso die oo* Gruppen 
f 6 von je sechs Punkten ermitteln, durch welche noch 00 1 Curven C 4 
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gehen (Brill ibid. Bd. 2, p. 471). Die beiden Probleme werden aber 
durch den Satz auf einander zurückgeführt. 

Wendet man die angegebenen oo 8 Curven C 4 zur Transformation 
von f an, so wird sie in eine Curve, sechster Ordnung mit vier Doppel- 
punkten übergeführt, während nach Art. 345 eine Normalcurve siebenter 
Ordnung erhalten würde. 

Auf ähnliche Weise kann man mittelst Transformation durch spe- 
cielle C',,_3 im Allgemeinen die Curve vom Geschlecht I) für 

3 (»' + 1) > D 3» 

in eine Curve von der Ordnung (jD — t" + 2) überführen. 
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11 Zeile 14 v. o. lies t,- statt f,. , 

12 „ 3 v. u. lies a, 3 x a statt a, 3 -f- x a , und = fl|k£i + 

statt = Okij +• 

13 „ 11 v. o. lies = fiXi statt g x,. 

13 „ 14 v. o. lies hi' statt hl. 

13 „ 11 v. u. lies f.' statt £»’. _ _ 

lß „ 17 v. u. lies S — kS' = 0 statt S — kS — 0. 

10 „ 16 v. u. lies welcher statt welchen. 

10 „ 13 v. u. lies Kegel- statt Kugel-. 

37 „ 8—10 v. o. streiche die Worte: Man — annehmen. 

41 „ 8 v. o-lies h statt h. 

83 „ 4 v. oT lies Art. 348 statt 342. 

97 „ 13 v. o. lies af* statt cf 2 und 2e* statt 2 c*. 

102, 11«, 117, 118 müssen die Nummern der Figuren statt 
24—27 vielmehr heissen 27, 28, 29, 30 respective. 

105 „ 16 v. u. lies 64 X t 3 -f- 27a*X 1 X 3 * = 0. 

106 „ 6 v. u. lies 27AÄ 3 a, 8 •= G 3 statt 27 A 5 . 

123 „ 7 v. u. lies 116 statt 114. 

139 „ 7 v. u. lies "Geraden aus O. 

154 „ 2 v. o. lies keinen statt keine. 

155 „ 18 v. o. lies 149 statt 148. 

174 „ 6 v. o. lies Art. 156 statt 56. 

176 „ 6 v. o. lies sie statt ihn. 

248 „ 4 v. o. fehlt hinter ist die verweisende Ziffer 16 ). 

258 „ 3 u. 6 v. u. in dei letzten Reihe der Determinante 

setze satt c und c respective m und m. 

264 „ 9 v. o. lies bx*y statt bx 3 y. 

272 „ 17 v. u. lies 252 statt 253. 

325 „ 6 v. u. lies statt S 4tt . 

331 „ 3 v. o. Die Coefficienten der drei letzten Glieder 

"heissen respective 6 f, 6g, 6h statt 6. 

336 „ 5 v. u. lies litterale statt lineare. 

353 „ 14 v. o. streiche das Zeichen =. 

361 „ 9 v. u. fehlt die Artikel-Nummer 327. Auf Seite 

362 — 364 folgen dann 328 -330 statt 327 — 329. 
380 „ 4 v. o. am Ende lies — b, statt — b v 

382 „ 1 v. u. am Ende lies x,x 3 statt x t x t . 

384 „ 15 V. u. lies 334 statt 335. 

410 „ 2 v. o. lies im letzten Glied n statt u\ 

415 „ 12 v. u. lies n Btatt fi. 

418 „ 2 v. o. lies denselben. 
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